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第十三章 Green 函数法

George Green
(1793–1841)

前面几章研究数学物理方程定解问题的求解

主要介绍了分离变量法和 Fourier 变换法

Fourier 变换法的精神也是分离变量法，只是形式上不甚明显

本章研究求解数理方程定解问题的 Green 函数法

这是一种新的解法

它的思路是先求出与点源对应的解，即 Green 函数

然后将原来定解问题的解表示为包含 Green 函数和
定解条件的积分
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§1 Green 函数的一般概念
线性偏微分方程可以统一写成以下形式

Lu = f

其中 u 是未知函数，即要研究的物理量，f 是已知函数，L 是线性微分算符
从数学上说，上式可以涉及任意的有限个自变量
对于常见物理问题，自变量是三维空间变量 r 和时间变量 t（稳定场方程不含 t）

因此，u = u(r, t)，f = f(r, t)，L = L

(
r, t;∇, ∂

∂t

)
具体来说，熟悉的几类方程所对应的算符如下

波动方程： L =
∂2

∂t2
− a2∇2 Poisson 方程： L = −∇2

输运方程： L =
∂

∂t
− a2∇2 Helmholtz 方程： L = −(∇2 + k2)
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Green 函数
首先考虑不含时的稳定场方程，有 L = L(r,∇)

这包含 Possion 方程（包括 Laplace 方程）和 Helmholtz 方程
由 r0 处的点源 f(r) = δ(r − r0) 所产生的场称为 Green 函数，记作 G(r, r0)

也就是说，Green 函数满足方程 LG(r, r0) = δ(r − r0)

因此，Green 函数又称为点源影响函数，无界空间的 Green 函数又称为基本解
对于有界空间，Green 函数除满足上述方程之外还要满足一定的边界条件

就无界空间来说，如果能求出 Green 函数，则方程 Lu(r) = f(r) 的解可以表为

u(r) =

∫
G(r, r0)f(r0) dr0

注意到 L 只对 r 作用，不对 r0 作用，就有

Lu(r) =

∫
[LG(r, r0)]f(r0) dr0 =

∫
δ(r − r0)f(r0) dr0 = f(r)

δ 函数定义二
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物理意义

� 

r0

/r0

Ü 

r

解式 u(r) =

∫
G(r, r0)f(r0) dr0 的物理意义如下

G(r, r0) 是 r0 处的单位点源（比如单位点电荷）产生的场
乘以 f(r0) dr0 就是 r0 处大小（比如电量）为 f(r0) dr0 的点源产生的场
再对 r0 积分就是把所有源产生的场叠加，如此即得总场 u(r)

例　考虑 Poisson 方程 ∇2u(r) = −f(r)，其微分算符为 L = −∇2

相应的 Green 函数满足 ∇2G(r, r0) = −δ(r − r0)

规定 r → ∞ 时 G(r, r0) → 0，可得 G(r, r0) =
1

4π|r − r0|
（证明见下节）

于是，解表达为 u(r) =

∫
f(r0)

4π|r − r0|
dr0

特别地，如果 f(r) =
ρ(r)

ϵ0
，其中 ρ(r) 是自由电荷密度，ϵ0 是真空介电常数

则 u(r) =

∫
ρ(r0)

4πϵ0|r − r0|
dr0 是真空中的静电势
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含时的情况

对于含时的方程，如波动方程和输运方程，有 L = L

(
r, t;∇, ∂

∂t

)
此时可以定义 Green 函数 G(r, t; r0, t0) 满足方程

LG(r, t; r0, t0) = δ(r − r0)δ(t− t0)

上式右边的 δ 函数不仅是空间上的点源，也是时间上的瞬时源
含时的 Green 函数通常还要满足一定的初始条件
如果空间是有界的，则还要满足适当的边界条件

含时的问题通常要复杂得多
即使对于无界空间，方程 Lu(r, t) = f(r, t) 的解也不能简单地表达为

u(r, t) =

∫
G(r, t; r0, t0)f(r0, t0) dr0 dt0

因为初始条件尚未考虑在内
实际上，如果没有给定适当的初始条件，Green 函数本身也没有确切的定义
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§2 稳定场方程的 Green 函数法
§2.1 Poisson 方程的基本解

Possion 方程（包括 Laplace 方程）和 Helmholtz 方程都是不含时的稳定场方程
这里主要研究 Possion 方程，而 Helmholtz 方程可用类似方法加以研究
考虑无界空间的 Possion 方程 ∇2u(r) = −f(r)

它的 Green 函数，即基本解 G(r, r0) 满足 ∇2G(r, r0) = −δ(r − r0)

在三维情况下，规定 r → ∞ 时 G(r, r0) → 0，则

三维基本解 G(r, r0) =
1

4π|r − r0|

证明　需要证明的是 −∇2G(r, r0) 符合 δ 函数 δ(r − r0) 的定义一，即

δ(r − r0) =

∞, r = r0

0, r ̸= r0

和
∫ ∞

−∞
δ(r − r0) dr = 1
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三维基本解的证明
令 R = r − r0，R = |R|，则 G(r, r0) =

1

4πR

记 r = (x, y, z), �r0 = (x0, y0, z0), �R = (X,Y, Z) = (x− x0, �y − y0, �z − z0)

有 ∂

∂x
=
∂X

∂x

∂

∂X
=
∂(x− x0)

∂x

∂

∂X
=

∂

∂X
，同理 ∂

∂y
=

∂

∂Y
， ∂

∂z
=

∂

∂Z

故 ∇u =
∂u

∂x
ex +

∂u

∂y
ey +

∂u

∂z
ez =

∂u

∂X
ex +

∂u

∂Y
ey +

∂u

∂Z
ez = ∇R u

其中 ∇R 是对 R 求导的梯度算符，故 ∇2 = ∇2
R

根据球坐标系中 Laplace 算符的形式

∇2u =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂u

∂r

)
+

1

r2 sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂u

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2u

∂ϕ2

当 r ̸= r0，即 R ̸= 0 时，有

∇2G(r, r0) = ∇2
R

1

4πR
=

1

R2

d
dR

(
R2 d

dR
1

4πR

)
=

1

R2

d
dR

[
R2

(
− 1

4πR2

)]
= 0
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完成证明

r0

ε
Kε : R ≤ ε

Sε : R = ε

但是，当 r = r0，即 R = 0 时，Green 函数有奇性，
而且该点是球坐标系的奇点，上述计算不成立
考虑以 r0 为球心、ε 为半径的球 Kε，其表面记作 Sε，则∫

Kε

∇2G(r, r0) dr =

∫
Kε

∇R · ∇R
1

4πR
dR =

∫
Sε

∇R
1

4πR
· dσ

其中第二步用到 Gauss 定理，而 dσ = dσ eR，dσ 是面积元的大小

由 ∇R
1

4πR
=

d
dR

(
1

4πR

)
eR = − 1

4πR2
eR 得

∫
Kε

∇2G(r, r0) dr = −
∫
Sε

1

4πε2
dσ = −4πε2

4πε2
= −1

这表明 ∇2G(r, r0) 与 −δ(r − r0) 在 r = r0 处的奇性一致
于是，∇2G(r, r0) = −δ(r − r0) 在 r ̸= r0 和 r = r0 处都成立 证毕
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dσ = −4πε2

4πε2
= −1

这表明 ∇2G(r, r0) 与 −δ(r − r0) 在 r = r0 处的奇性一致
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特殊区域上 Green 函数的制作

说明和讨论
在上述证明中，利用 Gauss 定理将球内的体积分转化为球面上的面积分
按照 Gauss 定理成立的条件，必须要求 G(r, r0) 在球内具有连续的二阶偏导数
但 G(r, r0) 在球心处有奇性，并不满足这一条件
所以上述证明是不严格的
比较严格的论证见选读内容
里面用经典函数序列 δε 代替 δ 函数进行推导，最后再取 ε→ 0 的极限

考虑三维空间中的静电场问题，在 r0 处有一个点电荷 Q

那么，它产生的电势 u(r) 满足的方程为 ∇2u(r) = −Q

ϵ0
δ(r − r0)

与 ∇2G(r, r0) = −δ(r − r0) 比较，即得 u(r) =
Q

ϵ0
G(r, r0) =

Q

4πϵ0|r − r0|

可见，三维基本解 G(r, r0) =
1

4π|r − r0|
相当于 Q = ϵ0 的点电荷引起的电势
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二维基本解
基本解的形式与空间的维数有关
在二维无界空间，把位置矢量记作 ρ，以示与三维空间的区别
相应地，Green 函数 G(ρ,ρ0) 满足的方程为 ∇2G(ρ,ρ0) = −δ(ρ− ρ0)，则

二维基本解 G(ρ,ρ0) = − 1

2π
ln |ρ− ρ0|+常数

二维基本解在 ρ → ∞ 处发散 ，因此不能取 ρ → ∞ 为 G(ρ,ρ0) 的零点

上式也可以写作 G(ρ,ρ0) =
1

2π
ln 1

|ρ− ρ0|
+常数

这个形式与三维基本解 G(r, r0) =
1

4π|r − r0|
类似，可以帮助记忆

证明　令 R = ρ− ρ0，R = |R|，取常数为零，则 G(ρ,ρ0) = − 1

2π
lnR

类似于三维情况，有 ∇ = ∇R 和 ∇2 = ∇2
R
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二维基本解的证明

ρ0

ε Kε : R ≤ ε

Lε : R = ε

根据极坐标系中 Laplace 算符的形式 ∇2u =
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂u

∂ρ

)
+

1

ρ2
∂2u

∂ϕ2

当 ρ ̸= ρ0，即 R ̸= 0 时，有

∇2G(ρ,ρ0) = − 1

2π
∇2

R lnR = − 1

2πR

d
dR

(
R

d
dR lnR

)
= − 1

2πR

d
dR

(
R

1

R

)
= 0

但是，当 ρ = ρ0，即 R = 0 时，Green 函数有奇性，
而且该点是极坐标系的奇点，上述计算不成立
考虑以 ρ0 为圆心、ε 为半径的圆面 Kε，圆周记作 Lε，则∫
Kε

∇2G(ρ,ρ0) dρ =

∫
Kε

∇R · ∇R

(
− 1

2π
lnR

)
dR =

∫
Lε

∇R

(
− 1

2π
lnR

)
· ds

其中第二步用到二维空间中的 Gauss 定理（其实就是 Green 公式）
这里 ds = ds eR，ds 是弧元，eR 是圆周的外法向单位矢量

余钊焕 （中山大学） 第十三章 Green 函数法 12 / 39



o o o o o

Green 函数的一般概念

o o o o o o o o o o o o o o o

稳定场方程的 Green 函数法

o o o o o o o o o o o o o o o o o

特殊区域上 Green 函数的制作

二维基本解的证明

ρ0

ε Kε : R ≤ ε

Lε : R = ε

根据极坐标系中 Laplace 算符的形式 ∇2u =
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂u

∂ρ

)
+

1

ρ2
∂2u

∂ϕ2

当 ρ ̸= ρ0，即 R ̸= 0 时，有

∇2G(ρ,ρ0) = − 1

2π
∇2

R lnR = − 1

2πR

d
dR

(
R

d
dR lnR

)
= − 1

2πR

d
dR

(
R

1

R

)
= 0

但是，当 ρ = ρ0，即 R = 0 时，Green 函数有奇性，
而且该点是极坐标系的奇点，上述计算不成立
考虑以 ρ0 为圆心、ε 为半径的圆面 Kε，圆周记作 Lε，则∫
Kε

∇2G(ρ,ρ0) dρ =

∫
Kε

∇R · ∇R

(
− 1

2π
lnR

)
dR =

∫
Lε

∇R

(
− 1

2π
lnR

)
· ds

其中第二步用到二维空间中的 Gauss 定理（其实就是 Green 公式）
这里 ds = ds eR，ds 是弧元，eR 是圆周的外法向单位矢量

余钊焕 （中山大学） 第十三章 Green 函数法 12 / 39



o o o o o

Green 函数的一般概念

o o o o o o o o o o o o o o o

稳定场方程的 Green 函数法

o o o o o o o o o o o o o o o o o

特殊区域上 Green 函数的制作

二维点电荷
由 ∇R

(
− 1

2π
lnR

)
· ds =

(
− 1

2π

d
dR lnR eR

)
· (ds eR) = − 1

2πR
ds 得∫

Kε

∇2G(ρ,ρ0)dρ =

∫
Lε

∇R

(
− 1

2π
lnR

)
· ds = −

∫
Lε

1

2πε
ds = −2πε

2πε
= −1

这表明 ∇2G(ρ,ρ0) 与 −δ(ρ− ρ0) 在 ρ = ρ0 处的奇性一致
于是，∇2G(ρ,ρ0) = −δ(ρ− ρ0) 在 ρ ̸= ρ0 和 ρ = ρ0 处都成立 证毕

二维空间中的点电荷 Q 产生的电势 u(ρ) 满足 ∇2u(ρ) = −Q

ϵ0
δ(ρ− ρ0)

因此 u(ρ) =
Q

ϵ0
G(ρ,ρ0)，故二维基本解相当于 Q = ϵ0 时的电势

容易看出，二维基本解 G(ρ,ρ0) = − 1

2π
ln |ρ− ρ0|+常数 在 ρ = ρ0 处的奇性

弱于三维基本解 G(r, r0) =
1

4π|r − r0|
在 r = r0 处的奇性

可以证明，一维空间基本解的奇性更弱

余钊焕 （中山大学） 第十三章 Green 函数法 13 / 39



o o o o o

Green 函数的一般概念

o o o o o o o o o o o o o o o

稳定场方程的 Green 函数法

o o o o o o o o o o o o o o o o o

特殊区域上 Green 函数的制作

二维点电荷
由 ∇R

(
− 1

2π
lnR

)
· ds =

(
− 1

2π

d
dR lnR eR

)
· (ds eR) = − 1

2πR
ds 得∫

Kε

∇2G(ρ,ρ0)dρ =

∫
Lε

∇R

(
− 1

2π
lnR

)
· ds = −

∫
Lε

1

2πε
ds = −2πε

2πε
= −1

这表明 ∇2G(ρ,ρ0) 与 −δ(ρ− ρ0) 在 ρ = ρ0 处的奇性一致
于是，∇2G(ρ,ρ0) = −δ(ρ− ρ0) 在 ρ ̸= ρ0 和 ρ = ρ0 处都成立 证毕

二维空间中的点电荷 Q 产生的电势 u(ρ) 满足 ∇2u(ρ) = −Q

ϵ0
δ(ρ− ρ0)

因此 u(ρ) =
Q

ϵ0
G(ρ,ρ0)，故二维基本解相当于 Q = ϵ0 时的电势

容易看出，二维基本解 G(ρ,ρ0) = − 1

2π
ln |ρ− ρ0|+常数 在 ρ = ρ0 处的奇性

弱于三维基本解 G(r, r0) =
1

4π|r − r0|
在 r = r0 处的奇性

可以证明，一维空间基本解的奇性更弱

余钊焕 （中山大学） 第十三章 Green 函数法 13 / 39



o o o o o

Green 函数的一般概念

o o o o o o o o o o o o o o o

稳定场方程的 Green 函数法

o o o o o o o o o o o o o o o o o

特殊区域上 Green 函数的制作

二维点电荷
由 ∇R

(
− 1

2π
lnR

)
· ds =

(
− 1

2π

d
dR lnR eR

)
· (ds eR) = − 1

2πR
ds 得∫

Kε

∇2G(ρ,ρ0)dρ =

∫
Lε

∇R

(
− 1

2π
lnR

)
· ds = −

∫
Lε

1

2πε
ds = −2πε

2πε
= −1

这表明 ∇2G(ρ,ρ0) 与 −δ(ρ− ρ0) 在 ρ = ρ0 处的奇性一致
于是，∇2G(ρ,ρ0) = −δ(ρ− ρ0) 在 ρ ̸= ρ0 和 ρ = ρ0 处都成立 证毕

二维空间中的点电荷 Q 产生的电势 u(ρ) 满足 ∇2u(ρ) = −Q

ϵ0
δ(ρ− ρ0)

因此 u(ρ) =
Q

ϵ0
G(ρ,ρ0)，故二维基本解相当于 Q = ϵ0 时的电势

容易看出，二维基本解 G(ρ,ρ0) = − 1

2π
ln |ρ− ρ0|+常数 在 ρ = ρ0 处的奇性

弱于三维基本解 G(r, r0) =
1

4π|r − r0|
在 r = r0 处的奇性

可以证明，一维空间基本解的奇性更弱

余钊焕 （中山大学） 第十三章 Green 函数法 13 / 39



o o o o o

Green 函数的一般概念

o o o o o o o o o o o o o o o

稳定场方程的 Green 函数法

o o o o o o o o o o o o o o o o o

特殊区域上 Green 函数的制作

§2.2 第二 Green 公式

D

S

n

设 u(r) 和 v(r) 在区域 D 上具有连续的二阶偏导数，在闭域 D̄ 上具有连续的一
阶偏导数，S = ∂D 是 D 的边界面，n 是 S 的外法向单位矢量
将 ∇ · (u∇v) = ∇u · ∇v + u∇2v 与 ∇ · (v∇u) = ∇v · ∇u+ v∇2u 相减
得 u∇2v − v∇2u = ∇ · (u∇v − v∇u)

在区域 D 上积分，利用 Gauss 定理，推出∫
D

(u∇2v − v∇2u) dr =

∫
D

∇ · (u∇v − v∇u) dr =

∫
S

(u∇v − v∇u) · dσ

由 dσ = dσn 和 ∂v

∂n
= ∇v · n 得 ∂v

∂n
dσ = (∇v · n) dσ = ∇v · dσ，于是

∫
D

(u∇2v − v∇2u) dr =

∫
S

(u∇v − v∇u) · dσ =

∫
S

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
dσ

这称为第二 Green 公式，以上是它在三维空间中的形式，它对二维空间也成立
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§2.3 Poisson 方程第一边值问题

D

S = ∂D

考虑有界区域 D 上的 Poisson 方程第一边值问题∇2u(r) = −f(r), r ∈ D

u(r)|S = φ(r)

前面在无界空间中曾用基本解和 f(r) 表达出一般解 u(r) =

∫
G(r, r0)f(r0) dr0

现在，由于边界条件的限制，这样的一般解不再成立
为了得到类似的结果，需要修改 Green 函数的定义

假设 Green 函数仍满足方程 ∇2G(r, r0) = −δ(r − r0)，结合 Poisson 方程，有
G(r, r0)∇2u(r) = −G(r, r0)f(r), u(r)∇2G(r, r0) = −u(r)δ(r − r0)

两式相减，得 G(r, r0)∇2u(r)− u(r)∇2G(r, r0) = u(r)δ(r − r0)−G(r, r0)f(r)

从而 u(r0) =

∫
D

u(r)δ(r − r0) dr

=

∫
D

G(r, r0)f(r) dr +

∫
D

[G(r, r0)∇2u(r)− u(r)∇2G(r, r0)] dr
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从而 u(r0) =

∫
D

u(r)δ(r − r0) dr

=

∫
D

G(r, r0)f(r) dr +

∫
D

[G(r, r0)∇2u(r)− u(r)∇2G(r, r0)] dr
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Green 函数的定解问题
利用第二 Green 公式，得

u(r0) =

∫
D

G(r, r0)f(r) dr +

∫
D

[G(r, r0)∇2u(r)− u(r)∇2G(r, r0)] dr

=

∫
D

G(r, r0)f(r) dr +

∫
S

[
G(r, r0)

∂u(r)

∂n
− u(r)

∂G(r, r0)

∂n

]
dσ

这似乎给出了问题的解，但它要求已知边界上的 u 值和 ∂u

∂n
值

而边界条件 u(r)|S = φ(r) 只给出前者，所以上式不是最后的解

不难看出，只要在 Green 函数的定义中加上适当的边界条件，就能解决这一困难
对于这里的 Poisson 方程第一边值问题，定义相应的 Green 函数满足定解问题∇2G(r, r0) = −δ(r − r0), r, r0 ∈ D

G(r, r0)|r∈S = 0

从而原定解问题的解表达为 u(r0) =

∫
D

G(r, r0)f(r) dr −
∫
S

φ(r)
∂G(r, r0)

∂n
dσ
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关于解式的讨论

u(r0) =

∫
D

G(r, r0)f(r) dr −
∫
S

φ(r)
∂G(r, r0)

∂n
dσ

只要能求出 Green 函数 G(r, r0)，原定解问题的解就可以通过以上积分表出
因此问题归结为求解 Green 函数，由于边界条件的限制，它不再是基本解
现在，Green 函数满足的定解问题是一个特殊的 Poisson 方程定解问题
一般来说，这个问题并不一定比原定解问题容易求解
但对于某些特殊的区域，存在求解 Green 函数的特殊技巧，即下节介绍的镜像法

前面无界空间中的一般解 u(r) =

∫
G(r, r0)f(r0) dr0 表达为对源点 r0 积分

现在解 u(r0) 表达为对场点 r 积分，即对 Green 函数 G(r, r0) 的第一变量积分
这似乎使解式第一项

∫
D

G(r, r0)f(r) dr 的物理诠释发生困难

但可以证明 (§2.5)，Green 函数对源点和场点具有对称性，G(r, r0) = G(r0, r)

故
∫
D

G(r, r0)f(r) dr =

∫
D

G(r0, r)f(r) dr，后者以 r 为源点，不再有困难

余钊焕 （中山大学） 第十三章 Green 函数法 17 / 39



o o o o o

Green 函数的一般概念

o o o o o o o o o o o o o o o

稳定场方程的 Green 函数法

o o o o o o o o o o o o o o o o o

特殊区域上 Green 函数的制作

关于解式的讨论

u(r0) =

∫
D

G(r, r0)f(r) dr −
∫
S

φ(r)
∂G(r, r0)

∂n
dσ

只要能求出 Green 函数 G(r, r0)，原定解问题的解就可以通过以上积分表出
因此问题归结为求解 Green 函数，由于边界条件的限制，它不再是基本解
现在，Green 函数满足的定解问题是一个特殊的 Poisson 方程定解问题
一般来说，这个问题并不一定比原定解问题容易求解
但对于某些特殊的区域，存在求解 Green 函数的特殊技巧，即下节介绍的镜像法
前面无界空间中的一般解 u(r) =

∫
G(r, r0)f(r0) dr0 表达为对源点 r0 积分

现在解 u(r0) 表达为对场点 r 积分，即对 Green 函数 G(r, r0) 的第一变量积分
这似乎使解式第一项

∫
D

G(r, r0)f(r) dr 的物理诠释发生困难

但可以证明 (§2.5)，Green 函数对源点和场点具有对称性，G(r, r0) = G(r0, r)

故
∫
D

G(r, r0)f(r) dr =

∫
D

G(r0, r)f(r) dr，后者以 r 为源点，不再有困难

余钊焕 （中山大学） 第十三章 Green 函数法 17 / 39



o o o o o

Green 函数的一般概念

o o o o o o o o o o o o o o o

稳定场方程的 Green 函数法

o o o o o o o o o o o o o o o o o

特殊区域上 Green 函数的制作

边界条件的验证
有同学可能会问，为什么要如此定义 Green 函数？
其实，Green 函数是一个辅助工具，其作用类似于证明几何问题时所作的辅助线
如何作辅助线取决于怎样才有助于解决问题，Green 函数的定义也是如此

下面讨论边界条件 u(r)|S = φ(r) 的验证，也就是当 r0 趋于边界点 (r0 → S) 时，

验证解式 u(r0) =

∫
D

G(r, r0)f(r) dr −
∫
S

φ(r)
∂G(r, r0)

∂n
dσ 给出 φ(r0)

由于 Green 函数的对称性和边界条件，有 G(r, r0)|r0→S = G(r0, r)|r0→S = 0

因此解式第一项
∫
D

G(r, r0)f(r) dr 在 r0 → S 时为零

当 r0 → S 时，粗略看来，第二项中对边界面的积分必然包含 r0 附近的面积元
而 Green 函数在 r = r0 处有奇性，所以对积分的贡献主要来自 r0 附近的面积元
这样就大致可以用 φ(r0) 代替第二项积分中的 φ(r)，利用 Gauss 定理推出

u(r0)|r0→S = −φ(r0)

∫
S

∇G(r, r0) · dσ = −φ(r0)

∫
D

∇2G(r, r0) dr
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边界条件的满足

将 ∇2G(r, r0) = −δ(r − r0) (r, r0 ∈ D) 代入，得到期望的结果

u(r0)|r0→S = −φ(r0)

∫
D

∇2G(r, r0) dr = φ(r0)

∫
D

δ(r − r0) dr = φ(r0)

注意，r0 虽然靠近边界面，但仍然在区域 D 内

因此 δ 函数在区域 D 上的积分为 1

这个讨论帮助我们理解为什么边界条件得以满足，但不能看作严格的论证

对于具体问题的结果，通常可以通过具体计算加以验证
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Poisson 方程第二边值问题
考虑有界区域 D 上的 Poisson 方程第二边值问题

∇2u(r) = −f(r), r ∈ D

∂u(r)

∂n

∣∣∣∣
S

= ψ(r)

如果仿照第一边值问题的情况定义 Green 函数的定解问题为
∇2G(r, r0) = −δ(r − r0), r, r0 ∈ D

∂G(r, r0)

∂n

∣∣∣∣
r∈S

= 0

则由 u(r0) =

∫
D

G(r, r0)f(r) dr +

∫
S

[
G(r, r0)

∂u(r)

∂n
− u(r)

∂G(r, r0)

∂n

]
dσ 得

u(r0) =

∫
D

G(r, r0)f(r) dr +

∫
S

G(r, r0)ψ(r) dσ

这似乎得到了原定解问题的解，但它是有问题的
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Green 函数不存在
实际上，由 Gauss 定理得∫

D

∇2G(r, r0) dr =

∫
S

∇G(r, r0) · dσ =

∫
S

∂G(r, r0)

∂n
dσ = 0

另一方面，由 Green 函数满足的方程得∫
D

∇2G(r, r0) dr = −
∫
D

δ(r − r0) dr = −1 ̸= 0

两者矛盾，表明满足定解问题


∇2G(r, r0) = −δ(r − r0)

∂G(r, r0)

∂n

∣∣∣∣
r∈S

= 0
的 Green 函数不存在

在物理上，可以把这个定解问题看作热传导问题
r0 处有热源，因而稳定时边界上必定有热流
但齐次的第二类边界条件意味着边界上绝热，相互矛盾，解不存在
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§2.4 Laplace 方程第一边值问题

D

S = ∂D

考虑有界区域 D 上的 Laplace 方程第一边值问题∇2u(r) = 0, r ∈ D

u(r)|S = φ(r)

这只是 Possion 方程第一边值问题的一种特殊情况

相应的 Green 函数定解问题仍然由
∇2G(r, r0) = −δ(r − r0)

G(r, r0)|r∈S = 0
给出

对原来的解式取 f(r) = 0，就得到 Laplace 方程定解问题的解

u(r0) = −
∫
S

φ(r)
∂G(r, r0)

∂n
dσ

需要特别注意的是，尽管 Laplace 方程是无源的，但相应的 Green 函数定解问题
仍然是有源的，否则由于 Green 函数的边界条件是齐次的，将会得到 G(r, r0) = 0

只要记得 Green 函数又称为点源影响函数，就可以避免在这个问题上出错
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§3 特殊区域上 Green 函数的制作

由上节讨论可知，Green 函数法的关键在于求解 Green 函数的定解问题

前已指出，求解它通常并不比求解一般的定解问题来得容易

但对于一些特殊区域上的 Possion 方程（或 Laplace 方程）第一边值问题

存在求解 Green 函数的特殊技巧，即镜像法

本节讨论几个典型的例子
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§3.1 球内 Laplace 方程第一边值问题

x

y

z

a

O

r0

�
Q = ǫ0

考虑球内 Laplace 方程第一边值问题∇2u(r) = 0, r < a

u(r)|r=a = f(θ, ϕ)

相应的 Green 函数定解问题为∇2G(r, r0) = −δ(r − r0), r, r0 < a

G(r, r0)|r=a = 0

将它看作静电场问题，表述为：

球内某点 r0 处有一个点电荷，电量为 Q = ϵ0，
而球面上的电势为零，求解球内的电势分布

为了保持球面上的电势为零，则球外必须有某种电
荷分布，以抵消 r0 处的点电荷在球面上产生的电势
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现在希望在球外某点 r′
0 处放置一个点电荷，电量为 Q′ = −qϵ0，参数 q 有待确定

从而使得两个点电荷在球面产生的电势为零
由于数学上可以证明有唯一性定理，那么它们在球内产生的电势就是所求的解

这种方法称为镜像法，在电动力学中称为电像法，r′
0 处放置的点电荷称为像电荷

对于某些区域，如果一个像电荷不能解决问题，可以考虑用多个像电荷
镜像法是否可行，取决于区域的形状，通常它只对某些非常规则的区域才能奏效
对于目前的问题，如果镜像法能够奏效，那么根据对称性，

像电荷的位置必定在通过球心 O 和点 r0 的直线上
如果像电荷与源电荷在球心的两侧，那么源电荷

的电势在 A 点较大，在 B 点较小
而像电荷的电势却在 A 点较小，在 B 点较大
于是两者的电势在 A、B 两点不可能抵消
从而球面上的电势不能为零
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源电荷和像电荷产生的电势

O r0�
Q = ǫ0
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Q′
= −qǫ0
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因此，像电荷与源电荷必定在球心的同一侧
像电荷位置 r′

0 在经过 r0 的半径 OA 的延长线上
所以 r′

0 与 r0 具有相同的角向坐标
记 r0 和 r′

0 的球坐标为 (r0, θ0, ϕ0) 和 (r′0, θ0, ϕ0)

在球内任取一点 r，其球坐标为 (r, θ, ϕ)

记 r 与 r0 的夹角为 ψ，R = r − r0，R′ = r − r′
0

源电荷和像电荷在 r 处产生的电势 g(r, r0) =
Q

4πϵ0R
+

Q′

4πϵ0R′ =
1

4πR
− q

4πR′

由 R2 = |r− r0|2 = r2 + r20 − 2rr0 cosψ, R′2 = |r− r′
0|2 = r2 + r′20 − 2rr′0 cosψ

得 g(r, r0) =
1

4π
√
r2 + r20 − 2rr0 cosψ

− q

4π
√
r2 + r′20 − 2rr′0 cosψ

在球面上，r = a，则
g(r, r0)|r=a =

1

4πr0
√

(a/r0)2 + 1− 2(a/r0) cosψ
− q

4πa
√

1 + (r′0/a)
2 − 2(r′0/a) cosψ
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Green 函数

g(r, r0)|r=a =
1

4πr0

√
1 +

(
a

r0

)2

− 2
a

r0
cosψ

− q

4πa

√
1 +

(
r′0
a

)2

− 2
r′0
a

cosψ

注意到 a

r0
和 r′0

a
均大于 1，可见，只要取 a

r0
=
r′0
a
和 1

r0
=
q

a
，即

r′0 =
a2

r0
, q =

a

r0

就能得到 g(r, r0)|r=a = 0，使球面上的电势为零
可见，镜像法对于本问题确实是成功的

将参数值 r′0 和 q 代入 g(r, r0) =
1

4πR
− q

4πR′ ，得到所求的 Green 函数为

G(r, r0) =
1

4πR
− a

r0

1

4πR′

其中 R =
√
r2 + r20 − 2rr0 cosψ, R′ =

√
r2 + a4/r20 − 2r(a2/r0) cosψ
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对称点

O r0�
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r
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Q′
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r
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以 r̂ 和 r̂0 代表 r 和 r0 方向的单位矢量
则可以用直角坐标将它们表示为

r̂ = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ)

r̂0 = (sin θ0 cosϕ0, sin θ0 sinϕ0, cos θ0)

从而，r 与 r0 的夹角 ψ 满足
cosψ = r̂ · r̂0 = sin θ sin θ0(cosϕ cosϕ0 + sinϕ sinϕ0) + cos θ cos θ0

= sin θ sin θ0 cos(ϕ− ϕ0) + cos θ cos θ0

由前面的讨论和 r′0 = a2/r0 可知，像电荷与源电荷具有相同的角向坐标
而径向坐标满足 r′0r0 = a2，这样的两点称为关于球面的对称点
q = a/r0 表明像电荷 Q′ = −qϵ0与源电荷 Q = ϵ0 之比为 −a/r0

负号容易理解，因为两个同号电荷不可能使球面上的总电势为零
B 点离源电荷近，离像电荷远，电势为零要求 |Q′| > |Q|，这与 q =

a

r0
> 1 一致
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解的积分式

球面的外法线方向是半径方向，将 Green 函数 G(r, r0) =
1

4πR
− a

r0

1

4πR′ 代入

u(r0) = −
∫
S

φ(r)
∂G(r, r0)

∂n
dσ = −

∫
S

f(θ, ϕ)
∂G(r, r0)

∂r
dσ

就可以写出原定解问题的解
根据 ∂

∂r

1

4πR
=

∂

∂r

1

4π
√
r2 + r20 − 2rr0 cosψ

= −r − r0 cosψ
4πR3

∂

∂r

(
− a

r0

1

4πR′

)
= − a

4πr0

∂

∂r

1√
r2 + a4/r20 − 2r(a2/r0) cosψ

=
ar − (a3/r0) cosψ

4πr0R′3

推出 ∂G(r, r0)

∂r

∣∣∣∣
r=a

=
∂

∂r

(
1

4πR
− a

r0

1

4πR′

) ∣∣∣∣
r=a

= −a− r0 cosψ
4πR3|r=a

+
a2 − (a3/r0) cosψ

4πr0R′3|r=a
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Green 函数的方向导数

由 R =
√
r2 + r20 − 2rr0 cosψ 和 R′ =

√
r2 +

a4

r20
− 2ra2

r0
cosψ 得

R|r=a =
√
a2 + r20 − 2ar0 cosψ, R′|r=a =

√
a2 +

a4

r20
− 2a3

r0
cosψ =

a

r0
R|r=a

从而
∂G(r, r0)

∂r

∣∣∣∣
r=a

= −a− r0 cosψ
4πR3|r=a

+
a2 − (a3/r0) cosψ

4πr0R′3|r=a

=
1

4πR3|r=a

[
−a+ r0 cosψ +

a2 − (a3/r0) cosψ
r0(a/r0)3

]

=
1

4πR3|r=a

(
−a2 + ar0 cosψ

a
+
r20 − ar0 cosψ

a

)

=
r20 − a2

4πaR3|r=a
=

r20 − a2

4πa(a2 + r20 − 2ar0 cosψ)3/2
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球的 Poisson 积分

将 ∂G(r, r0)

∂r

∣∣∣∣
r=a

=
r20 − a2

4πa(a2 + r20 − 2ar0 cosψ)3/2 和 dσ = a2 sin θ dθ dϕ 代入

u(r0) = −
∫
S

f(θ, ϕ)
∂G(r, r0)

∂r
dσ

得到原定解问题的解

u(r0, θ0, ϕ0) =
a(a2 − r20)

4π

∫
f(θ, ϕ) sin θ dθ dϕ

(a2 + r20 − 2ar0 cosψ)3/2

其中 θ 和 ϕ 的积分范围分别是从 0 到 π 和从 0 到 2π

上式称为球的 Poisson 积分

，可以证明，它与分离变量法得到的结果是一致的
注 cosψ = sin θ sin θ0 cos(ϕ− ϕ0) + cos θ cos θ0 包含变量 θ、ϕ 和参数 θ0、ϕ0

对 θ、ϕ 积分后，解 u 是 r0、θ0 和 ϕ0 的函数，注意 (r0, θ0, ϕ0) 可以任意变化
所以在求 Green 函数时，不能将源点 r0 置于特殊的位置，比如极轴上
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§3.2 上半平面 Laplace 方程第一边值问题

x

y

ϕ(x)

O
x

y

x0

y0

ρ0

�
Q = ǫ0

考虑上半平面 Laplace 方程第一边值问题∇2u(ρ) = 0, −∞ < x < +∞, 0 < y < +∞

u(ρ)|y=0 = φ(x)

相应的 Green 函数定解问题为∇2G(ρ,ρ0) = −δ(ρ− ρ0), −∞ < x, x0 < +∞, 0 < y, y0 < +∞

G(ρ,ρ0)|y=0 = 0

将它看作静电场问题，表述为：

上半平面上某点 ρ0 = (x0, y0) 处有一个二维点
电荷，电量为 Q = ϵ0（从三维空间看，其实是垂直
于 xy 平面的无穷长线电荷，线电荷密度为 ϵ0），
而 x 轴上的电势为零，求解上半平面的电势分布
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像电荷

O
x

y

x0

y0

−y0

ρ0

�
Q = ǫ0

ρ
′

0

}
Q′

= −ǫ0

为了保持 x 轴上的电势为零，显然应该在下半平面的点 ρ′
0 = (x0,−y0) 处放置一

个二维像电荷，电量为 Q′ = −ϵ0

从而，源电荷和像电荷在上半平面上产生的电势就是所求的 Green 函数：

G(ρ,ρ0) = − Q

2πϵ0
ln |ρ− ρ0| −

Q′

2πϵ0
ln |ρ− ρ′

0| = − 1

2π
ln |ρ− ρ0|+

1

2π
ln |ρ− ρ′

0|

=
1

4π
ln |ρ− ρ′

0|2

|ρ− ρ0|2
=

1

4π
ln (x− x0)

2 + (y + y0)
2

(x− x0)2 + (y − y0)2

这里正好不需要常数项
注意上半平面的外法线方向是 −y 方向，有

∂G(ρ,ρ0)

∂n
= −∂G(ρ,ρ0)

∂y

原定解问题的解表达为

u(x0, y0) = −
∫
S

φ(ρ)
∂G(ρ,ρ0)

∂n
dσ =

∫ +∞

−∞
φ(x)

∂G(ρ,ρ0)

∂y

∣∣∣∣
y=0

dx
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原定解问题的解
由于 ∂G(ρ,ρ0)

∂y
=

1

4π

∂

∂y
{ln[(x− x0)

2 + (y + y0)
2]− ln[(x− x0)

2 + (y − y0)
2]}

=
1

4π

[
2(y + y0)

(x− x0)2 + (y + y0)2
− 2(y − y0)

(x− x0)2 + (y − y0)2

]

有 ∂G(ρ,ρ0)

∂y

∣∣∣∣
y=0

=
1

4π

[
2y0

(x− x0)2 + y20
− −2y0

(x− x0)2 + y20

]
=
y0
π

1

(x− x0)2 + y20

最终，原定解问题的解是

u(x0, y0) =

∫ +∞

−∞
φ(x)

∂G(ρ,ρ0)

∂y

∣∣∣∣
y=0

dx =
y0
π

∫ +∞

−∞

φ(x)

(x− x0)2 + y20
dx

根据 δ(x) = lim
b→0+

b

π(x2 + b2)
，有 lim

y0→0+

y0
π[(x− x0)2 + y20 ]

= δ(x− x0)，故

u(x0, 0) = lim
y0→0+

u(x0, y0) =

∫ +∞

−∞
φ(x)

{
lim

y0→0+

y0
π[(x− x0)2 + y20 ]

}
dx

=

∫ +∞

−∞
φ(x)δ(x− x0) dx = φ(x0) 验证了边界条件
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§3.3 圆内 Laplace 方程第一边值问题

x

y

a ρ
φ

O
ρ0
�

Q = ǫ0

考虑平面上圆内 Laplace 方程第一边值问题∇2u(ρ) = 0, ρ < a

u(ρ)|ρ=a = f(ϕ)

相应的 Green 函数定解问题为∇2G(ρ,ρ0) = −δ(ρ− ρ0), ρ, ρ0 < a

G(ρ,ρ0)|ρ=a = 0

将它看作静电场问题，表述为：

圆内极坐标为 ρ0 = (ρ0, ϕ0) 的某点处有一个二
维点电荷，电量为 Q = ϵ0，而圆周上的电势为零，
求解圆内的电势分布
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像电荷

O
ρ0
�

Q = ǫ0

ρ′

0

}

Q′
= −ǫ0

ρ
R

R′

ψ

今在源点 ρ0 = (ρ0, ϕ0) 关于圆周的对称点

ρ′
0 =

a2

ρ20
ρ0 =

(
a2

ρ0
, ϕ0

)
［满足 ρ0ρ

′
0 = a2］处

放置一个二维像电荷，电量为 Q′ = −ϵ0

在圆内任取一点 ρ = (ρ, ϕ)

ρ 与 ρ0 的夹角为 ψ = ϕ− ϕ0

记 R = ρ− ρ0，R′ = ρ− ρ′
0

，有 R2 = |ρ− ρ0|2 = ρ2 + ρ20 − 2ρρ0 cosψ 和

R′2 = |ρ− ρ′
0|2 = ρ2 + ρ′20 − 2ρρ′0 cosψ = ρ2 +

a4

ρ20
− 2ρ

a2

ρ0
cosψ

源电荷与像电荷在 ρ 处产生的电势为

g(ρ,ρ0) = − Q

2πϵ0
lnR− Q′

2πϵ0
lnR′ + c = − 1

2π
lnR+

1

2π
lnR′ + c

=
1

4π
ln R

′2

R2
+ c =

1

4π
ln ρ

2 + a4/ρ20 − 2ρ(a2/ρ0) cosψ
ρ2 + ρ20 − 2ρρ0 cosψ + c

注意其中有一个常数项，它依赖于电势零点的选择，这是二维问题的特点

余钊焕 （中山大学） 第十三章 Green 函数法 36 / 39



o o o o o

Green 函数的一般概念

o o o o o o o o o o o o o o o o

稳定场方程的 Green 函数法

o o o o o o o o o o o o o o o o

特殊区域上 Green 函数的制作

像电荷

O
ρ0
�

Q = ǫ0

ρ′

0

}

Q′
= −ǫ0

ρ
R

R′

ψ

今在源点 ρ0 = (ρ0, ϕ0) 关于圆周的对称点

ρ′
0 =

a2

ρ20
ρ0 =

(
a2

ρ0
, ϕ0

)
［满足 ρ0ρ

′
0 = a2］处

放置一个二维像电荷，电量为 Q′ = −ϵ0

在圆内任取一点 ρ = (ρ, ϕ)

ρ 与 ρ0 的夹角为 ψ = ϕ− ϕ0

记 R = ρ− ρ0，R′ = ρ− ρ′
0，有 R2 = |ρ− ρ0|2 = ρ2 + ρ20 − 2ρρ0 cosψ 和

R′2 = |ρ− ρ′
0|2 = ρ2 + ρ′20 − 2ρρ′0 cosψ = ρ2 +

a4

ρ20
− 2ρ

a2

ρ0
cosψ

源电荷与像电荷在 ρ 处产生的电势为

g(ρ,ρ0) = − Q

2πϵ0
lnR− Q′

2πϵ0
lnR′ + c = − 1

2π
lnR+

1

2π
lnR′ + c

=
1

4π
ln R

′2

R2
+ c =

1

4π
ln ρ

2 + a4/ρ20 − 2ρ(a2/ρ0) cosψ
ρ2 + ρ20 − 2ρρ0 cosψ + c

注意其中有一个常数项，它依赖于电势零点的选择，这是二维问题的特点
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特殊区域上 Green 函数的制作

Green 函数
源电荷与像电荷在圆周 (ρ = a) 上产生的电势为

g(ρ,ρ0)|ρ=a =
1

4π
ln a

2 + a4/ρ20 − 2(a3/ρ0) cosψ
a2 + ρ20 − 2aρ0 cosψ + c

=
1

4π
ln

(
a2

ρ20

ρ20 + a2 − 2aρ0 cosψ
a2 + ρ20 − 2aρ0 cosψ

)
+ c =

1

2π
ln a

ρ0
+ c

从而，只要取 c = − 1

2π
ln a

ρ0
，就能使圆周上的电势 g(ρ,ρ0)|ρ=a = 0

注意，Green 函数定解问题的变量是 ρ，可将 ρ0 视作固定的常数
将 c 值代入 g(ρ,ρ0)，得到所求的 Green 函数为

G(ρ,ρ0) =
1

4π
ln ρ

2 + a4/ρ20 − 2ρ(a2/ρ0) cosψ
ρ2 + ρ20 − 2ρρ0 cosψ − 1

2π
ln a

ρ0

=
1

4π
ln

[
ρ2 + a4/ρ20 − 2ρ(a2/ρ0) cosψ

ρ2 + ρ20 − 2ρρ0 cosψ
ρ20
a2

]
=

1

4π
ln

(
ρ2ρ20/a

2 + a2 − 2ρρ0 cosψ
ρ2 + ρ20 − 2ρρ0 cosψ

)
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Green 函数的导数
注意圆周的外法线方向就是半径方向，原定解问题的解表达为

u(ρ0, ϕ0) = −
∫
S

φ(ρ)
∂G(ρ,ρ0)

∂n
dσ = −

∫ 2π

0

f(ϕ)
∂G(ρ,ρ0)

∂ρ

∣∣∣∣
ρ=a

a dϕ

Green 函数对 ρ 求导，得

∂G(ρ,ρ0)

∂ρ
=

1

4π

∂

∂ρ

[
ln

(
ρ20ρ

2

a2
+ a2 − 2ρρ0 cosψ

)
− ln(ρ2 + ρ20 − 2ρρ0 cosψ)

]

=
1

2π

(
ρ20ρ/a

2 − ρ0 cosψ
ρ20ρ

2/a2 + a2 − 2ρρ0 cosψ − ρ− ρ0 cosψ
ρ2 + ρ20 − 2ρρ0 cosψ

)
故

∂G(ρ,ρ0)

∂ρ

∣∣∣∣
ρ=a

=
1

2π

(
ρ20/a− ρ0 cosψ

ρ20 + a2 − 2aρ0 cosψ − a− ρ0 cosψ
a2 + ρ20 − 2aρ0 cosψ

)

=
ρ20 − a2

2πa[a2 + ρ20 − 2aρ0 cos(ϕ− ϕ0)]
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圆的 Poisson 积分

最终，原定解问题的解是

u(ρ0, ϕ0) =
a2 − ρ20

2π

∫ 2π

0

f(ϕ) dϕ
a2 + ρ20 − 2aρ0 cos(ϕ− ϕ0)

上式称为圆的 Poisson 积分

可以证明，它与第七章 §5 用分离变量法得到的结果是一致的
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