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§2 一般球函数
§2.1 非轴对称问题、连带 Legendre 函数

如前所述，在球坐标下对 Laplace 方程分离变量会出现本征值问题
d

dx

[
(1− x2)

dP
dx

]
+

(
λ− m2

1− x2

)
P = 0

P (±1) = 0 (m ̸= 0) 或 |P (±1)| < ∞ (m = 0)

如果问题的边界条件并不具有轴对称性，则除了上节讨论的特殊情况 m = 0 以
外，还需要研究 m ̸= 0 的情况，即连带 Legendre 方程的本征值问题

作变换 P (x) = (1− x2)m/2y(x)，代入连带 Legendre 方程

由 dP
dx = (1− x2)m/2y′ −mx(1− x2)m/2−1y 推出

d
dx

[
(1− x2)

dP
dx

]
=

d
dx [(1− x2)m/2+1y′ −mx(1− x2)m/2y]

= (1− x2)m/2+1y′′ − (m+ 2)x(1− x2)m/2y′ −mx(1− x2)m/2y′

= −2(m+ 1)x(1− x2)m/2y′

−m(1− x2)m/2y +m2x2(1− x2)m/2−1y
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y(x) 满足的方程

因此，作变换 P (x) = (1− x2)m/2y(x) 之后，连带 Legendre 方程化为

0 =
d

dx

[
(1− x2)

dP
dx

]
+

(
λ− m2

1− x2

)
P

= (1− x2)m/2+1y′′ − 2(m+ 1)x(1− x2)m/2y′ −m(1− x2)m/2y

+m2x2(1− x2)m/2−1y + λ(1− x2)m/2y −m2(1− x2)m/2−1y

= (1− x2)m/2

[
(1− x2)y′′ − 2(m+ 1)xy′ −my−m2 −x2

1− x2
y + λy−m2 1

1− x2
y

]
= (1− x2)m/2{(1− x2)y′′ − 2(m+ 1)xy′ + [λ−m(m+ 1)]y}

可见，y(x) 满足的方程为

(1− x2)y′′ − 2(m+ 1)xy′ + [λ−m(m+ 1)]y = 0
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对 Legendre 方程求导 m 次
另一方面，将 Legendre 方程中的函数 P (x) 写作 f(x)，得

0 =
d

dx

[
(1− x2)

df
dx

]
+ λf = (1− x2)f ′′ − 2xf ′ + λf

现在对它求导 m 次，注意到
(1− x2)′′ = (−2x)′ = −2, C0

m = 1, C1
m = m, C2

m =
m(m− 1)

2

由高阶导数的 Leibniz 公式得到

[(1− x2)f ′′](m) =
m∑

k=0

Ck
m(1− x2)(k)f ′′(m−k)

= C0
m(1− x2)f ′′(m) + C1

m(1− x2)′f ′′(m−1) + C2
m(1− x2)′′f ′′(m−2)

= (1− x2)f (m)′′ − 2mxf (m)′ −m(m− 1)f (m)

(2xf ′)(m) =

m∑
k=0

Ck
m(2x)(k)f ′(m−k) = C0

m · 2xf ′(m) + C1
m(2x)′f ′(m−1)

= 2xf (m)′ + 2mf (m)
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连带 Legendre 方程的解
从而推出

0 = [(1− x2)f ′′ − 2xf ′ + λf ](m)

= (1− x2)f (m)′′ − 2mxf (m)′ −m(m− 1)f (m) − 2xf (m)′ − 2mf (m) + λf (m)

整理得 (1− x2)f (m)′′ − 2(m+ 1)xf (m)′ + [λ−m(m+ 1)]f (m) = 0

与 (1− x2)y′′ − 2(m+ 1)xy′ + [λ−m(m+ 1)]y = 0 比较，可知

y(x) = f (m)(x)

这就是说，只要将 Legendre 方程的解 f(x) 求导 m 次，就能够得到方程
(1− x2)y′′ − 2(m+ 1)xy′ + [λ−m(m+ 1)]y = 0 的解 y(x)

由于 P (x) = (1− x2)m/2y(x)，为了满足边界条件 P (±1) = 0，y(±1) 应该有限
因此 f(±1) 也应该有限，这只有当 λ = l(l + 1) (l ∈ N) 时才有可能
相应的解为 Legendre 多项式，即 f(x) = Pl(x)，故 P (x) = (1− x2)m/2P(m)

l (x)
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连带 Legendre 方程本征值问题的本征值和本征函数
于是求得连带 Legendre 方程本征值问题的本征值

λl = l(l + 1), l = m,m+ 1, · · ·

相应是本征函数是连带 Legendre 函数

Pm
l (x) ≡ (1− x2)m/2P(m)

l (x), l = m,m+ 1, · · ·

对于连带 Legendre 方程的本征值问题来说，m 是事先给定的
它来源于 Φ(ϕ) 的本征值问题
如果 l < m 时，则 P(m)

l (x) = 0，本征函数化为零
所以 l 的取值被 m 限制为 l = m,m+ 1, · · ·

当 m = 0 时，连带 Legendre 函数退化为 Legendre 多项式，即 P0
l (x) = Pl(x)

与 Pm
l (x) 线性独立的另一个解记作 Qm

l (x)，它在 x = ±1 处有奇性
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说明

文献中的连带 Legendre 函数有两种不同定义

上述 Pm
l (x) ≡ (1− x2)m/2P(m)

l (x) 是 Ferrer 定义

另有一种 Hobson 定义 Pm
l (x) ≡ (−)m(1− x2)m/2P(m)

l (x)

定义不同，有关公式（如递推关系）也会有所不同

因此读者在使用不同参考书时应该留意其所用定义

有些作者将连带 Legendre 函数称为“连带 Legendre 多项式”，这一名称并不恰当

当 m 不是偶数时，Pm
l (x) 并不是 x 的多项式

如果令 x = cos θ，则 (1− x2)m/2 = sinm θ

Pm
l (cos θ) 变成两个宗量 cos θ 和 sin θ 的多项式，显然不是通常意义下的多项式
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§2.2 连带 Legendre 函数的微分表示

由 Legendre 多项式的微分表示 Pl(x) =
1

2ll!

dl

dxl
(x2 − 1)l 得

Pm
l (x) = (1− x2)m/2P(m)

l (x) = (1− x2)m/2 dm

dxm

[
1

2ll!

dl

dxl
(x2 − 1)l

]
可见，连带 Legendre 函数的微分表示为

Pm
l (x) =

1

2ll!
(1− x2)m/2 dl+m

dxl+m
(x2 − 1)l

这也称为 Rodrigues 公式
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§2.3 函数 P−m
l (x)

按照 Pm
l (x) ≡ (1− x2)m/2P(m)

l (x)，P−m
l (x) 并没有意义

因为求导 −m 次是没有意义的

然而，只要 0 ≤ m ≤ l，就能用微分表示 Pm
l (x) =

1

2ll!
(1−x2)m/2 dl+m

dxl+m
(x2 − 1)l

定义函数 P−m
l (x)，即

P−m
l (x) ≡ 1

2ll!
(1− x2)−m/2 dl−m

dxl−m
(x2 − 1)l

由于 m 在连带 Legendre 方程中只以 m2 形式出现，方程对于 m → −m 的替换
是不变的，所以有理由推测，这样定义的 P−m

l (x) 也是连带 Legendre 方程的解

根据 Sturm-Liouville 本征值问题的一般结论，只要不涉及周期性边界条件，一个
本征值只对应于一个线性独立的本征函数

从而进一步推测，P−m
l (x) 与 Pm

l (x) 实质上应该相同，即最多相差一个常数因子
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P−m
l (x) 与 Pm

l (x) 的关系
事实上，可以证明

P−m
l (x) = (−)m

(l −m)!

(l +m)!
Pm

l (x)

对 m > 0 证明上式（见讲义中选读内容）之后，由 |m| = m 推出

P−|m|
l (x) = (−)|m| (l − |m|)!

(l + |m|)! P|m|
l (x), P|m|

l (x) = (−)−|m| (l + |m|)!
(l − |m|)! P−|m|

l (x)

对于 m < 0，则 |m| = −m，就可以得到

P−m
l (x) = P|m|

l (x) = (−)−|m| (l + |m|)!
(l − |m|)! P−|m|

l (x) = (−)m
(l −m)!

(l +m)!
Pm

l (x)

可见，P−m
l (x) = (−)m

(l −m)!

(l +m)!
Pm

l (x) 对于 m > 0 和 m < 0 两种情况都成立

如果对 Pm
l (x) 中 m 的正负不作限制，则 l ≥ |m|
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§2.4–§2.5 连带 Legendre 函数的正交关系和模
作为 Sturm-Liouville 本征值问题的特例，相同 m 不同 l 的连带 Legendre 函数

在区间 [−1, 1] 上有正交关系∫ 1

−1

Pm
l (x)Pm

l′ (x) dx = 0, l ̸= l′

连带 Legendre 函数的模（推导过程见讲义选读内容）为

∥Pm
l ∥ ≡

√∫ 1

−1

[Pm
l (x)]2 dx =

√
(l +m)!

(l −m)!

2

2l + 1
, m ∈ Z

上式对 m > 0 和 m < 0 均成立，m = 0 时退化为 ∥P0
l ∥ = ∥Pl∥ =

√
2

2l + 1

以上两式可以统一写为
∫ 1

−1

Pm
l (x)Pm

l′ (x) dx =
(l +m)!

(l −m)!

2

2l + 1
δll′ = ∥Pm

l ∥2δll′

等价地，有
∫ π

0

Pm
l (cos θ)Pm

l′ (cos θ) sin θ dθ =
(l +m)!

(l −m)!

2

2l + 1
δll′ = ∥Pm

l ∥2δll′
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§2.6 广义 Fourier 级数
作为 Sturm-Liouville 本征值问题的特例，连带 Legendre 函数在区间 [−1, 1] 上

是完备的
因此，区间 [−1, 1] 上任意一个解析良好的函数 f(x) 必定可以用 {Pm

l (x)}∞l=m 展
开为广义 Fourier 级数

f(x) =
∞∑

l=m

flPm
l (x), −1 ≤ x ≤ 1

利用
∫ 1

−1

Pm
l (x)Pm

l′ (x) dx = ∥Pm
l ∥2δll′，求得展开系数为

fl =
1

∥Pm
l ∥2

∫ 1

−1

f(x)Pm
l (x) dx, l = m,m+ 1, · · ·

为确定起见，上面认为 m > 0
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§2.7 连带 Legendre 函数的递推关系
连带 Legendre 函数的递推关系都可以从 Legendre 多项式的递推关系导出
例如，对递推关系一 (2l + 1)xPl(x) = (l + 1)Pl+1(x) + lPl−1(x) 求导 m 次

利用 [xPl(x)]
(m) =

m∑
k=0

Ck
mx(k)P(m−k)

l (x) = xP(m)
l (x) +mP(m−1)

l (x)，推出

(2l + 1)xP(m)
l (x) +m(2l + 1)P(m−1)

l (x) = (l + 1)P(m)
l+1 (x) + lP(m)

l−1(x)

对递推关系三 (2l + 1)Pl(x) = P′
l+1(x)− P′

l−1(x) 求导 m− 1 次，得

(2l + 1)P(m−1)
l (x) = P(m)

l+1 (x)− P(m)
l−1(x)

联立消去 P(m−1)
l (x)，有

(2l + 1)xP(m)
l (x) +m[P(m)

l+1 (x)− P(m)
l−1(x)] = (l + 1)P(m)

l+1 (x) + lP(m)
l−1(x)

两边同乘以 (1− x2)m/2，整理得到连带 Legendre 函数的递推关系

(l −m+ 1)Pm
l+1(x)− (2l + 1)xPm

l (x) + (l +m)Pm
l−1(x) = 0
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§2.8 球谐函数
在球坐标系中对 Laplace 方程或 Helmholtz 方程作分离变量 u(r) = R(r)Y (θ, ϕ)

那么，角向部分 Y (θ, ϕ) 满足球函数方程

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Y

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Y

∂ϕ2
+ λY = 0

由于球坐标系的特点，函数 Y (θ, ϕ) 应该满足以下两个自然边界条件

Y (0, ϕ) 和 Y (π, ϕ) 没有奇性, Y (θ, ϕ+2π) = Y (θ, ϕ)

这里没有奇性指具有确切的定义，并且是有限的
上述方程和边界条件构成一个偏微分方程的本征值问题

进一步作分离变量 Y (θ, ϕ) = H(θ)Φ(ϕ)

已经求得 Φ(ϕ) = {eimϕ, e−imϕ} (m ∈ N)，相应的本征值 m2 进入 H(θ) 的方程
对于确定的 m，H(θ) = Pm

l (cos θ)，本征值为 λl = l(l + 1), l = m,m+ 1, · · ·
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球谐函数
对于一个确定本征值 λl = l(l + 1)，上述偏微分方程本征值问题有下列本征函数

Pm
l (cos θ){eimϕ, e−imϕ}, m = 0, 1, 2, · · · , l

或者表达成
P|m|

l (cos θ) eimϕ, m = 0,±1,±2, · · · ,±l

由于 P−m
l (x) 与 Pm

l (x) 只相差一个常数因子，以上本征函数又等价于

Slm(θ, ϕ) = Pm
l (cos θ) eimϕ, m = 0,±1,±2, · · · ,±l

这些本征函数称为球谐函数 (spherical harmonics)

可见，对应于一个本征值 λl，本征函数是 2l + 1 个线性独立的球谐函数
故本征值 λl 的简并度为 2l + 1

l 称为球谐函数的阶
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归一化球谐函数
物理上更常用的是归一化的球谐函数

Ylm(θ, ϕ) = (−)m
Pm

l (cos θ)
∥Pm

l ∥
eimϕ

∥eimϕ∥ = (−)m

√
2l + 1

4π

(l −m)!

(l +m)!
Pm

l (cos θ) eimϕ

l ∈ N, m = 0,±1,±2, · · · ,±l

归一化因子 ∥Pm
l ∥ =

√
(l +m)!

(l −m)!

2

2l + 1
是函数 Pm

l (cos θ) 的模

归一化因子 ∥eimϕ∥ =

√∫ 2π

0

|eimϕ|2 dϕ =

√∫ 2π

0

dϕ =
√
2π 是函数 eimϕ 的模

归一化以后相位因子还可以任取，相位因子 (−)m 的取法是历史上沿袭下来的

球谐函数有不同的定义，主要就在于相位因子的取法不同

定义不同，有关的公式也会有所不同，在使用时应该加以留意
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l = 0, 1, 2 的球谐函数 Ylm(θ, ϕ)

l = 0 且 m = 0 的球谐函数为
Y0,0(θ, ϕ) =

1

2
√
π

l = 1 且 m = 0,±1 的球谐函数为

Y1,0(θ, ϕ) =
1

2

√
3

π
cos θ, Y1,±1(θ, ϕ) = ∓1

2

√
3

2π
sin θ e±iϕ

l = 2 且 m = 0,±1,±2 的球谐函数为

Y2,0(θ, ϕ) =
1

4

√
5

π
(3 cos2 θ − 1)

Y2,±1(θ, ϕ) = ∓1

2

√
15

2π
sin θ cos θ e±iϕ

Y2,±2(θ, ϕ) =
1

4

√
15

2π
sin2 θ e±2iϕ
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球谐函数图像

m: 6 -6-5-4-3-2-1012345

s

p

d

f

g

h

i

l:

0

1

2

3

4

5

6

x y

z
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球面上的广义 Fourier 级数

根据
∫ π

0

Pm
l (cos θ)Pm

l′ (cos θ) sin θ dθ =∥Pm
l ∥2δll′ 和

∫ 2π

0

ei(m−m′)ϕdϕ = 2πδmm′

容易得到归一化球谐函数在单位球面上的正交归一关系∫ 2π

0

∫ π

0

Y∗
l′m′(θ, ϕ)Ylm(θ, ϕ) sin θ dθ dϕ = δll′δmm′

由于 {eimϕ}∞m=−∞ 在 ϕ ∈ [0, 2π] 上完备，{Pm
l (cos θ)}∞l=|m| 在 θ ∈ [0, π] 上完备

球谐函数在球面上是完备的，球面上任意解析良好的函数 f(θ, ϕ) 一定可以展开为

f(θ, ϕ) =

∞∑
l=0

l∑
m=−l

flmYlm(θ, ϕ)

根据正交归一关系，展开系数为

flm =

∫ 2π

0

∫ π

0

Y∗
lm(θ, ϕ)f(θ, ϕ) sin θ dθ dϕ
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球面上的广义 Fourier 级数

根据
∫ π

0

Pm
l (cos θ)Pm
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∫ 2π

0
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球坐标系下 Laplace 方程的一般解
在球坐标下讨论 Laplace 方程 ∇2u(r) = 0，本征值问题

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Y

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Y

∂ϕ2
+ λY = 0

Y (0, ϕ) 和 Y (π, ϕ) 没有奇性, Y (θ, ϕ+ 2π) = Y (θ, ϕ)

的本征值 λ = l(l + 1) 与 m 无关
因此，径向方程 r2R′′(r) + 2rR′(r)− λR(r) = 0 的解仍然是 R(r) =

{
rl,

1

rl+1

}
于是，球坐标系下 Laplace 方程的一般解为

u(r, θ, ϕ) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

(
Almrl +

Blm

rl+1

)
Ylm(θ, ϕ)

本征函数族 {cosmϕ, sinmϕ}∞m=0 与 {eimϕ, e−imϕ}∞m=0 等价，一般解也可以写成

u(r, θ, ϕ) =

∞∑
m=0

∞∑
l=m

[
rl(Alm cosmϕ+Blm sinmϕ)

+
1

rl+1
(Clm cosmϕ+Dlm sinmϕ)

]
Pm

l (cos θ)
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T (θ, ϕ) =
∑
lm

almYlm(θ, ϕ)

Dl =
l(l + 1)

2π
⟨|alm|2⟩

Planck 2015
[1502.01582, 1502.01589]

冷暗物质 (25.8%)
Ωch

2 = 0.1186± 0.0020

重子物质 (4.8%)
Ωbh

2 = 0.02226± 0.00023

暗能量 (69.3%)
ΩΛ = 0.692± 0.012

t ∼ 380 000 yr, T ∼ 3000 K
电子 + 原子核 → 原子

光子退耦
冷却到今天

2.7 K 宇宙微波背景

利用球谐函数计算宇宙微波背景各
向异性功率谱，确定冷暗物质比例 Ωc、
重子物质比例 Ωb 和暗能量比例 ΩΛ
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