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§1 轴对称球函数
§1.1 轴对称问题的一般解

回顾第九章 §2.1 知识，在球坐标下对 Laplace 方程 ∇2u(r) = 0 分离变量，设

u(r) = R(r)Y (θ, ϕ) = R(r)H(θ)Φ(ϕ)

考虑到关于 ϕ 的周期性边界条件 u(r, θ, ϕ+2π) = u(r, θ, ϕ)，得

Φ(ϕ) = {eimϕ, e−imϕ}, m ∈ N

令 cos θ = x，H(θ) = P (x)

由于 θ = 0, π 处的自然边界条件，P (x) 满足连带 Legendre 方程的本征值问题
d

dx

[
(1− x2)

dP
dx

]
+

(
λ− m2

1− x2

)
P = 0

P (±1) = 0 (m ̸= 0) 或 |P (±1)| < ∞ (m = 0)
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轴对称问题
对于轴对称问题，取对称轴为球坐标系的极轴 (z 轴)

那么，问题的解与 ϕ 无关，只需考虑 m = 0，而 Φ(ϕ) = 1

上述问题简化为 Legendre 方程的本征值问题
d

dx

[
(1− x2)

dP
dx

]
+ λP = 0

|P (±1)| < ∞

相应的本征值和本征函数是
λ = l(l + 1), P (x) = Pl(x), l ∈ N

这里 Pl(x) 是 l 次 Legendre 多项式
将本征值代回径向方程 r2R′′(r) + 2rR′(r)− λR(r) = 0，得

r2R′′(r) + 2rR′(r)− l(l + 1)R(r) = 0
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求解径向方程

现在求解径向方程 r2
d2R

d2r
+ 2r

dR
dr − l(l + 1)R = 0，它是一个 Euler 方程

令 r = et，则 t = ln r， dt
dr =

1

r
，r

dR
dr = r

dt
dr

dR
dt =

dR
dt

r2
d2R

d2r
= r2

d
dr

(
1

r

dR
dt

)
= r2

−1

r2
dR
dt + r

d
dr

dR
dt = −dR

dt + r
dt
dr

d2R

dt2 = −dR
dt +

d2R

d2t

从而 r2
d2R

d2r
+ 2r

dR
dr =

d2R

d2t
+

dR
dt ，径向方程化为

d2R

d2t
+

dR
dt − l(l + 1)R = 0

将 R = eµt 代入，得 [µ2 + µ− l(l + 1)]eµt = 0

µ(µ+ 1)− l(l + 1) = 0 的两个根为 µ1 = l 和 µ2 = −l − 1，对应着两个解

R1(r) = eµ1t = rµ1 = rl, R2(r) = eµ2t = rµ2 = r−(l+1)
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Laplace 方程轴对称问题的一般解

对于每个 l ∈ N，有 Φ(ϕ) = 1、H(θ) = Pl(x) = Pl(cos θ) 和 R(r) =

{
rl,

1

rl+1

}
于是，Laplace 方程轴对称问题的一般解为

u(r, θ) =
∞∑
l=0

(
Alr

l +
Bl

rl+1

)
Pl(cos θ)

在原点的去
心邻域上满足
Laplace 方程

其中 Al 和 Bl 是任意常数，由边界条件决定

Laplace 方程没有初始条件，边界条件不需要全部是齐次的，否则只有平庸解

u(r, θ) =

∞∑
l=0

Alr
lPl(cos θ) 在原点的邻域上满足 Laplace 方程

u(r, θ) = A0 +

∞∑
l=0

Bl

rl+1
Pl(cos θ) 在无穷远点的邻域上满足 Laplace 方程

在全空间满足满足 Laplace 方程的解只能是 u(r, θ) = A0
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§1.2 Legendre 多项式的基本性质
本节题目中的“轴对称球函数”指上述一般解中出现的 Legendre 多项式
为了将这个解应用于物理问题，需要先研究 Legendre 多项式的性质
在上一章求得 Legendre 多项式的显式为

Pl(x) =

[l/2]∑
k=0

(−)k
(2l − 2k)!

2lk!(l − k)!(l − 2k)!
xl−2k, l ∈ N

它具有下列基本性质

（在这种幂级数讨论中需要定义 00 = 1 以得到自洽结果）

(1) 奇偶性：Pl(−x) = (−)lPl(x)，即奇（偶）次 Legendre 多项式为奇（偶）函数

证：Pl(−x) =

[l/2]∑
k=0

(−)k(2l − 2k)!

2lk!(l − k)!(l − 2k)!
(−x)l−2k = (−)l−2kPl(x) = (−)lPl(x)

(2) 原点值：P2n+1(0) = 0, P2n(0) = (−)n
(2n)!

22n(n!)2
= (−)n

(2n− 1)!!

(2n)!!
, n ∈ N

证：k = n 的项才有贡献，P2n(0) =
(−)n(4n− 2n)! 02n−2n

22nn!(2n− n)!(2n− 2n)!
= (−)n

(2n)!

22n(n!)2
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Legendre 多项式的端点值和具体形式

利用 (2n)! = (2n)!!(2n− 1)!! 和 2nn! = (2n)!! 推出

P2n(0) = (−)n
(2n)!

22n(n!)2
= (−)n

(2n)!!(2n− 1)!!

[(2n)!!]2
= (−)n

(2n− 1)!!

(2n)!!

注意，P0(0) = 1 与 (−1)!! = 0!! = 1 匹配

(3) 端点值：Pl(1) = 1, Pl(−1) = (−)l

第一式将在下一小节证明，第二式由第一式和奇偶性 Pl(−x) = (−)lPl(x) 推出
(4) 头三个 Legendre 多项式的具体形式为

P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) =
1

2
(3x2 − 1)

P0(x) =
(−)00!

200!0!0!
x0 = 1, P1(x) =

(−)02!

210!1!1!
x1 = x

P2(x) =
(−)04!

220!2!2!
x2 +

(−)1(4− 2)!

221!(2− 1)!(2− 2)!
x2−2 =

3

2
x2 − 1

2
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Legendre 多项式的零点和图像

1.0 0.5 0.0 0.5 1.0
x

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

P
l(
x
)

P0(x)

P1(x)

P2(x)

P3(x) P4(x)

(5) 零点：Pl(x) 在区间 (−1, 1) 上有 l 个一阶零点 （证明见 §1.3 选读内容）

Pl(x) 是 l 次多项式，总共只有 l 个零点
可见，Pl(x) 的 l 个零点均为实数，全部分布在区间 (−1, 1) 上，没有重零点

P0(x) = 1

P1(x) = x

P2(x) =
3

2
x2 − 1

2

P3(x) =
5

2
x3 − 3

2
x

P4(x) =
35

8
x4 − 15

4
x2 +

3

8
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§1.3 Legendre 多项式的微分表示

Olinde Rodrigues
(1795–1851)

Legendre 多项式有以下微分表示

Pl(x) =
1

2ll!

dl

dxl
(x2 − 1)l

这称为 Rodrigues 公式

证明　根据二项式定理

(A+B)n =

n∑
k=0

Ck
nA

n−kBk, Ck
n =

n!

k!(n− k)!

有 (x2 − 1)l =

l∑
k=0

Ck
l (x

2)l−k(−)k =

l∑
k=0

(−)kCk
l x

2l−2k

对 x 求导 l 次，注意只有满足 2l − 2k ≥ l (即 k ≤ l/2) 的项才有贡献，得

dl

dxl
(x2 − 1)l =

[l/2]∑
k=0

(−)kCk
l

dl

dxl
x2l−2k
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微分表示的证明

根据求导公式 dl

dxl
xn = n

dl−1

dxl−1
xn−1 = n(n− 1)

dl−2

dxl−2
xn−2 = · · · =

= n(n− 1) · · · (n− l + 1)xn−l =
n!

(n− l)!
xn−l, l ≤ n

取 n = 2l − 2k，即 n− l = l − 2k，得 dl

dxl
x2l−2k =

(2l − 2k)!

(l − 2k)!
xl−2k，故

dl

dxl
(x2 − 1)l =

[l/2]∑
k=0

(−)kCk
l

dl

dxl
x2l−2k =

[l/2]∑
k=0

(−)k
l!

k!(l − k)!

(2l − 2k)!

(l − 2k)!
xl−2k

=

[l/2]∑
k=0

(−)k
l!(2l − 2k)!

k!(l − k)!(l − 2k)!
xl−2k

1

2ll!

dl

dxl
(x2 − 1)l =

[l/2]∑
k=0

(−)k
(2l − 2k)!

2lk!(l − k)!(l − 2k)!
xl−2k = Pl(x) 证毕
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证明 Pl(1) = 1

Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646–1716)

利用微分表示容易证明 Pl(1) = 1

证明　根据高阶导数的 Leibniz 公式

dn

dxn
[f(x)g(x)] =

n∑
k=0

Ck
n

dkf

dxk

dn−kg

dxn−k

利用 (x2 − 1)l = [(x− 1)(x+ 1)]l，有

Pl(x) =
1

2ll!

dl

dxl
[(x− 1)l(x+ 1)l] =

1

2ll!

l∑
k=0

Ck
l

[
dk

dxk
(x− 1)l

] [
dl−k

dxl−k
(x+ 1)l

]
k < l 的各项求导后含有因子 (x− 1)l−k，因而在 x = 1 处为零

于是，只有 k = l 的项有贡献，而 dl

dxl
xn =

n!

(n− l)!
xn−l 表明 dl

dxl
xl = l!，故

Pl(1) =
1

2ll!

[
dl

dxl
(x− 1)l

最高幂次项 xl

]
(x+ 1)l

∣∣∣
x=1

=
1

2ll!
l! 2l = 1
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§1.5–§1.6 Legendre 多项式的正交关系和模
作为 Sturm-Liouville 本征值问题的特例，Legendre 多项式在 [−1, 1] 上相互正交

注意到权函数 ρ(x) = 1，正交关系为
∫ 1

−1

Pl(x)Pl′(x) dx = 0, l ̸= l′

Legendre 多项式的模定义为 ∥Pl∥ ≡

√∫ 1

−1

[Pl(x)]2 dx

下一节将用 Pm
l (x) 表示连带 Legendre 函数，应注意不把 [Pl(x)]

2 写成 P2
l (x)，

否则会与 m = 2 时的 Pm
l (x) 相混淆

利用 Legendre 多项式的微分表示，Legendre 多项式的模方为

∥Pl∥2 =

∫ 1

−1

[Pl(x)]
2 dx =

1

2ll!

∫ 1

−1

Pl(x)
dl

dxl
(x2 − 1)l dx

=
1

2ll!

∫ 1

−1

Pl(x) d
[

dl−1

dxl−1
(x2 − 1)l

]

分部积分 =
1

2ll!
Pl(x)

dl−1

dxl−1
(x2 − 1)l

∣∣∣∣1
−1

− 1

2ll!

∫ 1

−1

P′
l(x)

dl−1

dxl−1
(x2 − 1)l dx

余钊焕 （中山大学） 第十一章　球函数 第 1 节　轴对称球函数 12 / 38



o o o o

轴对称一般解

o o o

Legendre 多项式性质

o o o

微分表示

o o o o o

正交关系和模

o o o o o o o o

母函数和递推关系

o o o o

例 1

o o o o o o o o o

例 2

§1.5–§1.6 Legendre 多项式的正交关系和模
作为 Sturm-Liouville 本征值问题的特例，Legendre 多项式在 [−1, 1] 上相互正交

注意到权函数 ρ(x) = 1，正交关系为
∫ 1

−1

Pl(x)Pl′(x) dx = 0, l ̸= l′

Legendre 多项式的模定义为 ∥Pl∥ ≡

√∫ 1

−1

[Pl(x)]2 dx

下一节将用 Pm
l (x) 表示连带 Legendre 函数，应注意不把 [Pl(x)]

2 写成 P2
l (x)，

否则会与 m = 2 时的 Pm
l (x) 相混淆

利用 Legendre 多项式的微分表示，Legendre 多项式的模方为

∥Pl∥2 =

∫ 1

−1

[Pl(x)]
2 dx =

1

2ll!

∫ 1

−1

Pl(x)
dl

dxl
(x2 − 1)l dx

=
1

2ll!

∫ 1

−1

Pl(x) d
[

dl−1

dxl−1
(x2 − 1)l

]

分部积分 =
1

2ll!
Pl(x)

dl−1

dxl−1
(x2 − 1)l

∣∣∣∣1
−1

− 1

2ll!

∫ 1

−1

P′
l(x)

dl−1

dxl−1
(x2 − 1)l dx

余钊焕 （中山大学） 第十一章　球函数 第 1 节　轴对称球函数 12 / 38



o o o o

轴对称一般解

o o o

Legendre 多项式性质

o o o

微分表示

o o o o o

正交关系和模

o o o o o o o o

母函数和递推关系

o o o o

例 1

o o o o o o o o o

例 2

计算 Legendre 多项式的模方
注意到

dl−1

dxl−1
(x2 − 1)l =

dl−1

dxl−1
[(x− 1)l(x+ 1)l]

高阶导数的 Leibniz 公式 =

l−1∑
k=0

Ck
l−1

[
dk

dxk
(x− 1)l

][
dl−1−k

dxl−1−k
(x+ 1)l

]
dl

dxl
xn =

n!

(n− l)!
xn−l =

l−1∑
k=0

Ck
l−1

l!

(l − k)!

l!

(k + 1)!
(x− 1)l−k(x+ 1)k+1

由于 l − k > 0 且 k + 1 > 0，上式在 x = ±1 处均为零，故

∥Pl∥2 =
1

2ll!
Pl(x)

dl−1

dxl−1
(x2 − 1)l

∣∣∣∣1
−1

− 1

2ll!

∫ 1

−1

P′
l(x)

dl−1

dxl−1
(x2 − 1)l dx

= (−)1
1

2ll!

∫ 1

−1

dPl(x)

dx
dl−1

dxl−1
(x2 − 1)l dx

共作 l 次分部积分
= · · · = (−)l

1

2ll!

∫ 1

−1

dlPl(x)

dxl
(x2 − 1)l dx
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化简 ∥Pl∥2

Pl(x) 是 l 次多项式，求导 l 次后得到常数

dlPl(x)

dlx
=

dl

dlx

[
1

2ll!

dl

dlx
(x2 − 1)l

]
=

1

2ll!

d2l

d2lx
x2l =

(2l)!

2ll!

其中幂次小于 2l 的各项求导为零，于是

∥Pl∥2 = (−)l
1

2ll!

∫ 1

−1

dlPl(x)

dlx
(x2 − 1)l dx =

2(2l)!

22l(l!)2

∫ 1

0

(1− x2)l dx

第二步利用初积函数的偶函数性质将积分范围调整为 [0, 1]，再乘以 2

作变量替换 x = cos θ，则 x ∈ [0, 1] 对应于 θ ∈ [0, π/2]，有

1− x2 = 1− cos2 θ = sin2 θ, dx = d cos θ = − sin θ dθ∫ 1

0

(1− x2)l dx =

∫ 0

π/2

sin2l θ(− sin θ) dθ =

∫ π/2

0

sin2l+1 θ dθ ≡ I2l+1
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积分 I2l+1

现在求积分 I2l+1

I2l+1 =

∫ π/2

0

sin2l+1 θ dθ = −
∫ π/2

0

sin2l θ d cos θ

= − sin2l θ cos θ
∣∣∣π/2

0
+ 2l

∫ π/2

0

sin2l−1 θ cos2 θ dθ = 2l

∫ π/2

0

sin2l−1 θ (1− sin2 θ) dθ

= 2l

[∫ π/2

0

sin2l−1 θ dθ −
∫ π/2

0

sin2l+1 θ dθ
]
= 2l(I2l−1 − I2l+1)

推出递推关系 I2l−1 =
I2l+1

2l
+ I2l+1 =

2l + 1

2l
I2l+1，即 I2l+1 =

2l

2l + 1
I2l−1

由 I1 =

∫ π/2

0

sin θ dθ = − cos θ
∣∣π/2

0
= 1 得到

I2l+1 =
2l

2l + 1
I2l−1 =

2l(2l − 2)

(2l + 1)(2l − 1)
I2l−3 = · · · = 2l(2l − 2) · · · 2

(2l + 1)(2l − 1) · · · 3 I1

=
[2l(2l − 2) · · · 2]2

(2l + 1)2l(2l − 1)(2l − 2) · · · 3 · 2 =
22l(l!)2

(2l + 1)!
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Legendre 多项式的模

将 I2l+1 的积分结果代入，得

∥Pl∥2 =
2(2l)!

22l(l!)2

∫ 1

0

(1− x2)l dx =
2(2l)!

22l(l!)2
I2l+1 =

2(2l)!

22l(l!)2
22l(l!)2

(2l + 1)!
=

2

2l + 1

从而，Legendre 多项式的模为

∥Pl∥ =

√
2

2l + 1

将
∫ 1

−1

Pl(x)Pl′(x) dx = 0 (l ̸= l′) 和 ∥Pl∥2 =

∫ 1

−1

[Pl(x)]
2 dx =

2

2l + 1
统一写成

∫ 1

−1

Pl(x)Pl′(x) dx =
2

2l + 1
δll′
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§1.7 广义 Fourier 级数

作为 Sturm-Liouville 本征值问题的特例，Legendre 多项式在 [−1, 1] 上是完备的

因此，区间 [−1, 1] 上任意一个解析良好的函数 f(x) 必定可以用 {Pl(x)}∞l=0 展开
为广义 Fourier 级数

f(x) =

∞∑
l=0

flPl(x), −1 ≤ x ≤ 1

利用
∫ 1

−1

Pl(x)Pl′(x) dx =
2

2l + 1
δll′，求得展开系数为

fl =
2l + 1

2

∫ 1

−1

f(x)Pl(x) dx, l ∈ N
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§1.8 Legendre 多项式的母函数

x

y

z

r0 = (0, 0, 1)

考虑三维空间的 Poisson 方程

∇2u(r) = −4πδ(x)δ(y)δ(z − 1)

将 u(r) 看成静电场的电势，对比静电场 Poisson 方程

∇2u(r) = −ρ(r)

ϵ0

ϵ0 是真空介电常数，可见 ρ(r) = 4πϵ0δ(x)δ(y)δ(z − 1)

ρ(r) 是一个点电荷的电荷密度，它位于单位球面北极，直角坐标为 r0 = (0, 0, 1)

点电荷的电量为 Q = 4πϵ0，根据电磁学，它产生的静电势为

u(r) =
Q

4πϵ0|r − r0|
=

1

|r − r0|

使用 r 的球坐标 (r, θ, ϕ)，由 z = r cos θ 得

|r − r0|2 = x2 + y2 + (z − 1)2 = x2 + y2 + z2 − 2z + 1 = r2 − 2r cos θ + 1
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解

x

y

z

r0 = (0, 0, 1)

于是，Poisson 方程 ∇2u(r) = −4πδ(x)δ(y)δ(z − 1) 的解为

u(r) = u(r, θ) =
1

|r − r0|
=

1√
1− 2r cos θ + r2

这里借助电磁学求解，也可以从数学上直接证明它是解（见第十三章 Green 函数法）

这不是唯一的解，对它加上任一调和函数（即 Laplace 方程的解）就得到另一个解
不过，在全空间有限的调和函数只有常数，一般解是对这个解加上一个任意常数
如果将电势零点取为无穷远点，则该常数为零，那么这个解就是唯一解

在单位球体内 (r < 1)，Poisson 方程化为 Laplace 方程 ∇2u(r) = 0

由于这是个轴对称问题，该区域的解必定可以表达为

u(r, θ) =

∞∑
l=0

(
Alr

l +
Bl

rl+1

)
Pl(cos θ)

r = 0 处没有电荷，电势应该有限，因此所有 Bl = 0
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例 2

母函数
于是，单位球体内电势的另一个表达式为

u(r) = u(r, θ) =

∞∑
l=0

Alr
lPl(cos θ), r < 1

适当选取 Al 的值，可以使上式与 u(r, θ) =
1√

1− 2r cos θ + r2
一致，即

1√
1− 2rx+ r2

=

∞∑
l=0

Alr
lPl(x), r < 1

这里已将 cos θ 改写为 x

，令 x = 1，由 Pl(1) = 1 得
∞∑
l=0

rl =
1

1− r
=

∞∑
l=0

Alr
l

由此立即得到所有 Al = 1，故

1√
1− 2rx+ r2

=

∞∑
l=0

rlPl(x), r < 1

上式左边的函数称为 Legendre 多项式的母函数，或者生成函数
可见，将母函数在 r = 0 的邻域 r < 1 内展开成 r 的 Taylor 级数，则展开系数正

是 l 次 Legendre 多项式 Pl(x)
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Alr
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1√
1− 2rx+ r2

=
∞∑
l=0
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上式左边的函数称为 Legendre 多项式的母函数，或者生成函数
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是 l 次 Legendre 多项式 Pl(x)

余钊焕 （中山大学） 第十一章　球函数 第 1 节　轴对称球函数 20 / 38



o o o o

轴对称一般解

o o o

Legendre 多项式性质

o o o

微分表示

o o o o o o

正交关系和模

o o o o o o o

母函数和递推关系

o o o o

例 1

o o o o o o o o o

例 2

r > 1 的情况
如果 r > 1，则 1

r
< 1

将 1√
1− 2rx+ r2

=

∞∑
l=0

rlPl(x) (r < 1) 中的 r 替换为 1

r
，得

1√
(1/r)2 − 2x/r + 1

=
∞∑
l=0

(
1

r

)l

Pl(x),
1

r
< 1

故 1√
1− 2rx+ r2

=
1

r
√

(1/r)2 − 2x/r + 1
=

1

r

∞∑
l=0

(
1

r

)l

Pl(x)

从而得到母函数的另一个展开式

1√
1− 2rx+ r2

=
∞∑
l=0

1

rl+1
Pl(x), r > 1

这里将母函数在 r > 1 处展开成 Laurent 级数，对应于在级数
∞∑
l=0

Bl

rl+1
Pl(x) 中

取所有 Bl = 1
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例 2

§1.9 Legendre 多项式的递推关系
将母函数公式 1√

1− 2rx+ r2
=

∞∑
l=0

rlPl(x) 两边对 r 求导，左边化为

d
dr (1− 2rx+ r2)−1/2 = −1

2
(1− 2rx+ r2)−3/2(2r− 2x) = (x− r)(1− 2rx+ r2)−3/2

再乘以 1− 2rx+ r2，左边变成

(1− 2rx+ r2)
d
dr (1− 2rx+ r2)−1/2 = (x− r)(1− 2rx+ r2)−1/2

= (x− r)
∞∑
l=0

rlPl(x) =
∞∑
l=0

xPl(x)r
l −

∞∑
l=0

Pl(x)r
l+1 =

∞∑
l=0

xPl(x)r
l −

∞∑
l=1

Pl−1(x)r
l

右边变成 (1− 2rx+ r2)
d
dr

∞∑
l=0

rlPl(x) = (1− 2rx+ r2)

∞∑
l=0

lrl−1Pl(x)

=

∞∑
l=0

lPl(x)r
l−1 −

∞∑
l=0

2xlPl(x)r
l +

∞∑
l=0

lPl(x)r
l+1

=

∞∑
l=−1

(l + 1)Pl+1(x)r
l −

∞∑
l=0

2xlPl(x)r
l +

∞∑
l=1

(l − 1)Pl−1(x)r
l
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∞∑
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∞∑
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∞∑
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例 2

递推关系一
综上，得到

∞∑
l=0

xPl(x)r
l−

∞∑
l=1

Pl−1(x)r
l =

∞∑
l=−1

(l+1)Pl+1(x)r
l−

∞∑
l=0

2xlPl(x)r
l+

∞∑
l=1

(l−1)Pl−1(x)r
l

比较两边 rl 的系数，推出

xPl(x)− Pl−1(x) = (l + 1)Pl+1(x)− 2xlPl(x) + (l − 1)Pl−1(x)

整理得递推关系一

(2l + 1)xPl(x) = (l + 1)Pl+1(x) + lPl−1(x)

将母函数公式 1√
1− 2rx+ r2

=

∞∑
l=0

rlPl(x) 两边对 x 求导，左边化为

d
dx (1− 2rx+ r2)−1/2 = −1

2
(1− 2rx+ r2)−3/2(−2r) = r(1− 2rx+ r2)−3/2
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=
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递推关系二
再乘以 1− 2rx+ r2，左边变成

(1− 2rx+ r2)
d

dx (1− 2rx+ r2)−1/2 = r(1− 2rx+ r2)−1/2

= r
∞∑
l=0

rlPl(x) =
∞∑
l=0

Pl(x)r
l+1

右边变成 (1− 2rx+ r2)
d

dx

∞∑
l=0

rlPl(x) = (1− 2rx+ r2)

∞∑
l=0

rlP′
l(x)

=

∞∑
l=0

P′
l(x)r

l −
∞∑
l=0

2xP′
l(x)r

l+1 +

∞∑
l=0

P′
l(x)r

l+2

=

∞∑
l=−1

P′
l+1(x)r

l+1 −
∞∑
l=0

2xP′
l(x)r

l+1 +

∞∑
l=1

P′
l−1(x)r

l+1

比较两边 rl+1 的系数，得到递推关系二

Pl(x) = P′
l+1(x)− 2xP′

l(x) + P′
l−1(x)
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例 2

递推关系三

对递推关系一 (2l + 1)xPl(x) = (l + 1)Pl+1(x) + lPl−1(x) 求导，有

(2l + 1)Pl(x) + (2l + 1)xP′
l(x) = (l + 1)P′

l+1(x) + lP′
l−1(x)

两边乘以 2，移项得

2(2l + 1)Pl(x) = −2(2l + 1)xP′
l(x) + 2(l + 1)P′

l+1(x) + 2lP′
l−1(x)

减对递推关系二 Pl(x) = P′
l+1(x)− 2xP′

l(x) + P′
l−1(x) 两边乘以 (2l + 1) 得

(2l + 1)Pl(x) = (2l + 1)P′
l+1(x)−2(2l + 1)xP′

l(x) + (2l + 1)P′
l−1(x)

两式相减，得到递推关系三

(2l + 1)Pl(x) = P′
l+1(x)− P′

l−1(x)
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例 2

§1.10 应用

x

y

z

a

例 1 已知半径为 a 的球面上的电势分布为 f(θ)，
球内外无电荷，求空间各处的电势 u

由于球内外无电荷，电势在球内外均满足 Laplace 方程
题意已隐含电势零点取在无穷远处，则定解问题为∇2u = 0 (r < a, r > a)

u
∣∣
r=a

= f(θ), u
∣∣
r=∞ = 0

由于定解条件与 ϕ 无关，本问题为轴对称问题，故一般解为

u(r, θ) =

∞∑
l=0

(
Alr

l +
Bl

rl+1

)
Pl(cos θ)

首先求解球内的电势，为了计算方便，将一般解改写为

u1(r, θ) =

∞∑
l=0

[
Al

( r

a

)l

+Bl

(a
r

)l+1
]

Pl(cos θ)
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例 2

球内的解
由于球内没有电荷，球心 (r = 0) 处电势应该有限，所以 Bl = 0 (l ∈ N)

球内的解化为
u1(r, θ) =

∞∑
l=0

Al

( r

a

)l

Pl(cos θ)

代入球面上的边界条件 u
∣∣
r=a

= f(θ)，得到
∞∑
l=0

AlPl(cos θ) = f(θ)

或者改写为
∞∑
l=0

AlPl(x) = g(x)，其中 x = cos θ，g(x) = f(θ)

根据广义 Fourier 级数展开系数的公式，推出

Al =
2l + 1

2

∫ 1

−1

g(x)Pl(x) dx =
2l + 1

2

∫ π

0

f(θ)Pl(cos θ) sin θ dθ

第二步注意 dx = − sin θ dθ，cos 0 = 1，cosπ = −1

给定 f(θ) 的具体形式，即可按上式计算展开系数 Al

将所得系数代回解的表达式，就得到球内的电势
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球内的解
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球内的解化为
u1(r, θ) =

∞∑
l=0

Al

( r

a

)l

Pl(cos θ)

代入球面上的边界条件 u
∣∣
r=a

= f(θ)，得到
∞∑
l=0

AlPl(cos θ) = f(θ)

或者改写为
∞∑
l=0

AlPl(x) = g(x)，其中 x = cos θ，g(x) = f(θ)

根据广义 Fourier 级数展开系数的公式，推出

Al =
2l + 1

2

∫ 1

−1

g(x)Pl(x) dx =
2l + 1

2

∫ π

0

f(θ)Pl(cos θ) sin θ dθ

第二步注意 dx = − sin θ dθ，cos 0 = 1，cosπ = −1

给定 f(θ) 的具体形式，即可按上式计算展开系数 Al

将所得系数代回解的表达式，就得到球内的电势
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球外的解
其次求球外的电势，一般解的形式仍为

u2(r, θ) =

∞∑
l=0

[
Cl

( r

a

)l

+Dl

(a
r

)l+1
]

Pl(cos θ)

由于球外没有电荷，电势应该处处有限，Cl = 0 (l ∈ N+)

无穷远点已取为电势零点，则 C0 = 0

于是球外的解化为
u2(r, θ) =

∞∑
l=0

Dl

(a
r

)l+1

Pl(cos θ)

代入边界条件 u
∣∣
r=a

= f(θ)，得到
∞∑
l=0

DlPl(cos θ) = f(θ)

与
∞∑
l=0

AlPl(cos θ) = f(θ) 比较，应有 Dl = Al

将算得的系数代回解的表达式，就得到球外的电势
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特例
特例 f(θ) = cos2 θ，即 g(x) = x2

像这样简单的函数，就不需要使用上面计算系数的公式了
注意到 P2(x) =

1

2
(3x2 − 1)，立得 x2 =

1

3
+

2

3
P2(x)

由于 P0(x) = 1，有 x2 =
1

3
P0(x) +

2

3
P2(x)，与 x2 = g(x) =

∞∑
l=0

AlPl(x) 比较

推出系数 A0 = D0 =
1

3
, A2 = D2 =

2

3
, Al = Dl = 0 (l ̸= 0, 2)

将这些系数代回球内和球外的解

u1(r, θ) =

∞∑
l=0

Al

( r

a

)l

Pl(cos θ), u2(r, θ) =

∞∑
l=0

Dl

(a
r

)l+1

Pl(cos θ)

得到
u1(r, θ) =

1

3
+

2

3

( r

a

)2

P2(cos θ), u2(r, θ) =
1

3

a

r
+

2

3

(a
r

)3

P2(cos θ)

写下球外的结果时容易出错，应特别注意 a

r
的幂次
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例 2

a

E0

Q

x

y

z

a

E0

Q

例 2 在均匀电场 E0 中放入半径为 a、带电为 Q 的导体球，求放入导体球后
的电场分布

第一步　物理分析

静电场中的导体达到静电平衡时，体内电场为零

整个导体为等势体，故球内和球面的电势为常数，记
为 u0，通过下面的求解可以确定它

本题关键在于求解球外的电势分布 u

求出电势，就能直接计算电场的分布 E = −∇u

第二步　建立坐标系

取球坐标系，以球心为原点、电场 E0 的方向为极轴方向

这样的话，电势分布显然具有轴对称性，故球外电势 u(r) = u(r, θ)
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建立定解问题

x
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a
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第三步　建立定解问题
由于球外没有电荷，电势满足 Laplace 方程 ∇2u = 0

本题有两个边界，即球面和无穷远处，球面电势 u
∣∣
r=a

= u0

球内等势，电场为零，球内电荷密度 ρ = ∇ ·E = 0

故电荷全部分布在球面上，球面带电 Q

电场满足 E = −∇u = −∂u

∂r
er −

1

r

∂u

∂θ
eθ −

1

r sin θ

∂u

∂ϕ
eϕ

球面面元 dS = dS er，Gauss 定律给出 Q

ϵ0
=

∫
r=a+

E ·dS =

∫
r=a+

(
−∂u

∂r

)
dS

在无穷远 (r → ∞) 处，半径 a → 0，原均匀电场应基本不受影响，有

E0 ez = E0 = −∇u = −∂u

∂z
ez

故 u
∣∣
r→∞ = −

∫
E0 dz′ = −E0z = −E0r cos θ，这里已将积分常数取为零
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定解问题

x
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z
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E0

Q

Carl Friedrich Gauss
(1777–1855)

综上，定解问题为

∇2u = 0 (r > a)

u
∣∣
r=a

= u0,∫
r=a+

(
−∂u

∂r

)
dS =

Q

ϵ0

u
∣∣
r→∞ = −E0r cos θ

注　由 u
∣∣
r→∞ = −E0r cos θ 得 u(r → ∞, θ = π/2) = 0

即电势零点已取在 xy 平面的无穷远处，故球面电势 u0

是确定的
边界条件

∫
r=a+

(
−∂u

∂r

)
dS =

Q

ϵ0
来源于 Gause 定律，

它表示球面带电 Q

这个边界条件是电动力学所特有的
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例 2

求解定解问题
第四步　求解定解问题

由于轴对称性，一般解为 u(r, θ) =

∞∑
l=0

(
Alr

l +
Bl

rl+1

)
Pl(cos θ)

代入无穷远处的边界条件 u
∣∣
r→∞ = −E0r cos θ，利用 P1(x) = x，得

u
∣∣
r→∞ =

∞∑
l=0

Alr
lPl(cos θ) = −E0r cos θ = −E0r P1(cos θ)

故 A1 = −E0，Al = 0 (l ̸= 1)，解化为 u(r, θ) = −E0r cos θ+
∞∑
l=0

Bl

rl+1
Pl(cos θ)

代入球面的边界条件 u
∣∣
r=a

= u0，利用 P0(x) = 1，得

u
∣∣
r=a

= −E0aP1(cos θ) +
∞∑
l=0

Bl

al+1
Pl(cos θ)

⊃ B0

a
P0(cos θ) + B1

a2
P1(cos θ)

= u0 = u0P0(cos θ)

比较系数，推出 B0 = u0a，B1 = E0a
3，Bl = 0 (l ̸= 0, 1)
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解
将求得的系数代入一般解，得 u(r, θ) = −E0r cos θ + E0a

3

r2
cos θ + u0a

r

求导得 −∂u

∂r
= E0 cos θ + 2E0a

3

r3
cos θ + u0a

r2

需要将上式代入球面的另一边界条件
∫
r=a+

(
−∂u

∂r

)
dS =

Q

ϵ0
以确定 u0

r = a+ 只比半径 a 大一个无穷小量，故 r = a+ 球面面元为 dS = a2 sin θ dθ dϕ

利用
∫ π

0

cos θ sin θ dθ =

∫ π

0

sin θ d sin θ =
1

2
sin2 θ

∣∣∣∣π
0

= 0，推出

Q

ϵ0
=

∫
r=a+

(
−∂u

∂r

)
dS =

∫ (
−∂u

∂r

∣∣∣∣
r=a

)
a2 sin θ dθ dϕ =

∫ 2π

0

dϕ
∫ π

0

u0a

a2
a2 sin θ dθ

= 2πu0a

∫ π

0

sin θ dθ = −2πu0a cos θ
∣∣∣π
0
= 4πu0a

从而 u0a =
Q

4πϵ0
，解的最终形式为 u(r, θ) = −E0r cos θ + E0a

3

r2
cos θ + Q

4πϵ0r
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r2

需要将上式代入球面的另一边界条件
∫
r=a+

(
−∂u

∂r

)
dS =

Q

ϵ0
以确定 u0

r = a+ 只比半径 a 大一个无穷小量，故 r = a+ 球面面元为 dS = a2 sin θ dθ dϕ

利用
∫ π

0

cos θ sin θ dθ =

∫ π

0

sin θ d sin θ =
1

2
sin2 θ

∣∣∣∣π
0

= 0，推出

Q

ϵ0
=

∫
r=a+

(
−∂u

∂r

)
dS =

∫ (
−∂u

∂r

∣∣∣∣
r=a

)
a2 sin θ dθ dϕ =

∫ 2π

0

dϕ
∫ π

0

u0a

a2
a2 sin θ dθ

= 2πu0a

∫ π

0

sin θ dθ = −2πu0a cos θ
∣∣∣π
0
= 4πu0a

从而 u0a =
Q

4πϵ0
，解的最终形式为 u(r, θ) = −E0r cos θ + E0a

3

r2
cos θ + Q

4πϵ0r
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第五步　结果分析
在球外电势的解 u(r, θ) = −E0r cos θ + E0a

3

r2
cos θ + Q

4πϵ0r
中

第一项是原均匀电场的电势 u
∣∣
r→∞

第二项是球面上感应面电荷产生的电势，它是电偶极子势
第三项是因导体球带电 Q 而产生的电势
当 Q = 0 时，第三项消失，变成电场中放入不带电导体球以后的电势分布
当 a = 0 时，第二项消失，变成均匀场电势与点电荷电势的线性叠加

根据 E = −∇u = −∂u

∂r
er −

1

r

∂u

∂θ
eθ −

1

r sin θ

∂u

∂ϕ
eϕ = Erer + Eθeθ + Eϕeϕ

∂u

∂r
= −E0 cos θ − 2E0a

3

r3
cos θ − Q

4πϵr2
,

∂u

∂θ
= E0r sin θ − E0a

3

r2
sin θ,

∂u

∂ϕ
= 0

球外电场分布 E 的分量为 Er = −∂u

∂r
= E0 cos θ + 2E0a

3

r3
cos θ + Q

4πϵr2

Eθ = −1

r

∂u

∂θ
= −E0 sin θ +

E0a
3

r3
sin θ, Eϕ = − 1

r sin θ

∂u

∂ϕ
= 0
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Q = 0 时球面附近的电场和面电荷密度

x

y

z

+

+

+
++

+

+

+

−

−

−

− −

−

−

−

当 Q = 0 时，球面附近的电场分布为

Er

∣∣
r=a

= E0 cos θ+ 2E0a
3

a3
cos θ = 3E0 cos θ, Eθ

∣∣
r=a

= −E0 sin θ+
E0a

3

a3
sin θ = 0

可见，电场方向与球面垂直，符合导体表面电场方向
与导体表面垂直的电磁学规律
在 θ = π/2 处，场强为零
在 θ = 0, π 处，场强是原场强的 3 倍，当外场较强

时，这两处容易被击穿

当 Q = 0 时，球面上的电荷面密度为

σ(θ) = −ϵ0
∂u

∂n

∣∣∣∣
r=a

= −ϵ0
∂u

∂r

∣∣∣∣
r=a

= ϵ0Er

∣∣
r=a

= 3ϵ0E0 cos θ

显然，球面上 θ ∈ [0, π/2) 部分带正电，θ ∈ (π/2, π] 部分带负电

总带电量为 Q =

∫
σ(θ) dS = a2

∫ 2π

0

dϕ
∫ π

0

3ϵ0E0 cos θ sin θ dθ = 0
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当 Q = 0 时，球面附近的电场分布为

Er

∣∣
r=a

= E0 cos θ+ 2E0a
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cos θ = 3E0 cos θ, Eθ

∣∣
r=a

= −E0 sin θ+
E0a
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sin θ = 0
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r=a

= −ϵ0
∂u

∂r

∣∣∣∣
r=a

= ϵ0Er

∣∣
r=a

= 3ϵ0E0 cos θ

显然，球面上 θ ∈ [0, π/2) 部分带正电，θ ∈ (π/2, π] 部分带负电

总带电量为 Q =

∫
σ(θ) dS = a2

∫ 2π

0

dϕ
∫ π

0

3ϵ0E0 cos θ sin θ dθ = 0
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总电偶极矩

x

y

z

θ

θ

a
+

−

a bBM θ

l/p

本题中均匀外电场由无穷远处的源产生，它使得边界条件产生奇性

从而使得结果 u(r, θ) = −E0r cos θ + E0a
3

r2
cos θ + Q

4πϵ0r
在 r → ∞ 处出现奇性

在极角 θ ∈ (0, π/2) 处，dθ 角度内纬带里的元电荷为

dq =

∫ 2π

0

dϕ a sin θ σ(θ) a dθ = 2πa2 sin θ · 3ϵ0E0 cos θ dθ

它与极角 π − θ 处的相应元电荷形成元电偶极子
两个元电荷距离为 l = 2a cos θ，元电偶极子的偶极矩为

dp = l dq = 12πa3ϵ0E0 sin θ cos2 θ dθ

利用
∫ π/2

0

sin θ cos2 θ dθ = −
∫ π/2

0

cos2 θ d cos θ = − 1

3
cos3 θ

∣∣∣∣π/2

0

=
1

3

得到沿 z 轴正向的总电偶极矩

p =

∫
dp = 12πa3ϵ0E0

∫ π/2

0

sin θ cos2 θ dθ = 4πa3ϵ0E0
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理想电偶极子

若 l → 0、q → ∞ 时 ql 保持固定，则称电偶极子 p = ql 是理想电偶极子
根据电磁学，三维空间中一个理想电偶极子 p 产生的电势为 up =

p · r
4πϵ0r3

代入沿 z 轴正向的总电偶极矩 p = 4πa3ϵ0E0，得到电势

up =
p · r

4πϵ0r3
=

p cos θ
4πϵ0r2

=
4πa3ϵ0E0 cos θ

4πϵ0r2
=

E0a
3

r2
cos θ

这与 u(r, θ) = −E0r cos θ + E0a
3

r2
cos θ + Q

4πϵ0r
中的第二项一致
说明感应电荷的分布对于球外区域来说等价于一

个理想电偶极子
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