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§4 矩形区域上的稳定场方程

前面几节研究了一维波动或热传导方程定解问题的求解，它们都涉及两个自变量

平面上的稳定场方程定解问题也涉及两个自变量，因此与上述问题相似

但稳定场方程的定解问题只有边界条件，没有初始条件，其解法有一些不同之处

本节求解矩形区域上的两个稳定场问题，以加深对分离变量法的了解

矩形区域是平面上最简单的区域

下面先讨论矩形区域上的 Laplace 方程定解问题
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矩形区域上 Laplace 方程的定解问题

x

y

O l

d

ϕ(x)

ψ(x)

»

2

�

÷

考虑以下矩形区域上的 Laplace 方程定解问题

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 (0 < x < l, 0 < y < d)

u|x=0 = 0,
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=l

= 0 (0 ≤ y ≤ d)

u|y=0 = φ(x), u|y=d = ψ(x) (0 ≤ x ≤ l)

物理上，这可以看作一块矩形薄板的稳定温度分布 u(x, y) 的问题
矩形薄板一边保持零度，一边绝热，另外两边的温度分布已知
那么，整块薄板上的温度分布是确定的，可以通过求解上述定解问题得到

现在尝试寻找 u(x, y) = X(x)Y (y) 形式的特解，将它代入 Laplace 方程，得

0 =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= X ′′(x)Y (y) +X(x)Y ′′(y)

故 X ′′(x)

X(x)
= −Y

′′(y)

Y (y)
，左边与 y 无关，右边与 x 无关，必为常数，记作 −λ
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本征值问题
由此得到两个方程 X ′′(x) + λX(x) = 0 和 Y ′′(y)− λY (y) = 0

x = 0 和 x = l 处的边界条件给出

u|x=0 = X(0)Y (y) = 0,
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=l

= X ′(l)Y (y) = 0

从而得到本征值问题
X ′′(x) + λX(x) = 0

X(0) = 0, X ′(l) = 0

如果 λ < 0，令 λ = −µ2 (µ > 0)，则解为 X(x) = C coshµx+D sinhµx

其中 C、D 是任意常数，有 C = X(0) = 0

从而 X ′(l) = µD coshµl = 0，但 coshµl ≥ 1 且 µ > 0，故 D = 0

于是得到平庸解 X(x) ≡ 0，因而 λ < 0 不是本征值

如果 λ = 0，则解为 X(x) = Cx+D，其中 C、D 是任意常数
有 D = X(0) = 0，C = X ′(l) = 0，得到平庸解 X(x) ≡ 0，λ = 0 不是本征值
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本征值和本征函数
如果 λ > 0，令 λ = µ2 (µ > 0)，则解为 X(x) = C cosµx+D sinµx

其中 C、D 是任意常数，有 C = X(0) = 0，从而 X ′(l) = µD cosµl = 0

为了得到非平庸解，必须使 cosµl = 0，如此则 D 可任意

因此 cosµl = 0 是决定本征值的方程，它的解为 µn =
(2n− 1)π

2l
(n ∈ N+)

从而 µnl =
π

2
,
3π

2
,
5π

2
, · · · 是余弦函数的零点，于是得到本征值和本征函数

λn = µ2
n =

[
(2n− 1)π

2l

]2
, Xn(x) = sinµnx = sin (2n− 1)πx

2l
, n ∈ N+

其中已取 D = 1

注　如果将上面的 µn 写成 µn =
(2n+1)π

2l
，则应该取 n ∈ N

求出本征函数后，最好验证它是否确实满足边界条件，避免计算错误或抄写错误
比如，这里如果将本征函数误写成 cosµnx，则通过上述验证可以立即发现错误

余钊焕 （中山大学） 第七章　分离变量法 第 4 节和第 5 节 5 / 38



o o o o o o o o o

矩形区域上的稳定场方程

o o o o o o o o o o o o o

平面极坐标系中的稳定场方程

o o o o o o o o o

均匀电场中的导体圆柱

o o o o o

Poisson 方程的处理

本征值和本征函数
如果 λ > 0，令 λ = µ2 (µ > 0)，则解为 X(x) = C cosµx+D sinµx

其中 C、D 是任意常数，有 C = X(0) = 0，从而 X ′(l) = µD cosµl = 0

为了得到非平庸解，必须使 cosµl = 0，如此则 D 可任意

因此 cosµl = 0 是决定本征值的方程，它的解为 µn =
(2n− 1)π

2l
(n ∈ N+)

从而 µnl =
π

2
,
3π

2
,
5π

2
, · · · 是余弦函数的零点，于是得到本征值和本征函数

λn = µ2
n =

[
(2n− 1)π

2l

]2
, Xn(x) = sinµnx = sin (2n− 1)πx

2l
, n ∈ N+

其中已取 D = 1

注　如果将上面的 µn 写成 µn =
(2n+1)π

2l
，则应该取 n ∈ N

求出本征函数后，最好验证它是否确实满足边界条件，避免计算错误或抄写错误
比如，这里如果将本征函数误写成 cosµnx，则通过上述验证可以立即发现错误

余钊焕 （中山大学） 第七章　分离变量法 第 4 节和第 5 节 5 / 38



o o o o o o o o o

矩形区域上的稳定场方程

o o o o o o o o o o o o o

平面极坐标系中的稳定场方程

o o o o o o o o o

均匀电场中的导体圆柱

o o o o o

Poisson 方程的处理

本征值和本征函数
如果 λ > 0，令 λ = µ2 (µ > 0)，则解为 X(x) = C cosµx+D sinµx

其中 C、D 是任意常数，有 C = X(0) = 0，从而 X ′(l) = µD cosµl = 0

为了得到非平庸解，必须使 cosµl = 0，如此则 D 可任意

因此 cosµl = 0 是决定本征值的方程，它的解为 µn =
(2n− 1)π

2l
(n ∈ N+)

从而 µnl =
π

2
,
3π

2
,
5π

2
, · · · 是余弦函数的零点，于是得到本征值和本征函数

λn = µ2
n =

[
(2n− 1)π

2l

]2
, Xn(x) = sinµnx = sin (2n− 1)πx

2l
, n ∈ N+

其中已取 D = 1

注　如果将上面的 µn 写成 µn =
(2n+1)π

2l
，则应该取 n ∈ N

求出本征函数后，最好验证它是否确实满足边界条件，避免计算错误或抄写错误
比如，这里如果将本征函数误写成 cosµnx，则通过上述验证可以立即发现错误

余钊焕 （中山大学） 第七章　分离变量法 第 4 节和第 5 节 5 / 38



o o o o o o o o o

矩形区域上的稳定场方程

o o o o o o o o o o o o o

平面极坐标系中的稳定场方程

o o o o o o o o o

均匀电场中的导体圆柱

o o o o o

Poisson 方程的处理

本征函数图像
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x/l

1.0
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0.5

1.0

X
n
(x

)

n= 1n= 2

n= 3n= 4

Xn(x) = sin[(2n− 1)πx/2l], n∈ +

λn =

[
(2n− 1)π

2l

]2
, Xn(x) = sin (2n− 1)πx

2l
, n ∈ N+
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求解 Y (y)

这里本征函数族 {sinµnx}∞n=1 在区间 [0, l] 上的正交完备性由 Strum-Liouville
本征值问题的一般结论（第十章 §5）得到保证
正交性也可以直接验证，利用积化和差公式容易得到∫ l

0

sinµmx sinµnx dx =

∫ l

0

sin (2m− 1)πx

2l
sin (2n− 1)πx

2l
dx =

l

2
δmn, m, n ∈ N+

将本征值 λn = µ2
n 代入 Y (y) 满足的方程，得 Y ′′

n (y)− µ2
nYn(y) = 0

它的两个线性独立解可以取为 {exp(µny), exp(−µny)}

因 cosh z =
1

2
(ez + e−z)，sinh z =

1

2
(ez − e−z)，也可取为 {coshµny, sinhµny}

由双曲函数减法公式得 sinh[µn(d− y)] = sinhµnd coshµny − coshµnd sinhµny

为了下面计算方便，将两个线性独立解等价地取为 {sinh[µn(d− y)], sinhµny}

从而将方程 Y ′′
n (y)− µ2

nYn(y) = 0 的通解写作

Yn(y) = An sinh[µn(d− y)] +Bn sinhµny, n ∈ N+, An 和 Bn 是任意常数
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定解问题的解
于是，满足 Laplace 方程和 x 方向边界条件的一般解为

u(x, y) =
∞∑

n=1

Yn(y)Xn(x) =
∞∑

n=1

{An sinh[µn(d− y)] +Bn sinhµny} sinµnx

将上式代入 y 方向的两个边界条件，得

u|y=0 =

∞∑
n=1

An sinhµnd sinµnx = φ(x), u|y=d =

∞∑
n=1

Bn sinhµnd sinµnx = ψ(x)

由于本征函数族的正交完备性，适当的系数 An 和 Bn 可使以上两式成立

利用
∫ l

0

sinµmx sinµnx dx =
l

2
δmn，推出

An =
2

l sinhµnd

∫ l

0

φ(x) sinµnx dx, Bn =
2

l sinhµnd

∫ l

0

ψ(x) sinµnx dx

给定 φ(x) 和 ψ(x) 的形式，可以求得系数 An 和 Bn

将它们代回一般解，就得到定解问题的解
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定解问题的解
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讨论

在上述稳定场方程定解问题中，一部分边界条件（齐次）用于构成本征值问题

另一部分边界条件（齐次或非齐次）用于确定一般解中的系数

这是与波动或热传导问题的不同之处，后两者用初始条件确定系数

所以，就 Laplace 方程而言，不必要求所有的边界条件都是齐次的

否则就只有平庸解了
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矩形区域上 Poisson 方程的定解问题
下面再考虑全部边界条件都非齐次的 Poisson 方程定解问题

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= f(x, y) (0 < x < l, 0 < y < d)

u|x=0 = µ(y), u|x=l = ν(y) (0 ≤ y ≤ d)

∂u

∂y

∣∣∣∣
y=0

= φ(x),
∂u

∂y

∣∣∣∣
y=d

= ψ(x) (0 ≤ x ≤ l)

方法一　对于这一定解问题，可令

u(x, y) = v(x, y) + u0(x, y)

并取 u0(x, y) = µ(y) +
x

l
[ν(y)− µ(y)]

从而 v(x, y) 在 x = 0 和 x = l 处满足齐次的边界条件

虽然方程仍是非齐次的，但可以用本征函数展开法求解

余钊焕 （中山大学） 第七章　分离变量法 第 4 节和第 5 节 10 / 38



o o o o o o o o o

矩形区域上的稳定场方程

o o o o o o o o o o o o o

平面极坐标系中的稳定场方程

o o o o o o o o o

均匀电场中的导体圆柱

o o o o o

Poisson 方程的处理

分为两个定解问题
方法二　由于稳定场方程的所有定解条件都是边界条件，更简单的方法是令

u(x, y) = u1(x, y) + u2(x, y)，将上述定解问题化为两个问题来求解

∂2u1

∂x2
+
∂2u1

∂y2
= f(x, y) (0 < x < l, 0 < y < d)

u1|x=0 = 0, u1|x=l = 0 (0 ≤ y ≤ d)

∂u1

∂y

∣∣∣∣
y=0

= φ(x),
∂u1

∂y

∣∣∣∣
y=d

= ψ(x) (0 ≤ x ≤ l)



∂2u2

∂x2
+
∂2u2

∂y2
= 0 (0 < x < l, 0 < y < d)

u2|x=0 = µ(y), u2|x=l = ν(y) (0 ≤ y ≤ d)

∂u2

∂y

∣∣∣∣
y=0

= 0,
∂u2

∂y

∣∣∣∣
y=d

= 0 (0 ≤ x ≤ l)

u1(x, y) 的定解问题可以用本征函数展开法求解
u2(x, y) 的定解问题可以直接用分离变量法求出一般解，再用边界条件确定系数
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Poisson 方程的处理

§5 平面极坐标系中的稳定场方程
分离变量法是一种比较具有普遍性的方法，可用于求解多个自变量的偏微分方程

定解问题，如二维、三维空间中各类方程的定解问题
分离变量法能否成功，主要取决于边界的形状
在三维空间，比较容易处理的是长方体、球形和圆柱区域
它们的边界分别是直角坐标系、球坐标系、柱坐标系的坐标面

根据边界的形状，在求解时应该采用相应的曲线坐标系
比如，对球形区域上的定解问题，就应该采用球坐标系
如果采用直角坐标系，则无法对边界条件分离变量
分离变量成功之后，需要求解常微分方程及其本征值问题
前面几节遇到的常微分方程的解都是初等函数，较容易处理
然而，在更多问题中，出现的微分方程不是我们所熟悉的，

其解并不是初等函数
即使是弦振动问题，如果弦的线密度不是常数，那么本征值问题就困难得多
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Poisson 方程的处理

平面极坐标系

x

y

ρ

φ

对于曲线坐标系中的定解问题，情况往往就更复杂
如果一个微分方程在许多问题中出现，而且可以解析求解（比

如用级数解法求解），人们就会对它的解进行深入的研究
所谓特殊函数，常常就是这样一些微分方程的解
后面将对一些特殊函数作系统的介绍

对于平面区域上的问题，如果边界涉及圆弧，比如圆内、圆外
或扇形区域上的定解问题，那么显然应该采用平面极坐标系
在平面极坐标系中求解波动或热传导方程，也会涉及特殊函数
但稳定场方程的求解则只需用到初等函数
这可能是曲线坐标系中最简单的问题了
这一问题涉及两个自变量 ρ 和 ϕ，与前面几节类似
但边界条件完全不同，方程的形式也有新的特点
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§5.1 一般解
在平面极坐标系中，Laplace 方程的形式为

∇2u =
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂u

∂ρ

)
+

1

ρ2
∂2u

∂ϕ2
= 0

其中 Laplace 算符的形式可以由直角坐标系中的形式 ∇2u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
通过坐

标变换 x = ρ cosϕ 和 y = ρ sinϕ 得到
这种方法思路简单，但计算较为繁琐，在第九章中将会介绍其它方法

这里暂时不给定定解条件，先求 Laplace 方程的一般解
接下来的求解假定 ϕ 的取值不受限制，因此下面得到的一般解不适用于扇形区域
现在尝试寻找形式为 u(ρ, ϕ) = R(ρ)Φ(ϕ) 的特解，将它代入 Laplace 方程，有

0 = ∇2u = R′′(ρ)Φ(ϕ) +
1

ρ
R′(ρ)Φ(ϕ) +

1

ρ2
R(ρ)Φ′′(ϕ)

整理得 ρ2
R′′(ρ)

R(ρ)
+ ρ

R′(ρ)

R(ρ)
= −Φ′′(ϕ)

Φ(ϕ)
≡ λ，其中 λ 是常数
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自然的周期性边界条件

x

y

ρ

φ

从而得到两个方程 ρ2R′′(ρ) + ρR′(ρ)− λR(ρ) = 0 和 Φ′′(ϕ) + λΦ(ϕ) = 0

在直角坐标系中，坐标与几何点是一一对应的，但曲线坐标系却往往不是这样
在平面极坐标系中，坐标 (ρ, ϕ) 与 (ρ, ϕ+2π) 代表同一个几何点
一个物理量在一个确定的几何点应该具有确定的取值
这不应该以该点数学描述方式的不同为转移，所以，对上述问题必须要求

u(ρ, ϕ+2π) = u(ρ, ϕ)

将 u(ρ, ϕ) = R(ρ)Φ(ϕ) 代入，得 R(ρ)Φ(ϕ+2π) = R(ρ)Φ(ϕ)

但 R(ρ) 不恒为零，故
Φ(ϕ+2π) = Φ(ϕ)

这是由物理量的单值性和曲线坐标的特性导出的一个边界条件
它是一种自然边界条件，自然边界条件还有其它形式
同时，它也是一种周期性边界条件
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求解本征值问题

Φ′′(ϕ) = µ2Φ(ϕ)

(e±µϕ)′′ = µ2e±µϕ

现在求解 Φ(ϕ) 满足的本征值问题
{

Φ′′(ϕ) + λΦ(ϕ) = 0

Φ(ϕ+ 2π) = Φ(ϕ)

如果 λ < 0，令 λ = −µ2 (µ > 0)，则解为 Φ(ϕ) = Ceµϕ +De−µϕ

其中 C、D 是任意常数，代入周期性边界条件，得
Ce2πµeµϕ +De−2πµe−µϕ = Ceµϕ +De−µϕ

C(e2πµ − 1) eµϕ +D(e−2πµ − 1) e−µϕ = 0

上式必须对所有 ϕ 值成立，故 C(e2πµ − 1) = 0，且 D(e−2πµ − 1) = 0

但 µ > 0，有 e±2πµ − 1 ̸= 0，从而 C = D = 0

于是得到平庸解 Φ(ϕ) ≡ 0，因而 λ < 0 不是本征值

如果 λ = 0，则解为 Φ(ϕ) = C +Dϕ，其中 C、D 是任意常数
代入周期性边界条件，得 C +D(ϕ+2π) = C +Dϕ，即 2πD = 0

故 D = 0，而 C 可任意，求得本征值 λ0 = 0，本征函数 Φ0(ϕ) = 1

注意这个解不能遗漏，否则本征函数族将是不完备的
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Poisson 方程的处理
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Poisson 方程的处理

继续求解本征值问题

Φ′′(ϕ) = −µ2Φ(ϕ)

(e±iµϕ)′′ = −µ2e±iµϕ

cosmϕ =
eimϕ + e−imϕ

2

sinmϕ =
eimϕ − e−imϕ

2i

继续求解 Φ(ϕ) 满足的本征值问题
{

Φ′′(ϕ) + λΦ(ϕ) = 0

Φ(ϕ+ 2π) = Φ(ϕ)

如果 λ > 0，令 λ = µ2 (µ > 0)，则解为 Φ(ϕ) = Ceiµϕ +De−iµϕ

其中 C、D 是任意常数，代入周期性边界条件，得
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上式必须对所有 ϕ 值成立，故 C(e2iπµ − 1) = 0，且 D(e−2iπµ − 1) = 0

后面一式两边乘以 −e2iπµ，得 D(e2iπµ − 1) = 0

如果 e2iπµ − 1 ̸= 0，则 C = D = 0，只得到平庸解
为得到非平庸解，须要求 e2iπµ = 1，而 C、D 均可任意
因此 e2iπµ = 1 是决定本征值的方程，它的解为 µ = m (m ∈ N+)

得到本征值 λm = m2 和本征函数 Φm(ϕ) = {cosmϕ, sinmϕ}，其中 m ∈ N+
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Poisson 方程的处理

简并
现在，本征值 λm = m2 (m ∈ N+) 对应于两个独立的本征函数 cosmϕ 和 sinmϕ

这种一个本征值对应于多个独立本征函数的现象称为简并
独立本征函数的个数称为简并度，这里简并度为 2

注　在讨论上面 和 两种情况时，也可以将解的形式分别取为双曲函数和
三角函数，结果是一样的
但容易发现，在目前的周期性边界条件下，用指数形式更加方便
如果对 λm = m2 和 Φm(ϕ) = {cosmϕ, sinmϕ} 取 m = 0，会得到 λ0 = 0 和

Φ0(ϕ) = {1, 0}，忽略平庸解 Φ(ϕ) ≡ 0，则与第 种情况结果相同
因此，可以把所有的本征值和本征函数统一写成

λm = m2, Φm(ϕ) = {cosmϕ, sinmϕ}, m ∈ N

但是应该注意，在上面的求解中，m = 0 和 m ̸= 0 两种情况需要分开讨论
而且 m = 0 时简并度为 1，m ̸= 0 时简并度为 2

这组本征函数族正是标准 Fourier 展开的基，在区间 [0, 2π] 上是正交完备的
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Poisson 方程的处理

求解 R(ρ)

Leonhard Euler
(1707–1783)

将本征值 λm = m2 (m ∈ N) 代入 R(ρ) 的常微分方程，得

ρ2R′′
m(ρ) + ρR′

m(ρ)−m2Rm(ρ) = 0

这是高等数学课上学过的 Euler 方程，特点是每一项中自变
量的幂次与未知函数导数的阶相同
它虽然不是常系数的微分方程，但很容易求解

令 ρ = et，则 t = ln ρ， dt
dρ =

1

ρ
，有 ρ

dRm

dρ = ρ
dt
dρ

dRm

dt =
dRm

dt ，故

ρ2
d2Rm

d2ρ
+ ρ

dRm

dρ = ρ
d
dρ

(
ρ

dRm

dρ

)
= ρ

dt
dρ

d
dt

dRm

dt =
d2Rm

dt2

从而将 Rm 的方程化为常系数微分方程 d2Rm

dt2 −m2Rm = 0，它的解是

Rm = {emt, e−mt} (m ∈ N+) 和 R0 = {1, t} (m = 0)
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Poisson 方程的处理

一般解
根据 ρ = et 将解中的自变量变换回 ρ，得

Rm(ρ) = {ρm, ρ−m} (m ∈ N+) 和 R0(ρ) = {1, ln ρ} (m = 0)

再结合
λm = m2, Φm(ϕ) = {cosmϕ, sinmϕ}, m ∈ N

推出 Laplace 方程 1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂u

∂ρ

)
+

1

ρ2
∂2u

∂ϕ2
= 0 的一般解为

u(ρ, ϕ) = A0 +B0 ln ρ+
∞∑

m=1

ρm(Am cosmϕ+Bm sinmϕ)

+

∞∑
m=1

ρ−m(Cm cosmϕ+Dm sinmϕ)

其中系数 Am、Bm、Cm 和 Dm 是常数，可以通过边界条件确定
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Poisson 方程的处理

§5.2 用边界条件确定系数

x

y

a

考虑圆内的 Laplace 方程定解问题
∇2u =

1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂u

∂ρ

)
+

1

ρ2
∂2u

∂ϕ2
= 0 (ρ < a)

u|ρ=a = F (ϕ)

其中 a 是圆的半径
物理量应该取有限值，而一般解中的 ln ρ 和 ρ−m 在 ρ = 0 处有奇性，应该舍弃
故 B0 = 0, Cm = Dm = 0 (m ∈ N+)

从而一般解简化为

u(ρ, ϕ) = A0 +

∞∑
m=1

(ρ
a

)m
(Am cosmϕ+Bm sinmϕ)

这里为了下面计算方便，用
(ρ
a

)m 代替原来的 ρm
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Poisson 方程的处理

圆内问题的解
将解式代入边界条件 u|ρ=a = F (ϕ)，得

u|ρ=a = A0 +

∞∑
m=1

(Am cosmϕ+Bm sinmϕ) = F (ϕ)

由于本征函数族的完备性，只要适当选取系数，上式总可以得到满足
本征函数族具有正交性，体现为∫ 2π

0

cosmϕ dϕ =

∫ 2π

0

sinmϕ dϕ =

∫ 2π

0

sinmϕ cosnϕ dϕ = 0∫ 2π

0

cosmϕ cosnϕ dϕ =

∫ 2π

0

sinmϕ sinnϕ dϕ = π δmn,

∫ 2π

0

dϕ = 2π

由此得到

A0 =
1

2π

∫ 2π

0

F (ϕ) dϕ, Am =
1

π

∫ 2π

0

F (ϕ) cosmϕ dϕ, Bm =
1

π

∫ 2π

0

F (ϕ) sinmϕ dϕ

给定 F (ϕ) 的具体形式，计算上述积分，再将系数代回去，就得到圆内问题的解
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Poisson 方程的处理

圆外问题

x

y

a

类似地，考虑圆外的 Laplace 方程定解问题
∇2u =

1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂u

∂ρ

)
+

1

ρ2
∂2u

∂ϕ2
= 0 (ρ > a)

u|ρ=a = G(ϕ)

由于一般解中的 ln ρ 和 ρm 在 ρ→ ∞ 处有奇性

应该舍弃相应的项，故 B0 = 0, Am = Bm = 0 (m ∈ N+)

从而一般解简化为 u(ρ, ϕ) = A0 +
∞∑

m=1

(ρ
a

)−m

(Cm cosmϕ+Dm sinmϕ)

由边界条件得 u|ρ=a = A0 +

∞∑
m=1

(Cm cosmϕ+Dm sinmϕ) = G(ϕ)，定出系数为

A0 =
1

2π

∫ 2π

0

G(ϕ) dϕ, Cm =
1

π

∫ 2π

0

G(ϕ) cosmϕ dϕ, Dm =
1

π

∫ 2π

0

G(ϕ) sinmϕ dϕ
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Poisson 方程的处理

其它情况

x

y

a

b

x

y

φ

−φ

如果所考虑的问题是有界的，且不包含原点
比如环域 a < ρ < b 上的定解问题，则一般解

u(ρ, ϕ) = A0 +B0 ln ρ+
∞∑

m=1

ρm(Am cosmϕ+Bm sinmϕ)

+

∞∑
m=1

ρ−m(Cm cosmϕ+Dm sinmϕ)

中的各项均必须保留

如果问题的边界条件对 x 轴具有反射对称性，比如
u|ρ=a = F (ϕ), F (−ϕ) = F (ϕ)

则可以推知 u(ρ,−ϕ) = u(ρ, ϕ)，一般解简化为

u(ρ, ϕ) = A0 +B0 ln ρ+
∞∑

m=1

(Amρ
m + Cmρ

−m) cosmϕ

在全平面上满足 Laplace 方程的解则只能是常数，u(ρ, ϕ) = A0
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Poisson 方程的处理

§5.3 均匀电场中的导体圆柱

a

E0

E0

L≫ a

l
≫

a

考虑一个无限长圆柱导体，半径为 a，不带电，置于均匀外电场 E0 中，E0 的方
向垂直于柱轴，求空间各处的电势分布 u
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向垂直于柱轴，求空间各处的电势分布 u

这是一道综合应用题，通过求解，同学们可以逐步培养
从物理到数学、再由数学到物理的分析解决问题的能力

第一步　物理分析
当静电场中的导体达到静电平衡时，导体变成等势体
故柱内和柱面电势为常数，可取为零，只需求柱外电势
注　由于存在无限长圆柱，选无穷远为电势零点一般是

不合适的，其实本题中不同方向的无穷远点具有不同的电势
第二步　建立坐标系
取柱轴为 z 轴，任取柱轴上一点为原点 O，又取电场 E0 的方向为 x 轴方向
由于所有条件不随 z 变化，任何垂直于 z 轴的平面上的电势分布都是相同的
不妨选 Oxy 平面为代表来研究，故本题是二维稳定场问题
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定解问题

O
x

y

ρ

φ
a

E0

鉴于边界的形状，只能采用极坐标系 (ρ, ϕ)

第三步　建立定解问题
柱外没有电荷，电势 u(ρ, ϕ) 满足 Laplace 方程
本题有两个边界，即柱面（圆周）和无穷远处
柱面的电势已取为零
至于无穷远处，ρ≫ a，a→ 0，而原均匀电场应

基本不受影响，有 E0 ex = E0 = −∇u = −∂u
∂x

ex −
∂u

∂y
ey，即 ∂u

∂x
= −E0，∂u

∂y
= 0

故无穷远处的电势为 u = −
∫
E0 dx = u0 − E0x = u0 − E0ρ cosϕ

因为电势零点已经取在柱面上，所以常数 u0 不能任取，需要通过求解来确定

于是列出定解问题


∇2u =

1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂u

∂ρ

)
+

1

ρ2
∂2u

∂ϕ2
= 0 (a < ρ <∞)

u|ρ=a = 0, u|ρ→∞ = u0 − E0ρ cosϕ
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求解定解问题

O
x

y

ρ

φ
a

E0


∇2u =

1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂u

∂ρ

)
+

1

ρ2
∂2u

∂ϕ2
= 0 (a < ρ <∞)

u|ρ=a = 0, u|ρ→∞ = u0 − E0ρ cosϕ

第四步　求解定解问题
Laplace 方程和边界条件都在 ϕ→ −ϕ 变换下不变
因此本题具有对 x 轴的反射对称性，如前所述，一般解表达为

u(ρ, ϕ) = A0 +B0 ln ρ+
∞∑

m=1

(Amρ
m + Cmρ

−m) cosmϕ

代入无穷远处的边界条件，得

u|ρ→∞ = A0 +B0 ln ρ+
∞∑

m=1

Amρ
m cosmϕ
⊃ A1ρ cosϕ

= u0 −E0ρ cosϕ

比较两边，推出 A0 = u0, B0 = 0, A1 = −E0, Am = 0 (m > 1)
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定解问题的解

O
x

y

ρ

φ
a

E0

从而得到 u(ρ, ϕ) = u0 − E0ρ cosϕ+

∞∑
m=1

Cmρ
−m cosmϕ

再代入柱面的边界条件，有

u|ρ=a = u0 − E0a cosϕ+
∞∑

m=1

Cma
−m cosmϕ

⊃ C1

a
cosϕ

= 0

比较两边，推出 u0 = 0, C1 = E0a
2, Cm = 0 (m > 1)

最终得到定解问题的解为 u(ρ, ϕ) = −E0ρ cosϕ+
E0a

2

ρ
cosϕ

第五步　结果分析
解式中第一项是原均匀电场的电势，第二项是由柱面上的感应面电荷产生的
本题的求解区域是圆外 ρ > a，即无穷远点的邻域，但电势的求解结果中第一项

在 ρ→ ∞ 处有奇性，因为均匀电场是由无穷远处的源产生的
求解区域存在电荷，因而前面得出的圆外的解不包含 ρm 和 ln ρ 项的结论不成立
不过，无穷远处的源只通过边界条件影响结果，不作为非齐次项出现在方程中
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感应面电荷

x

y

E0

E1 +

+

+
+

+

+

+
+−

−

−

−

−

−

−

−

根据解式 u(ρ, ϕ) = −E0ρ cosϕ+
E0a

2

ρ
cosϕ，ρ 方向上的电场分量是

Eρ = −∂u
∂ρ

= E0 cosϕ+
E0a

2

ρ2
cosϕ

它在柱面附近的值为 Eρ

∣∣
ρ=a

= 2E0 cosϕ

可见，在 ϕ = 0, π 两处，电场大小是原均匀电场的两倍 ，所以这两处容易被击穿

根据电磁学，记 ϵ0 为真空介电常数，柱面上感应电荷的面密度为

σ(ϕ) = −ϵ0
∂u

∂n

∣∣∣∣
ρ=a

= −ϵ0
∂u

∂ρ

∣∣∣∣
ρ=a

= ϵ0Eρ

∣∣
ρ=a

= 2ϵ0E0 cosϕ

显然，柱面上 θ ∈
(
−π
2
,
π

2

)
部分带正电，θ ∈

(
π

2
,
3π

2

)
部分带负电
感应电荷引起的电场 E1 在柱内抵消外电场 E0，从而

达到静电平衡
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电偶极矩

x

y

E0

+−

φ
al

正如所期望的，柱面上每单位长度的总带电量为零：

Q =

∫ 2π

0

σ(ϕ) a dϕ = 2aϵ0E0

∫ 2π

0

cosϕ dϕ = 0

方位角 ϕ ∈ (−π/2, π/2) 处 dϕ 角度内的元电荷 dq = σ(ϕ) a dϕ 与方位角 π − ϕ

处的相应元电荷形成元电偶极子
两个元电荷的距离为 l = 2a cosϕ，元电偶极子的偶极矩为

dp = l dq = 2a cosϕ · 2ϵ0E0 cosϕa dϕ = 4a2ϵ0E0 cos2ϕ dϕ

从而，感应面电菏引起的沿 x 轴正向的总电偶极矩为

p =

∫
dp =

∫ π/2

−π/2

4a2ϵ0E0 cos2ϕ dϕ = 2a2ϵ0E0

∫ π/2

−π/2

(cos 2ϕ+ 1) dϕ

= 2a2ϵ0E0

(
1

2
sin 2ϕ

∣∣∣∣π/2

−π/2

+ ϕ
∣∣π/2

−π/2

)
= 2πa2ϵ0E0
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若 l → 0、q → ∞ 时 ql 保持固定，则称电偶
极子 p = ql 是理想电偶极子
根据电磁学，一个二维理想电偶极子 p 产生的

电势为 udipole =
p · ρ

2πϵ0ρ2

将以上沿 x 轴正向的总电偶极矩代入，得

udipole =
p · ρ

2πϵ0ρ2
=
pρ cosϕ
2πϵ0ρ2

=
p cosϕ
2πϵ0ρ

=
2πa2ϵ0E0 cosϕ

2πϵ0ρ
=
E0a

2

ρ
cosϕ

这与解式 u(ρ, ϕ) = −E0ρ cosϕ+
E0a

2

ρ
cosϕ

中的第二项相同
因此，感应电荷的分布对于柱外区域而言等价

于一个理想电偶极子
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电势分布和电场分布的图像
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Ex = −∂u
∂x

= E0 −
E0a

2

x2 + y2
+

2E0a
2x2

(x2 + y2)2
, Ey = −∂u

∂y
=

2E0a
2xy

(x2 + y2)2
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§5.4 Poisson 方程的处理

x

y

a

本小节介绍 Poisson 方程（非齐次稳定场方程）的处理方法
考虑圆内的 Poisson 方程定解问题
∇2u =

1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂u

∂ρ

)
+

1

ρ2
∂2u

∂ϕ2
= f(ρ, ϕ) (ρ < a)

u|ρ=a = F (ϕ)

方法一　如果 f(ρ, ϕ) 的形式比较简单，则可以通过观察和试探寻找一个简单函数
u0(ρ, ϕ)，使得 ∇2u0 = f(ρ, ϕ)，然后令 u(ρ, ϕ) = v(ρ, ϕ) + u0(ρ, ϕ)

从而 v(ρ, ϕ) 满足定解问题


∇2v =

1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂v

∂ρ

)
+

1

ρ2
∂2v

∂ϕ2
= 0 (ρ < a)

v|ρ=a = G(ϕ)

其中 G(ϕ) = u|ρ=a − u0|ρ=a = F (ϕ)− u0(a, ϕ)

u0(ρ, ϕ) 不是唯一的，因为 u0(ρ, ϕ) 加上任一调和函数（即 Laplace 方程的解，如
ρm cosmϕ 或 ρm sinmϕ）之后仍然满足要求，应该通过选择使 G(ϕ) 尽可能简单
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方法二
方法二　如果 f(ρ, ϕ) 的形式比较复杂，则难以找到 u0(ρ, ϕ)

这时应该使用本征函数展开法，将未知函数 u(ρ, ϕ) 展开为

u(ρ, ϕ) = A0(ρ) +

∞∑
m=1

[Am(ρ) cosmϕ+Bm(ρ) sinmϕ]

其中 A0(ρ)、Am(ρ)、Bm(ρ) 是未知函数
这个展开式满足周期性边界条件 u(ρ, ϕ+ 2π) = u(ρ, ϕ)

将非齐次项和边界条件也作类似展开：
f(ρ, ϕ) = a0(ρ) +

∞∑
m=1

[am(ρ) cosmϕ+ bm(ρ) sinmϕ]

F (ϕ) = α0 +

∞∑
m=1

(αm cosmϕ+ βm sinmϕ)
已知函数：
a0(ρ) =

1

2π

∫ 2π

0

f(ρ, ϕ) dϕ, am(ρ) =
1

π

∫ 2π

0

f(ρ, ϕ) cos mϕ dϕ, bm(ρ) =
1

π

∫ 2π

0

f(ρ, ϕ) sin mϕ dϕ

已知常数：α0 =
1

2π

∫ 2π

0

F (ϕ) dϕ, αm =
1

π

∫ 2π

0

F (ϕ) cos mϕ dϕ, βm =
1

π

∫ 2π

0

F (ϕ) sin mϕ dϕ
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常微分方程
将这些展开式代入定解问题，用撇号代表对 ρ 求导，利用

∇2u =
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂u

∂ρ

)
+

1

ρ2
∂2u

∂ϕ2
=
∂2u

∂ρ2
+

1

ρ

∂u

∂ρ
+

1

ρ2
∂2u

∂ϕ2

=
1

ρ
(ρA′

0)
′ +

∞∑
m=1

[(
A′′

m +
1

ρ
A′

m − m2

ρ2
Am

)
cosmϕ+

(
B′′

m +
1

ρ
B′

m − m2

ρ2
Bm

)
sinmϕ

]

推出未知函数 A0(ρ)、Am(ρ) 和 Bm(ρ) 满足的常微分方程和边界条件：

(ρA′
0)

′ = ρ a0, ρ2A′′
m + ρA′

m −m2Am = ρ2am, ρ2B′′
m + ρB′

m −m2Bm = ρ2bm

A0(a)= α0, Am(a) = αm, Bm(a) = βm

这些常微分方程不难求解，A0(ρ) 的方程可以直接积分
Am(ρ) 和 Bm(ρ) 的方程相应的齐次方程为 Euler 方程，容易求出通解，对应于

非齐次项的特解可以用常数变易法求出
但是，对于每个未知函数，边界条件只有一个，不足以确定通解中的两个任意常数
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自然边界条件

x

y

ρ

φ

实际上，还存在另一组边界条件
在平面极坐标系中，ρ = 0 处 ϕ 没有定义，故 ρ = 0 是坐标系的奇点

展开式 u(ρ, ϕ) = A0(ρ) +

∞∑
m=1

[Am(ρ) cosmϕ+Bm(ρ) sinmϕ] 本身就要求

Am(0) = 0, Bm(0) = 0, m ∈ N+

否则 u(ρ, ϕ) 在 ρ = 0 处没有定义。这是一组自然边界条件

对展开式第一项 A0(ρ) 没有类似要求，但它必须有限
即满足自然边界条件

|A0(0)| <∞

注意，上式并不意味着 A0(ρ) 在 ρ ̸= 0 处可以不必有限
只不过偏微分方程的解在坐标系奇点 ρ = 0 处很容易出现奇性，需要对其有限性

特别加以强调
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求解 A0(ρ)

（假设 a0(ρ) 在 ρ = 0 处没有奇性）
下面求解 A0(ρ) 的常微分方程边值问题

 (ρA′
0)

′ = ρ a0(ρ)

A0(a) = α0, |A0(0)| <∞

方程 (ρA′
0)

′ = ρ a0(ρ) 对 ρ 积分，得 ρA′
0 =

∫ ρ

0

ρ1a0(ρ1) dρ1 + C

其中 C 为常数，从而 A′
0 =

1

ρ

∫ ρ

0

ρ1a0(ρ1) dρ1 +
C

ρ
，再次对 ρ 积分，得

A0(ρ) =

∫ ρ

0

1

ρ2

∫ ρ2

0

ρ1a0(ρ1) dρ1 dρ2 + C ln ρ+D, 其中 D 为常数

由于 ln ρ 在 ρ = 0 处发散，自然边界条件 |A0(0)| <∞ 意味着 C = 0

代入 ρ = a 处的边界条件，得 α0 = A0(a) =

∫ a

0

1

ρ2

∫ ρ2

0

ρ1a0(ρ1) dρ1 dρ2 +D

故 D = α0 −
∫ a

0

1

ρ2

∫ ρ2

0

ρ1a0(ρ1) dρ1 dρ2，代回去，得到问题的解为

A0(ρ) = α0 −
∫ a

ρ

1

ρ2

∫ ρ2

0

ρ1a0(ρ1) dρ1 dρ2
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