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§3 非齐次方程与非齐次边界条件
前两节介绍的分离变量法适用于齐次方程和齐次边界条件
但许多实际问题具有非齐次方程和非齐次边界条件，研究它们的求解是必要的
如果问题具有齐次边界条件，只有方程是非齐次的，那么可以用改进的分离变量

法，即本征函数展开法来求解
但如果边界条件是非齐次的，则不管方程齐次与否，首先应该将边界条件齐次化

如果原来是非齐次方程，边界条件齐次化后，方程一般仍然是非齐次的
即使方程原来是齐次的，边界条件齐次化后，通常也会变成非齐次方程
不管哪种情况，边界条件齐次化以后，都可以用本征函数展开法求解
至于初始条件齐次与否，则是无关紧要的

非齐次边界条件 齐次化−−−−−→ 齐次边界条件
非齐次方程

 本征函数展开法
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§3.1 非齐次边界条件的齐次化

x = 0
x = l

A bBMωt

考虑弦振动问题，x = 0 端固定，x = l 端作振幅 A 很小的已知简谐振动 A sinωt

弦的初始位移和初始速度均为零，且不受外力作用，求解弦的振动

定解问题为

∂2u

∂t2
− a2

∂2u

∂x2
= 0 (0 < x < l, t > 0)

u|x=0 = 0, u|x=l = A sinωt (t ≥ 0)

u|t=0 = 0,
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0 (0 ≤ x ≤ l)

将边界条件齐次化的思路是构造一个尽可能简单的函数 u0(x, t)

它与 u(x, t) 满足相同的边界条件，然后令 u(x, t) = v(x, t) + u0(x, t)

其中 v(x, t) 是新的未知函数，它显然满足齐次的边界条件
但 v(x, t) 满足的方程和初始条件当然就会不同于 u(x, t)
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边界条件齐次化
对于本问题，可取 u0(x, t) =

x

l
A sinωt

它满足与 u(x, t) 相同的边界条件，u0|x=0 = 0 和 u0|x=l = A sinωt，以及
∂u0

∂t
=
ωAx

l
cosωt, ∂2u0

∂t2
= −ω

2Ax

l
sinωt, ∂2u0

∂x2
= 0

u0|t=0 = 0,
∂u0

∂t

∣∣∣∣
t=0

=
ωAx

l

从而，未知函数 v(x, t) = u(x, t)− u0(x, t) 满足
∂2v

∂t2
− a2

∂2v

∂x2
=

(
∂2u

∂t2
− a2

∂2u

∂x2

)
−
(
∂2u0

∂t2
− a2

∂2u0

∂x2

)
=
ω2Ax

l
sinωt

v|x=0 = u|x=0 − u0|x=0 = 0, v|x=l = u|x=l − u0|x=l = 0

v|t=0 = u|t=0 − u0|t=0 = 0,
∂v

∂t

∣∣∣∣
t=0

=
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

− ∂u0

∂t

∣∣∣∣
t=0

= −ωAx
l

这样边界条件就齐次化了，但方程变成非齐次的
不过这不要紧，下面会介绍非齐次方程问题的解法
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同时使边界条件和方程齐次化
如果能够在将边界条件齐次化的同时，保持方程的齐次性，那无疑是值得尝试的
对于上述问题，可取 u0(x, t) = A

sin(ωx/a)
sin(ωl/a) sinωt

它满足与 u(x, t) 相同的边界条件，u0|x=0 = 0 和 u0|x=l = A sinωt，以及

∂2u0

∂t2
= −ω2A

sin(ωx/a)
sin(ωl/a) sinωt, ∂2u0

∂x2
= −ω

2A

a2
sin(ωx/a)
sin(ωl/a) sinωt

∂2u0

∂t2
− a2

∂2u0

∂x2
= 0, u0|t=0 = 0,

∂u0

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ωA
sin(ωx/a)
sin(ωl/a)

从而，未知函数 v(x, t) = u(x, t)− u0(x, t) 满足
∂2v

∂t2
− a2

∂2v

∂x2
=

(
∂2u

∂t2
− a2

∂2u

∂x2

)
−
(
∂2u0

∂t2
− a2

∂2u0

∂x2

)
= 0

v|x=0 = u|x=0 − u0|x=0 = 0, v|x=l = u|x=l − u0|x=l = 0

v|t=0 = u|t=0 − u0|t=0 = 0,
∂v

∂t

∣∣∣∣
t=0

=
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

− ∂u0

∂t

∣∣∣∣
t=0

= −ωA sin(ωx/a)
sin(ωl/a)
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求解 v(x, t)

这样一来，v(x, t) 的定解问题就同时具有齐次方程和齐次边界条件：

∂2v

∂t2
− a2

∂2v

∂x2
= 0 (0 < x < l, t > 0)

v|x=0 = 0, v|x=l = 0 (t ≥ 0)

v|t=0 = 0,
∂v

∂t

∣∣∣∣
t=0

= −ωA sin(ωx/a)
sin(ωl/a) (0 ≤ x ≤ l)

这是 §1 解过的定解问题的一种特殊情况，前面得到的一般解是

v(x, t) =

∞∑
n=1

(
An cos nπat

l
+Bn sin nπat

l

)
sin nπx

l

代入初始条件，有

v|t=0 =

∞∑
n=1

An sin nπx
l

= 0,
∂v

∂t

∣∣∣∣
t=0

=

∞∑
n=1

Bn
nπa

l
sin nπx

l
= −ωA sin(ωx/a)

sin(ωl/a)

显然，An = 0 (n ∈ N+)
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计算 Bn

由 1.5 小节中级数
∞∑

n=1

Bn
nπa

l
sin nπx

l
= −ωA sin(ωx/a)

sin(ωl/a) 的系数表达式得

Bn =
l

nπa

2

l

∫ l

0

[
−ωA

sin(ωx/a)
sin(ωl/a)

]
sin nπx

l
dx = −

2ωA

nπa sin(ωl/a)

∫ l

0
sin ωx

a
sin nπx

l
dx

=
ωA

nπa sin(ωl/a)

∫ l

0

{
cos

[(ω

a
+

nπ

l

)
x
]
− cos

[(ω

a
−

nπ

l

)
x
]}

dx 积化和差

=
ωA

nπa sin(ωl/a)

{(ω

a
+

nπ

l

)−1
sin

[(ω

a
+

nπ

l

)
x
]
−

(ω

a
−

nπ

l

)−1
sin

[(ω

a
−

nπ

l

)
x
]} ∣∣∣∣l

0

=
ωA

nπa sin(ωl/a)

{(ω

a
+

nπ

l

)−1
sin

(
ωl

a
+ nπ

)
−

(ω

a
−

nπ

l

)−1
sin

(
ωl

a
− nπ

)}
=

(−)nωA

nπa sin(ωl/a)

[(ω

a
+

nπ

l

)−1
sin ωl

a
−

(ω

a
−

nπ

l

)−1
sin ωl

a

] sin (x± nπ) = (−)n sinx

(n ∈ N)

=
(−)nωA

nπa

(
al

ωl + nπa
−

al

ωl − nπa

)
=

(−)nωAl

nπ

(
ωl − nπa

ω2l2 − n2π2a2
−

ωl + nπa

ω2l2 − n2π2a2

)
=

(−)nωAl

nπ

−2nπa

ω2l2 − n2π2a2
= −

2ωAa

l

(−)n

ω2 − (nπa/l)2
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解

解的动画演示

最后求得原问题的解为
u(x, t) = u0(x, t) + v(x, t)

= A
sin(ωx/a)
sin(ωl/a) sinωt+

∞∑
n=1

(
An cos nπat

l
+Bn sin nπat

l

)
sin nπx

l

=
A

sin(ωl/a) sinωt sin ωx
a

− 2ωAa

l

∞∑
n=1

(−)n

ω2 − (nπa/l)2
sin nπat

l
sin nπx

l

容易看出，如果 ω =
nπa

l
，即右端点的振动频率等于弦的某一个本征振动频率

就会发生共振，因为此时解的表达式中有两项的分母变成零，而 u(x, t) 发散：

sin ωl
a

= sinnπ = 0, ω2 −
(nπa

l

)2
= 0

实际上，这时 u0(x, t) = A
sin(ωx/a)
sin(ωl/a) sinωt 的分母为零，是不能使用的

不过，用 u0(x, t) =
x

l
A sinωt 就没有这个问题
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讨论
给定一个具有非齐次边界条件的一维波动或热传导方程的定解问题
如何选择函数 u0(x, t)，使得在将边界条件齐次化的同时保持齐次方程的齐次性，

或者将非齐次方程也齐次化呢？
应该指出，这通常是做不到的
所以一般只能将边界条件齐次化，然后求解非齐次方程的定解问题

另一方面，虽然在某些情况下可以找到函数 u0(x, t) 满足以上要求，但如果它的
形式非常复杂，那么 v(x, t) 的定解问题就会具有复杂的初始条件
从而计算 v(x, t) 就会有很大的工作量
这时不如找一个简单的函数 u0(x, t)，只求将边界条件齐次化
当然，这样的函数不是唯一的，不同的函数 u0(x, t) 将给出形式不同的解
但是，可以一般地证明解的唯一性，即不同形式的解实际上是相同的
因此，应该选择尽可能简单的函数 u0(x, t)
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弦振动方程第一边值问题一般形式
再举一个例子，弦振动方程第一边值问题的最一般形式是

∂2u

∂t2
− a2

∂2u

∂x2
= f(x, t) (0 < x < l, t > 0)

u|x=0 = µ(t), u|x=l = ν(t) (t ≥ 0)

u|t=0 = φ(x),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x) (0 ≤ x ≤ l)

其中 f(x, t)、µ(t)、ν(t)、φ(x)、ψ(x) 都是已知函数
为了将边界条件齐次化，取 u0(x, t) = µ(t) +

x

l
[ν(t)− µ(t)]，有

u0|x=0 = µ(t), u0|x=l = ν(t),
∂2u0

∂t2
= µ′′(t) +

x

l
[ν′′(t)− µ′′(t)],

∂2u0

∂x2
= 0

从而，未知函数 v(x, t) = u(x, t)− u0(x, t) 满足
∂2v

∂t2
− a2

∂2v

∂x2
= f(x, t)−

(
∂2u0

∂t2
− a2

∂2u0

∂x2

)
= f(x, t)− µ′′(t)− x

l
[ν′′(t)− µ′′(t)]
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v(x, t) 的定解问题
于是，v(x, t) 的定解问题为

∂2v

∂t2
− a2

∂2v

∂x2
= f(x, t)− µ′′(t)− x

l
[ν′′(t)− µ′′(t)] (0 < x < l, t > 0)

v|x=0 = 0, v|x=l = 0 (t ≥ 0)

v|t=0 = φ(x)− µ(0)− x

l
[ν(0)− µ(0)] (0 ≤ x ≤ l)

∂v

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x)− µ′(0)− x

l
[ν′(0)− µ′(0)] (0 ≤ x ≤ l)

其中边界条件已经齐次化

至于方程和初始条件则与原来没有本质差异，只是形式上复杂了一些

当然，也可以选择 u0(x, t) = µ(t) +
x2

l2
[ν(t)− µ(t)] 来将边界条件齐次化

但显然不如 u0(x, t) = µ(t) +
x

l
[ν(t)− µ(t)] 来得简单
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§3.2 非齐次方程的本征函数展开法
假设边界条件已经齐次化，则弦振动方程第一边值问题的一般形式是

∂2u

∂t2
− a2

∂2u

∂x2
= f(x, t) (0 < x < l, t > 0)

u|x=0 = 0, u|x=l = 0 (t ≥ 0)

u|t=0 = φ(x),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x) (0 ≤ x ≤ l)

这可以看作两端固定的弦的受迫振动问题，现在求解它

u(x, t) 是 x 和 t 两个变量的函数，如果固定时刻 t，那么它就只是 x 的函数
这时它可以展开为某一完备的本征函数族的线性组合

比如利用前两节中出现的本征函数族
{

sin nπx
l

}∞

n=1
或
{

cos nπx
l

}∞

n=0

当时刻 t 变化时，展开系数也就相应地不同，所以展开系数变成 t 的函数，即

u(x, t) =

∞∑
n=1

Tn(t) sin nπx
l

或 u(x, t) =

∞∑
n=0

Tn(t) cos nπx
l
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本征函数族的选择
当然，还可以将 u(x, t) 展开为其它形式
我们的思路是，通过选择适当的函数族 {Tn(t)}，可以使展开式满足定解问题

如此，则展开式 u(x, t) =

∞∑
n=0

Tn(t) cos nπx
l
显然不可取

因为它不满足边界条件 u|x=0 = u|x=l = 0

但是，满足边界条件的展开式也可能还有其它形式
选读的 §3.3 进一步讨论选择本征函数族的依据，现在我们只是指出，

应该用相应齐次方程的定解问题中所解出的本征函数族
来展开未知函数 u(x, t)

所以，如果相应齐次方程的定解问题不是熟悉的，就应该先对它进行求解
即令 f(x, t) = 0 进行求解，只需求解本征函数族，不必求一般解及其系数
获得本征函数族之后再作 u(x, t) 的展开式

余钊焕 （中山大学） 第七章　第 3 节　非齐次方程与非齐次边界条件 13 / 35



o o o o o o o o o o

非齐次方程与非齐次边界条件

o o o o o o o o o o o

本征函数展开法

o o o o o o o o

弦振动问题的解

o o o o

边界条件齐次化的一般方法

本征函数族的选择
当然，还可以将 u(x, t) 展开为其它形式
我们的思路是，通过选择适当的函数族 {Tn(t)}，可以使展开式满足定解问题

如此，则展开式 u(x, t) =

∞∑
n=0

Tn(t) cos nπx
l
显然不可取

因为它不满足边界条件 u|x=0 = u|x=l = 0

但是，满足边界条件的展开式也可能还有其它形式
选读的 §3.3 进一步讨论选择本征函数族的依据，现在我们只是指出，

应该用相应齐次方程的定解问题中所解出的本征函数族
来展开未知函数 u(x, t)

所以，如果相应齐次方程的定解问题不是熟悉的，就应该先对它进行求解
即令 f(x, t) = 0 进行求解，只需求解本征函数族，不必求一般解及其系数
获得本征函数族之后再作 u(x, t) 的展开式

余钊焕 （中山大学） 第七章　第 3 节　非齐次方程与非齐次边界条件 13 / 35



o o o o o o o o o o

非齐次方程与非齐次边界条件

o o o o o o o o o o o

本征函数展开法

o o o o o o o o

弦振动问题的解

o o o o

边界条件齐次化的一般方法

各个已知函数的展开式
对于目前的问题，展开式 u(x, t) =

∞∑
n=1

Tn(t) sin nπx
l
正好是恰当的选择

它已经满足边界条件 u|x=0 = u|x=l = 0

现在应该将它代入方程和初始条件以确定函数族 {Tn(t)} 所应满足的条件
为此，把各式右边的函数作相应的展开：

f(x, t) =
∞∑

n=1

fn(t) sin nπx
l
, fn(t) =

2

l

∫ l

0

f(x, t) sin nπx
l

dx, n ∈ N+

φ(x) =
∞∑

n=1

φn sin nπx
l
, φn =

2

l

∫ l

0

φ(x) sin nπx
l

dx, n ∈ N+

ψ(x) =
∞∑

n=1

ψn sin nπx
l
, ψn =

2

l

∫ l

0

ψ(x) sin nπx
l

dx, n ∈ N+

这里各个展开系数 fn(t)、φn 和 ψn 都是己知的
它们原则上可以通过上面的积分从已知函数 f(x, t)、φ(x) 和 ψ(x) 计算出来
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代入展开式

将这些展开式和 u(x, t) =

∞∑
n=1

Tn(t) sin nπx
l
一起代入

方程 ∂2u

∂t2
− a2

∂2u

∂x2
= f(x, t) 和初始条件 u|t=0 = φ(x),

∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x)，得

∞∑
n=1

[
T ′′
n (t) +

(nπa
l

)2
Tn(t)

]
sin nπx

l
=

∞∑
n=1

fn(t) sin nπx
l

∞∑
n=1

Tn(0) sin nπx
l

=

∞∑
n=1

φn sin nπx
l

∞∑
n=1

T ′
n(0) sin nπx

l
=

∞∑
n=1

ψn sin nπx
l

根据本征函数的正交性，容易知道以上各式两边的展开系数应该分别相等

只要将以上各式两边同时乘以某个本征函数 sin kπx
l
，然后从 0 到 1 积分，就可

以得到这个结论
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常微分方程初值问题
要求展开系数分别相等，就得到一系列常微分方程的初值问题 T ′′

n (t) +
(nπa

l

)2
Tn(t) = fn(t)

Tn(0) = φn, T ′
n(0) = ψn

解 相应齐次常微分方程 T̃ ′′
n (t) +

(nπa
l

)2
T̃n(t) = 0 的通解为

T̃n(t) = An cos nπat
l

+Bn sin nπat
l

利用常数变量法，设非齐次常微分方程 T ′′
n (t) +

(nπa
l

)2
Tn(t) = fn(t) 的解为

Tn(t) = An(t) cos nπat
l

+Bn(t) sin nπat
l

求导，得

T ′
n(t) = A′

n(t) cos nπat
l

− nπa

l
An(t) sin nπat

l
+B′

n(t) sin nπat
l

+
nπa

l
Bn(t) cos nπat

l
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进一步求解

为避免 T ′′
n (t) 中出现待定函数 An(t) 和 Bn(t) 的二阶导数，令

A′
n(t) cos nπat

l
+B′

n(t) sin nπat
l

= 0

从而 T ′
n(t) = −nπa

l
An(t) sin nπat

l
+
nπa

l
Bn(t) cos nπat

l
，则

T ′′
n (t) =

nπa

l

[
−A′

n(t) sin nπat
l

+B′
n(t) cos nπat

l

]
−
(nπa

l

)2[
An(t) cos nπat

l
+Bn(t) sin nπat

l

]
=

nπa

l

[
−A′

n(t) sin nπat
l

+B′
n(t) cos nπat

l

]
−
(nπa

l

)2
Tn(t)

故 nπa

l

[
−A′

n(t) sin nπat
l

+B′
n(t) cos nπat

l

]
= T ′′

n (t) +
(nπa

l

)2
Tn(t) = fn(t)

余钊焕 （中山大学） 第七章　第 3 节　非齐次方程与非齐次边界条件 17 / 35



o o o o o o o o o o

非齐次方程与非齐次边界条件

o o o o o o o o o o o

本征函数展开法

o o o o o o o o

弦振动问题的解

o o o o

边界条件齐次化的一般方法

求待定函数

于是得到关于待定函数的导数 A′
n(t) 和 B′

n(t) 的代数方程组
A′

n(t) cos nπat
l

+B′
n(t) sin nπat

l
= 0

−A′
n(t) sin nπat

l
+B′

n(t) cos nπat
l

=
l

nπa
fn(t)

求得 A′
n(t) = − l

nπa
fn(t) sin nπat

l
和 B′

n(t) =
l

nπa
fn(t) cos nπat

l
，积分得

An(t) = An(0)−
l

nπa

∫ t

0

fn(τ) sin nπaτ
l

dτ

Bn(t) = Bn(0) +
l

nπa

∫ t

0

fn(τ) cos nπaτ
l

dτ

将以上两式代回解式 Tn(t) = An(t) cos nπat
l

+Bn(t) sin nπat
l
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初值问题的解

推出
Tn(t) = An(0) cos nπat

l
+Bn(0) sin nπat

l

+
l

nπa

∫ t

0

fn(τ)

[
sin nπat

l
cos nπaτ

l
− cos nπat

l
sin nπaτ

l

]
dτ

= An(0) cos nπat
l

+Bn(0) sin nπat
l

+
l

nπa

∫ t

0

fn(τ) sin
[nπa

l
(t− τ)

]
dτ

根据 d
dt

∫ t

0

f(τ)g(t, τ) dτ = f(t)g(t, t) +

∫ t

0

f(τ)
∂g(t, τ)

∂t
dτ，有

T ′
n(t) = −nπa

l
An(0) sin nπat

l
+
nπa

l
Bn(0) cos nπat

l
+

∫ t

0

fn(τ) cos
[nπa

l
(t− τ)

]
dτ

由初值条件得 Tn(0) = An(0) = φn 和 T ′
n(0) =

nπa

l
Bn(0) = ψn，解为

Tn(t) = φn cos nπat
l

+
lψn

nπa
sin nπat

l
+

l

nπa

∫ t

0

fn(τ) sin
[nπa

l
(t− τ)

]
dτ
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定解问题的解

将 Tn(t) = φn cos nπat
l

+
lψn

nπa
sin nπat

l
+

l

nπa

∫ t

0

fn(τ) sin
[nπa

l
(t− τ)

]
dτ

代入 u(x, t) =

∞∑
n=1

Tn(t) sin nπx
l
，就得到定解问题的解

u(x, t) =

∞∑
n=1

sin nπx
l

{
φn cos nπat

l
+
lψn

nπa
sin nπat

l

+
l

nπa

∫ t

0

fn(τ) sin
[nπa

l
(t− τ)

]
dτ
}

如果 f(x, t) = 0，则所有 fn(t) = 0，解退化为

u(x, t) =

∞∑
n=1

sin nπx
l

(
φn cos nπat

l
+
lψn

nπa
sin nπat

l

)
这正是 §1 求解齐次波动方程时得到的解
虽然上面只讨论波动方程的非齐次边界条件的齐次化和非齐次方程的求解，但所

用方法完全可用于处理热传导方程的类似定解问题；至于稳定场方程，§4 再作讨论
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注

解式 Tn(t) = φn cos nπat
l

+
lψn

nπa
sin nπat

l
+

l

nπa

∫ t

0

fn(τ) sin
[nπa

l
(t− τ)

]
dτ

主要用于显示一般结果，并与相应齐次方程的结果进行比较
在实际计算中，它并不方便，当 fn(t) 比较简单时，可以用一些特殊方法求解
对于一般的线性常微分方程，有以下结论

非齐次方程的通解 =齐次方程的通解+非齐次方程的特解

比如，若某一项 fn(t) = c 是常数，则方程 T ′′
n (t) +

(nπa
l

)2
Tn(t) = fn(t) 有一

个特解 T̄n(t) = c

(
l

nπa

)2

，它满足 T̄ ′′
n (t) = 0 和

(nπa
l

)2
T̄n(t) = c

故通解为 Tn(t) = An cos nπat
l

+Bn sin nπat
l

+ c

(
l

nπa

)2

其中任意常数 An 和 Bn 由初始条件 Tn(0) = φn 和 T ′
n(0) = ψn 确定
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其它例子
当某一项 fn(t) = c t 是线性函数时

方程 T ′′
n (t) +

(nπa
l

)2
Tn(t) = fn(t) 有一个特解 T̂n(t) = c t

(
l

nπa

)2

它满足 T̂ ′′
n (t) = 0 和

(nπa
l

)2
T̂n(t) = c t，于是通解为

Tn(t) = An cos nπat
l

+Bn sin nπat
l

+ c t

(
l

nπa

)2

若某一项 fn(t) = c cosωt+ d sinωt 是三角函数，其中 ω ̸= nπa

l
（相应本征频率）

则可假定特解的形式为 T̃n(t) = C cosωt+D sinωt

将它和 T̃ ′′
n (t) = −ω2(Ccosωt+Dsinωt) 代入方程，得

T̃ ′′
n (t) +

(nπa
l

)2
T̃n(t) =

[(nπa
l

)2
− ω2

]
(C cosωt+D sinωt)

= fn(t) = c cosωt+ d sinωt

比较三角函数的系数，推出 C =
c

(nπa/l)2 − ω2
和 D =

d

(nπa/l)2 − ω2
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Laplace 变换法

从而得到 fn(t) = c cosωt+ d sinωt 时的通解为

Tn(t) = An cos nπat
l

+Bn sin nπat
l

+
c cosωt+ d sinωt
(nπa/l)2 − ω2

这个解在 ω =
nπa

l
处发散，意味着共振的发生，因而前面假定 ω ̸= nπa

l

实际上，利用 Laplace 变换法可以简捷地求解常微分方程初值问题 T ′′
n (t) +

(nπa
l

)2
Tn(t) = fn(t)

Tn(0) = φn, T ′
n(0) = ψn

Laplace 变换法也可用于求解偏微分方程的定解问题，但本课程不作介绍
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前面讨论的弦振动问题

x = 0
x = l

A bBMωt回到一开始讨论的弦振动问题

∂2u

∂t2
− a2

∂2u

∂x2
= 0 (0 < x < l, t > 0)

u|x=0 = 0, u|x=l = A sinωt (t ≥ 0)

u|t=0 = 0,
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0 (0 ≤ x ≤ l)

前面在取 u0(x, t) =
x

l
A sinωt 之后，v(x, t) = u(x, t)− u0(x, t) 满足定解问题

∂2v

∂t2
− a2

∂2v

∂x2
=
ω2Ax

l
sinωt (0 < x < l, t > 0)

v|x=0 = 0, v|x=l = 0 (t ≥ 0)

v|t=0 = 0,
∂v

∂t

∣∣∣∣
t=0

= −ωAx
l

(0 ≤ x ≤ l)

这是上述一般形式在 f(x, t) =
ω2Ax

l
sinωt, φ(x) = 0, ψ(x) = −ωAx

l
时的特例
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计算 fn(t)

利用∫ l

0

x sin nπx
l

dx = − l

nπ

∫ l

0

x d cos nπx
l

= − l

nπ

(
x cos nπx

l

∣∣∣∣l
0

−
∫ l

0

cos nπx
l

dx
)

= − l

nπ

(
l cosnπ − l

nπ
sin nπx

l

∣∣∣∣l
0

)
= − l2

nπ
cosnπ = − (−)nl2

nπ

得到 fn(t) =
2

l

∫ l

0

f(x, t) sin nπx
l

dx =
2ω2A

l2
sinωt

∫ l

0

x sin nπx
l

dx

=
2ω2A

l2
sinωt

[
− (−)nl2

nπ

]
= −2(−)nω2A

nπ
sinωt

与 fn(t) = c cosωt+ d sinωt 比较，有 c = 0, d = −2(−)nω2A

nπ

故 Tn(t) = An cos nπat
l

+Bn sin nπat
l

+
c cosωt+ d sinωt
(nπa/l)2 − ω2

= An cos nπat
l

+Bn sin nπat
l

+
2ω2A

nπ

(−)n

ω2 − (nπa/l)2
sinωt
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计算 Tn(t)

φ(x) = 0 意味着 An = Tn(0) = φn = 0，而 ψ(x) = −ωAx
l
表明

ψn =
2

l

∫ l

0

ψ(x) sin nπx
l

dx = −2ωA

l2

∫ l

0

x sin nπx
l

dx = −2ωA

l2
(−)n+1l2

nπ
=

2(−)nωA

nπ

Bn
nπa

l
+

2ω3A

nπ

(−)n

ω2 − (nπa/l)2
= T ′

n(0) = ψn =
2(−)nωA

nπ

nπa

l
Bn =

2(−)nωA

nπ
− 2ω3A

nπ

(−)n

ω2 − (nπa/l)2
=

2(−)nωA

nπ

{
1− ω2

ω2 − (nπa/l)2

}
=

2(−)nωA

nπ

−(nπa/l)2

ω2 − (nπa/l)2
= −2ωAnπa2

l2
(−)n

ω2 − (nπa/l)2

因此 Bn = −2ωAa

l

(−)n

ω2 − (nπa/l)2
，从而

Tn(t) = −2ωAa

l

(−)n

ω2 − (nπa/l)2
sin nπat

l
+

2ω2A

nπ

(−)n

ω2 − (nπa/l)2
sinωt

=
2ωAa

l

(−)n

ω2 − (nπa/l)2

(
ωl

nπa
sinωt− sin nπat

l

)
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定解问题的解

共振解的动画演示

于是，v(x, t) 的解为

v(x, t) =

∞∑
n=1

Tn(t) sin nπx
l

=
2ωAa

l

∞∑
n=1

(−)n

ω2 − (nπa/l)2

(
ωl

nπa
sinωt− sin nπat

l

)
sin nπx

l

最终，原定解问题的解为
u(x, t) = u0(x, t) + v(x, t)

=
x

l
A sinωt+ 2ωAa

l

∞∑
n=1

(−)n

ω2 − (nπa/l)2

(
ωl

nπa
sinωt− sin nπat

l

)
sin nπx

l

当 ω → nπa

l
时趋于 (−)n

2nπa/l

(
l

nπa
sin nπat

l
+ t cos nπat

l

)
前面取 u0(x, t) = A

sin(ωx/a)
sin(ωl/a) sinωt 时求得的解为

ũ(x, t) =
A

sin(ωl/a) sinωt sin ωx
a

− 2ωAa

l

∞∑
n=1

(−)n

ω2 − (nπa/l)2
sin nπat

l
sin nπx

l

定解问题的解具有唯一性，虽然这两个解的形式不同，但实质是一样的
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=
x

l
A sinωt+ 2ωAa

l

∞∑
n=1

(−)n

ω2 − (nπa/l)2

(
ωl

nπa
sinωt− sin nπat

l

)
sin nπx

l

当 ω → nπa

l
时趋于 (−)n

2nπa/l

(
l

nπa
sin nπat

l
+ t cos nπat

l

)

前面取 u0(x, t) = A
sin(ωx/a)
sin(ωl/a) sinωt 时求得的解为

ũ(x, t) =
A

sin(ωl/a) sinωt sin ωx
a

− 2ωAa

l

∞∑
n=1

(−)n

ω2 − (nπa/l)2
sin nπat

l
sin nπx

l

定解问题的解具有唯一性，虽然这两个解的形式不同，但实质是一样的
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比较两个解

为了从图像上比较两个解，定义

um(x, t) ≡ x

l
A sinωt+ 2ωAa

l

m∑
n=1

(−)n

ω2 − (nπa/l)2

(
ωl

nπa
sinωt− sin nπat

l

)
sin nπx

l

ũm(x, t) ≡ A

sin(ωl/a) sinωt sin ωx
a

− 2ωAa

l

m∑
n=1

(−)n

ω2 − (nπa/l)2
sin nπat

l
sin nπx

l

则两个解分别对应于
u(x, t) = lim

m→∞
um(x, t)

ũ(x, t) = lim
m→∞

ũm(x, t)

下面以 m = 3、m = 10 和 m = 100 分别作图
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§3.4 边界条件齐次化的一般方法
一维波动方程或热传导方程定解问题边界条件的最一般形式是(

α
∂u

∂x
−βu

) ∣∣∣∣
x=0

= µ(t),

(
γ
∂u

∂x
+ δu

) ∣∣∣∣
x=l

= ν(t)

其中 α, β, γ, δ ≥ 0，但 α 和 β 不同时为零，γ 和 δ 不同时为零
注意两式中的符号差异

上述形式包括了第一、二、三类边界条件的各种情况
比如，在 x = 0 端，若 α = 0，则是第一类边界条件

若 β = 0，则是第二类边界条件
若 αβ ̸= 0，则是第三类边界条件

前面指出，将边界条件齐次化的思路是构造一个尽可能简单的函数 u0(x, t)

它与未知函数 u(x, t) 满足相同的边界条件
然后令 u(x, t) = v(x, t) + u0(x, t)，则新的未知函数 v(x, t) 满足齐次的边界条件
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边界条件齐次化的一般方法

构造 u0(x, t)

(
α
∂u

∂x
− βu

) ∣∣∣∣
x=0

= µ(t),

(
γ
∂u

∂x
+ δu

) ∣∣∣∣
x=l

= ν(t)

现在问题的关键是构造 u0(x, t)，它作为 t 的函数，必定与 µ(t) 和 ν(t) 有关
由于边界条件只涉及 x = 0 和 x = l 两个点，可以假设下列对 x 为线性的形式

u0(x, t) = A(t) + xB(t)

然后代入边界条件以确定 A(t) 和 B(t)

如果两端都是第二类边界条件，则 β = δ = 0，符合边界条件的 u0(x, t) 必须满足(
α
∂u0

∂x
− βu0

) ∣∣∣∣
x=0

= αB(t) = µ(t),

(
γ
∂u0

∂x
+ δu0

) ∣∣∣∣
x=l

= γB(t) = ν(t)

这两个式子只有当 µ(t)

α
=
ν(t)

γ
= B(t) 时才能同时满足

因而一般情况下不能使用 u0(x, t) = A(t) + xB(t)
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第一类边界条件
对于这种两端都是第二类边界条件的情况，可以假设下列对 x 为二次的形式

u0(x, t) = xA(t) + x2B(t)

然后代入边界条件以确定 A(t) 和 B(t)

除了这种情况，都可以使用线性形式 u0(x, t) = A(t) + xB(t)，下面举几个例子

第一类边界条件：u|x=0 = µ(t), u|x=l = ν(t)

将 u0(x, t) = A(t) + xB(t) 代入边界条件，得

u0|x=0 = A(t) = µ(t), u0|x=l = A(t) + lB(t) = ν(t)

故 B(t) =
1

l
[ν(t)−A(t)] =

1

l
[ν(t)− µ(t)]，于是

u0(x, t) = µ(t) +
x

l
[ν(t)− µ(t)]
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第二类和混合边界条件

第二类边界条件：∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= µ(t),
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=l

= ν(t)

将 u0(x, t) = xA(t) + x2B(t) 代入边界条件，得
∂u0

∂x

∣∣∣∣
x=0

= A(t) = µ(t),
∂u0

∂x

∣∣∣∣
x=l

= A(t) + 2lB(t) = ν(t)

故 B(t) =
1

2l
[ν(t)−A(t)] =

1

2l
[ν(t)− µ(t)]，于是

u0(x, t) = xµ(t) +
x2

2l
[ν(t)− µ(t)]

混合边界条件：u|x=0 = µ(t),
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=l

= ν(t)

将 u0(x, t) = A(t) + xB(t) 代入边界条件，得

u0|x=0 = A(t) = µ(t),
∂u0

∂x

∣∣∣∣
x=l

= B(t) = ν(t)

于是 u0(x, t) = µ(t) + xν(t)
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