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第三章 解析函数的幂级数展开

本章先介绍复数级数、尤其是幂级数的性质

然后利用 Cauchy 积分公式导出解析函数的 Taylor 展开式
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§1 复常数项级数
§1.1 基本概念与基本判敛法

复常数项级数具有
∞∑

k=1

αk = α1 + α2 + · · ·+ αk + · · ·

的形式，其中每一项都是复数

sn =
n∑

k=1

αk 称为其部分和

如果 lim
n→∞

sn = s 是有限复数，则称级数收敛于 s

s 称为它的和，记作
∞∑

k=1

αk = s

若级数不收敛于有限复数，则称它发散

注 发散包括两种情况： lim
n→∞

sn = ∞； 数列 {sn}∞n=1 没有极限
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数列的 Cauchy 收敛原理

对于数列 {sn}∞n=1 是否收敛、即其极限是否存在的问题，类似于实数列，有下述
Cauchy 收敛原理
数列 {sn}∞n=1 收敛的充要条件是

∀ ε > 0, ∃n ∈ N+, ∀ p ∈ N+, 均有 |sn+p − sn| < ε

其中 N+ 表示正整数的集合
这一精确描述的大意是，从某一项 sn 开始，数列的各项 sn+1, sn+2, · · · 均聚集在

它附近，这样就容易理解极限的存在了

s1, s2, · · · , sn, sn+1, · · · , sn+p, · · ·
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数列 Cauchy 收敛原理的第二种表述

Cauchy 收敛原理也称为 Cauchy 判敛准则，它的另一种更常见的表述如下

数列 {sn}∞n=1 收敛的充要条件是

∀ ε > 0, ∃n0 ∈ N+, 当 n > n0 时, ∀ p ∈ N+, 均有 |sn+p − sn| < ε

这一精确描述的大意是，当数列下标足够大以后，任何两项的距离都可以任意小

更形象地说，越往后，数列的各项就越是挤在一起，这样也容易理解极限的存在

s1, s2, · · · , sn0 , · · · , sn, sn+1, · · · , sn+p, · · ·
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两种表述的区别

Cauchy 收敛原理两种表述的区别如下

在第一种表述中，n 足够大但固定

在第二种表述中，n 足够大但也是任意的

容易证明两种表述是等价的

第一种表述显得更简洁，对于多数具体应用情景也更便于操作

举例来说，考虑数列 {sn}∞n=1 的通项对于 s3n、s3n+1 和 s3n+2 具有不同的形式，
用 Cauchy 收敛原理研究其敛散性

如果按照第一种表述，只需要考察 3 种情况

而按照第二种表述，则需要考察 9 种情况

今后较多地采用第一种表述，但视具体情况有时候也采用第二种表述
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级数的 Cauchy 收敛原理
根据数列的 Cauchy 收敛原理，立得关于级数的 Cauchy 收敛原理

定理（Cauchy 收敛原理） 级数
∞∑

k=1

αk 收敛的充要条件是

∀ ε > 0, ∃n ∈ N+, ∀ p ∈ N+, 均有
∣∣∣∣∣

p∑
k=1

αn+k

∣∣∣∣∣ < ε

对于 sn =
n∑

k=1

αk，有

sn+p − sn =

n+p∑
k=1

αk −
n∑

k=1

αk =

n+p∑
k=n+1

αk =

p∑
k=1

αn+k

故 |sn+p − sn| < ε 意味着
∣∣∣∣∣

p∑
k=1

αn+k

∣∣∣∣∣ < ε

再
利用三角不等式，易得

|αn+p| =

∣∣∣∣∣
p∑

k=1

αn+k −
p−1∑
k=1

αn+k

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣

p∑
k=1

αn+k

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
p−1∑
k=1

αn+k

∣∣∣∣∣ < 2ε

所以级数
∞∑

k=1

αk 收敛的必要条件是 lim
k→∞

αk = 0

如果这一条件得不到满足，马上可以断定级数是发散的

注 如果采用 Cauchy 收敛原理的第二种表述，则
∣∣∣∣ p∑
k=1

αn+k

∣∣∣∣ < ε 中的 n 在足够

大的前提下是任意的，此时只需取 p = 1，则 |αn+1| < ε 即是收敛的必要条件
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绝对收敛和条件收敛
Cauchy 收敛原理无疑是一个最基本的判别法，但是使用它需要计算求和式

p∑
k=1

αn+k，或至少要估计其模的上限

这只有在少数简单情况下可以做到，比如几何级数（即等比级数）
∞∑

k=1

αk

在级数
∞∑

k=1

αk 中添加或去掉有限项，并不改变级数的收敛或发散性质

如果级数
∞∑

k=1

|αk| 收敛，则称级数
∞∑

k=1

αk 绝对收敛

收敛但不绝对收敛的级数称为条件收敛
定理 绝对收敛的级数必定收敛

这是因为三角不等式表明
∣∣∣∣ p∑
k=1

αn+k

∣∣∣∣ ≤ p∑
k=1

|αn+k| =
∣∣∣∣ p∑
k=1

|αn+k|
∣∣∣∣

从而由
∣∣∣∣ p∑
k=1

|αn+k|
∣∣∣∣ < ε 可以推出

∣∣∣∣ p∑
k=1

αn+k

∣∣∣∣ < ε，反之则不然
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判敛操作
在实际操作上，给定一个级数

∞∑
k=1

αk，先看看 lim
k→∞

αk = 0 是否满足

若不满足，马上可以断定级数发散

若满足，再看看相应的级数
∞∑

k=1

|αk| 是否收敛

若收敛，则原级数绝对收敛

由于级数
∞∑

k=1

|αk| 是正项级数 (|αk| ≥ 0)，可用高等数学中的正项级数判别法来

判敛，如比较判别法、Cauchy 判别法、d’Alembert 判别法、Cauchy 积分判别法等

如果 lim
k→∞

αk = 0 满足，而级数
∞∑

k=1

|αk| 又不收敛，则需要进一步判断原级数是

发散还是条件收敛

不过，如果是由 Cauchy 判别法或 d’Alembert 判别法得到级数
∞∑

k=1

|αk| 发散，

则原级数必定也发散，因为这时 lim
k→∞

αk = 0 必不满足
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∞∑

k=1

|αk| 发散，

则原级数必定也发散，因为这时 lim
k→∞

αk = 0 必不满足
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回顾：实数域上正项级数的判别法

比较判别法：两正项级数
∞∑

k=1

uk 和
∞∑

k=1

vk 满足 uk ≤ vk (k ∈ N+)，则由
∞∑

k=1

vk

收敛可断定
∞∑

k=1

uk 也收敛，由
∞∑

k=1

uk 发散可断定
∞∑

k=1

vk 也发散

Cauchy 判别法：若正项级数
∞∑

k=1

uk 满足 lim
k→∞

k
√
uk = l，则 l < 1 时级数收敛，

l > 1 时级数发散，l = 1 时级数可能收敛也可能发散

d’Alembert 判别法：若正项级数
∞∑

k=1

uk (uk > 0) 满足 lim
k→∞

uk+1

uk
= l，则 l < 1

时级数收敛，l > 1 时级数发散，l = 1 时级数可能收敛也可能发散
Cauchy 积分判别法：若存在单调下降的非负函数 f(x) (x ≥ 1)，使得

un = f(n), n ∈ N+,

则正项级数
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∫ ∞

1

f(x) dx 收敛
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例

回到刚才的讨论，其它情况下要进一步判断原级数是否条件收敛就比较困难

这时可以尝试计算求和式
p∑

k=1

αn+k，或估计其模的上限

如果成功，就可以用 Cauchy 收敛原理来判断；如果求和式
p∑

k=1

αn+k 无法计算

或估计上限，则可以尝试选读 §1.2 介绍的 Abel 判别法和 Dirichlet 判别法
就我们所知，并没有什么方法能够百分之百地解决任何级数的判敛问题
即使是正项级数，虽然有一些更敏锐的判别法可资利用，比如选读 §1.5 介绍的

Gauss 判别法，但也并不存在一劳永逸的解决方案

例 几何级数
∞∑

k=1

αk

当 |α| < 1 时，由于正项级数
∞∑

k=1

|α|k =
|α|

1− |α| 收敛，故原级数绝对收敛

当 |α| ≥ 1 时， lim
k→∞

αk = lim
k→∞

|α|k exp(ik Argα) ̸= 0，故原级数发散
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§2 复函数项级数
§2.1 普通函数项级数

设级数
∞∑

k=1

fk(z) 的每一项都是定义在点集 E 上的复变函数，则该级数称为复函

数项级数
sn(z) =

n∑
k=1

fk(z) 称为其部分和

如果对 E 中的一点 z0，常数项级数
∞∑

k=1

fk(z0) 收敛，则称级数在 z0 处收敛

如果 ∀ z ∈ E，级数都收敛，则称它在点集 E 上收敛
这时级数在 E 上每点有和，记作 f(z)，称为其和函数，即

∞∑
k=1

fk(z) = f(z)

从上述定义可以看出，这是一个逐点收敛的概念
取定一点，则级数成为一个常数项级数，其判敛方法与上节所述无异
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§2.2 一致收敛的函数项级数
对于函数项级数的研究，不能只是满足于逐点收敛的概念

因为即使级数
∞∑

k=1

fk(z) 在 E 上处处收敛，也看不出它在 E 上各点行为有何共性

既然是函数项级数，我们自然更关心这种共性
更重要的是，即使级数在 E 上处处收敛，也无法由级数中各项均具有的某种性质

（比如连续、可导）而推断其和函数 f(z) 具有同种性质

为了研究和函数 f(z) 的性质，一个关键的概念是一致收敛，即级数在各点的收敛
速度大致相同
一致收敛定义 设在点集 E 上存在函数 f(z)，如果 ∀ ε > 0，∃n0 ∈ N+，当

n > n0 时，
|sn(z)− f(z)| < ε

在 E 上处处成立，则称级数
∞∑

k=1

fk(z) 在 E 上一致收敛于 f(z)
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收敛与一致收敛的区别
按这一定义，一致收敛当然就收敛，但反之则不然

让我们看看收敛与一致收敛的区别在于何处

如果级数
∞∑

k=1

fk(z) 在 E 上收敛于 f(z)，则 ∀ ε > 0，对于每一点 z ∈ E，

∃n0 ∈ N+，当 n > n0 时，|sn(z)− f(z)| < ε 在该点 z 成立

由此可以看出，对于同样的 ε，不同的点 z 可能需要不同的 n0，即 n0 = n0(ε, z)

这样就存在一种可能性，当 z 沿某一趋势变化时，比如 z → z0 (z, z0 ∈ E) 时，
所需的 n0 = n0(ε, z) 越来越大，以至于无法找到其有限的上界

亦即无法找到一个共同的 n0，使得当 n > n0 时，|sn(z)− f(z)| < ε 在 E 上一
致成立

另一方面，一致收敛的定义正是要求存在这样一个共同的 n0 = n0(ε)，它不依赖
于 z，而只与 ε 有关

余钊焕 （中山大学） 第三章 解析函数的幂级数展开 14 / 39



o o o o o o o o o o

复常数项级数

o o o o o o o o

复函数项级数

o o o o o o o

幂级数

o o o o o o o o o o o

解析函数的 Taylor 展开

o

解析开拓的基本概念

收敛与一致收敛的区别
按这一定义，一致收敛当然就收敛，但反之则不然

让我们看看收敛与一致收敛的区别在于何处

如果级数
∞∑

k=1

fk(z) 在 E 上收敛于 f(z)，则 ∀ ε > 0，对于每一点 z ∈ E，

∃n0 ∈ N+，当 n > n0 时，|sn(z)− f(z)| < ε 在该点 z 成立

由此可以看出，对于同样的 ε，不同的点 z 可能需要不同的 n0，即 n0 = n0(ε, z)

这样就存在一种可能性，当 z 沿某一趋势变化时，比如 z → z0 (z, z0 ∈ E) 时，
所需的 n0 = n0(ε, z) 越来越大，以至于无法找到其有限的上界

亦即无法找到一个共同的 n0，使得当 n > n0 时，|sn(z)− f(z)| < ε 在 E 上一
致成立

另一方面，一致收敛的定义正是要求存在这样一个共同的 n0 = n0(ε)，它不依赖
于 z，而只与 ε 有关

余钊焕 （中山大学） 第三章 解析函数的幂级数展开 14 / 39



o o o o o o o o o o

复常数项级数

o o o o o o o o

复函数项级数

o o o o o o o

幂级数

o o o o o o o o o o o

解析函数的 Taylor 展开

o

解析开拓的基本概念

Weierstrass M-判别法

Karl Weierstrass
(1815–1897)

b

r

1

下面给出一个一致收敛的充分条件，它是一个常用的判别法
定理（Weierstrass M-判别法） 如果存在正数列 {Mk}∞k=1，

使得
|fk(z)| ≤ Mk, ∀ z ∈ E, k ∈ N+,

且正项级数
∞∑

k=1

Mk 收敛，则级数
∞∑

k=1

fk(z) 在点集 E 上绝对

收敛且一致收敛
证明见选读内容

例 3 级数
∞∑

k=1

zk 在 r < 1 的闭圆 |z| ≤ r 上绝对收敛且一致收敛

事实上，存在正项级数
∞∑

k=1

rk 满足上述定理的要求

该级数在单位圆 |z| < 1 上绝对收敛但不能一致收敛，见选读例 2
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例 4

b

1

θ

例 4 当 s > 1 时，级数
∞∑

k=1

eikθ

ks
在 0 ≤ θ < 2π 上绝对收敛且一致收敛

事实上，由于
∣∣∣∣eikθ

ks

∣∣∣∣ = 1

ks
(0 ≤ θ < 2π)，存在正项级数

∞∑
k=1

1

ks
（其收敛性见高

等数学教材）满足上述定理的要求

等价地说，当 s > 1 时，级数
∞∑

k=1

zk

ks
在单位圆周 |z| = 1 上绝对且一致收敛

实际上，由于
∣∣∣∣zkks

∣∣∣∣ ≤ 1

ks
(|z| ≤ 1)，此时它在闭圆

|z| ≤ 1 上绝对且一致收敛
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和函数连续定理

一致收敛的重要性体现在下面两个定理上

和函数连续定理 若级数
∞∑

k=1

fk(z) 的各项均在点集 E 上连续，且级数在 E 上一

致收敛于函数 f(z)，则 f(z) 也在 E 上连续

证明见选读内容

和函数在点 z0 ∈ E 连续就是 lim
z→z0

f(z) = f(z0)，也就是

lim
z→z0

∞∑
k=1

fk(z) = lim
z→z0

f(z) = f(z0) =
∞∑

k=1

fk(z0) =
∞∑

k=1

lim
z→z0

fk(z)

所以，可以等价地说，取极限与求和可以交换次序，其前提是级数要一致收敛
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逐项积分定理

逐项积分定理 若级数
∞∑

k=1

fk(z) 的各项均在曲线 C 上连续，且级数在 C 上一致

收敛于函数 f(z)，则可以沿 C 逐项积分，即∫
C

f(z) dz =
∞∑

k=1

∫
C

fk(z) dz

证明见选读内容
上式意味着

∞∑
k=1

∫
C

fk(z) dz =

∫
C

f(z) dz =

∫
C

∞∑
k=1

fk(z) dz

亦即积分与求和可以交换次序，其前提是级数要一致收敛

很容易想到的一个问题是，什么情况下求导与求和可以交换次序？
当然，只有在级数各项均可导、或者说各项均解析的条件下，这一问题才有意义
所以这是一个关于解析函数项级数的问题，下一小节就会给出答案
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fk(z) dz

证明见选读内容
上式意味着

∞∑
k=1

∫
C

fk(z) dz =

∫
C

f(z) dz =

∫
C

∞∑
k=1

fk(z) dz

亦即积分与求和可以交换次序，其前提是级数要一致收敛

很容易想到的一个问题是，什么情况下求导与求和可以交换次序？
当然，只有在级数各项均可导、或者说各项均解析的条件下，这一问题才有意义
所以这是一个关于解析函数项级数的问题，下一小节就会给出答案
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§2.3 解析函数项级数

D

若级数
∞∑

k=1

fk(z) 中各项均为解析函数，就称为解析函数项级数，有以下重要定理

Weierstrass 定理 若级数
∞∑

k=1

fk(z) 的各项均在区域 D 内解析，且级数在 D 内

的任一有界闭集上一致收敛（称为在 D 上内闭一致收敛）于函数 f(z)，则

1 和函数 f(z) 在 D 内解析

2 级数
∞∑

k=1

f
(p)
k (z) 在 D 上内闭一致收敛到 f (p)(z)，其中 p ∈ N+

注 这是一个非常重要的定理，它是级数理论的基石
复变函数论中的级数理论也称为 Weierstrass 级数理论
定理的证明见选读内容
这个定理是微积分中所没有的
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关于 Weierstrass 定理的讨论

b

r

1

微积分中，要求级数
∞∑

k=1

fk(x) 在区间 [a, b] 上收敛，各项都有导数，且
∞∑

k=1

f ′
k(x)

在 [a, b] 上一致收敛，才能逐项求导一次，并且不能保证可以进一步逐项求导
而这里只要求原级数一致收敛，且各项解析，那么就可以不断地逐项求导，且求

导后的级数也一致收敛到和函数的同阶导数

这里要求级数在 D 上内闭一致收敛，这比要求级数在 D 内一致收敛要弱

比如，级数
∞∑

k=1

zk 虽然在单位圆 |z| < 1 上不能一致收敛，但内闭一致收敛

这是因为例 3 表明它在闭圆 |z| ≤ r < 1 上一致收敛

从而，它的和函数 f(z) =
z

1− z
在单位圆 |z| < 1 内

解析，且可以逐项求导
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§3 幂级数
§3.1 幂级数的敛散性

形如
∞∑

n=0

cn(z − a)n (a ∈ C, cn ∈ C)

的级数称为幂级数

注 从本节开始，改用 n 来表示求和指标

并注意现在求和多了 n = 0 一项，不过这对于级数的性质没有什么影响

显然，幂级数的每一项 cn(z − a)n 都是解析函数

事实上，幂级数是最简单的解析函数项级数

根据 Weierstrass 定理，只要把级数的收敛区域研究清楚，那么和函数的解析性
质也就清楚了
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Abel 定理

Niels Henrik Abel
(1802–1829)

b ba z0

ρ

|z0 − a|

关于幂级数的敛散性，Abel 给出了下述重要定理

Abel 定理 如果幂级数
∞∑

n=0

cn(z − a)n 在某点 z0 ̸= a

收敛，则
1 它在圆 K : |z − a| < |z0 − a| 内绝对收敛
2 它在闭圆 Kρ : |z − a| ≤ ρ < |z0 − a| 内一致收敛（即在
圆 K 上内闭一致收敛）

证明 由已知条件，级数
∞∑

n=0

cn(z0 − a)n 收敛

故 ∃M > 0，使得 |cn(z0 − a)n| < M, n ∈ N

于是 |cn(z − a)n| = |cn(z0 − a)n|
∣∣∣∣ z − a

z0 − a

∣∣∣∣n < M

∣∣∣∣ z − a

z0 − a

∣∣∣∣n
当 |z − a| < |z0 − a| 时，以右边为通项的级数（它正比于几何级

数）收敛，由比较判别法，以左边为通项的级数亦收敛，即原级数在圆 K 上绝对收敛
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Abel 定理的推论 1

b ba z0

ρ

|z0 − a|

b ba z0

|z0 − a|

当 |z − a| ≤ ρ < |z0 − a| 时，有

|cn(z − a)n| < M

∣∣∣∣ z − a

z0 − a

∣∣∣∣n ≤ M

(
ρ

|z0 − a|

)n

右边是与 z 无关的正数，且以此为通项的级数显然收敛

由 Weierstrass M-判别法，原级数在闭圆 Kρ 上一致收敛 证毕

由 Abel 定理，立得以下推论

推论 1 如果幂级数
∞∑

n=0

cn(z − a)n 在某点 z0 ̸= a

发散，则它必在圆周 |z − a| = |z0 − a| 外发散

这是因为如果它在圆周 |z − a| = |z0 − a| 外某点收敛，
则 Abel 定理表明它必定在 z0 收敛，这与已知条件矛盾
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Abel 定理的推论 2

ba
R

由 Abel 定理和推论 1 可知，幂级数
∞∑

n=0

cn(z − a)n 在某点 z 收敛或发散只与该

点与 a 的距离 |z − a| 有关，而与该点相对于 a 点的方向无关
即只与 z − a 的模有关，而与其辐角无关
因此收敛点集与发散点集的分界必定是一个圆周，这就是下面的推论

推论 2 对于幂级数
∞∑

n=0

cn(z − a)n，∃R ≥ 0，使它在圆 |z − a| < R 上绝对收

敛且内闭一致收敛，而在圆外处处发散
R 称为收敛半径，|z − a| < R 称为收敛圆
而 |z − a| = R 称为收敛圆周

应当指出，对于幂级数
∞∑

n=0

cn(z − a)n 在

收敛圆周 |z − a| = R 上的敛散性，Abel 定理
及其推论没有给出结论
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§3.2 收敛半径的求法

Augustin-Louis Cauchy
(1789–1857)

Abel 定理的推论 2 可等价表达为：令 r = |z − a|，则正项

级数
∞∑

n=0

|cn|rn 当 0 ≤ r < R 时收敛，当 r > R 时发散

也就是说，R 是该正项级数的收敛区间与发散区间的分界点

根据判断正项级数敛散性的 Cauchy 判别法，不难推出下面
收敛半径的计算公式
定理（收敛半径的 Cauchy 计算公式） 如果 lim

n→∞
n
√

|cn| = l，

则幂级数
∞∑

n=0

cn(z − a)n 的收敛半径为 R =


1

l
, 0 < l < ∞

0, l = ∞
∞, l = 0

实际上，注意到 lim
n→∞

n
√

|cn|rn = lim
n→∞

n
√

|cn| r = lr

则正项级数
∞∑

n=0

|cn|rn 的收敛条件 lr < 1 等价于 r <
1

l
= R
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收敛半径的 d’Alembert 计算公式

Jean d’Alembert
(1717–1783)

由判断正项级数敛散性的 d’Alembert 判别法可推出另一个计算收敛半径的公式

定理（收敛半径的 d’Alembert 计算公式）如果 lim
n→∞

∣∣∣∣ cn+1

cn

∣∣∣∣ = l，则幂级数
∞∑

n=0

cn(z − a)n 的收敛半径为

R =


1

l
, 0 < l < ∞

0, l = ∞

∞, l = 0

实际上，注意到 lim
n→∞

|cn+1|rn+1

|cn|rn
= lim

n→∞

∣∣∣∣ cn+1

cn

∣∣∣∣r = lr

则正项级数
∞∑

n=0

|cn|rn 的收敛条件 lr < 1 等价于 r <
1

l
= R
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§3.3 和函数的解析性
知道了幂级数的收敛范围，由前面有关定理，就可以得到以下结论，证明见选读

定理 幂级数
∞∑

n=0

cn(z − a)n 在收敛圆 K : |z − a| < R 上有如下性质

1 和函数 f(z) =

∞∑
n=0

cn(z − a)n 解析

2 可以逐项求导，而收敛半径不变

比如，f ′(z) =
∞∑

n=0

[cn(z − a)n]′ =
∞∑

n=0

(n+ 1)cn+1(z − a)n 在 |z − a| < R 上

绝对收敛且内闭一致收敛

3 可以逐项积分，而收敛半径不变

比如，
∫ z

a

f(ζ) dζ =

∞∑
n=0

∫ z

a

cn(ζ − a)n dζ =

∞∑
n=0

cn
n+ 1

(z − a)n+1 在

|z − a| < R 上绝对收敛且内闭一致收敛
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§4 解析函数的 Taylor 展开
§4.1 Taylor 定理

Brook Taylor
(1685–1731)

b

b

b

a
zζ

ρ

R

K

Γρ

上节看到，一个幂级数在其收敛圆内具有解析的和函数
换句话说，它在收敛圆内代表一个解析函数
反过来，在圆内解析的函数是否可以展开成幂级数呢？
下面的定理给出了肯定的答案

Taylor 定理 设函数 f(z) 在圆 K : |z − a| < R 内解析，
则在 K 内可以展开为幂级数

f(z) =

∞∑
n=0

cn(z − a)n,

其中
cn =

1

2πi

∫
Γρ

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ =

f (n)(a)

n!
,

Γρ : |ζ − a| = ρ < R, n ∈ N,

且展开式是唯一的
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几何级数的和函数
为了证明 Taylor 定理，需要先推出几何级数在其收敛圆上的和函数

几何级数的部分和为
m∑

n=0

zn = 1 + z + z2 + · · ·+ zm−1 + zm

两边同时乘以 z，有 z
m∑

n=0

zn = z + z2 + z3 + · · ·+ zm + zm+1

两式相减，得 (1− z)
m∑

n=0

zn = 1− zm+1，即
m∑

n=0

zn =
1− zm+1

1− z

当 |z| < 1 时， lim
m→∞

zm+1 = lim
m→∞

|z|m+1 exp[i(m+ 1)Arg z] = 0，故

lim
m→∞

m∑
n=0

zn = lim
m→∞

1− zm+1

1− z
=

1

1− z

也就是说，几何级数在 |z| < 1 上的和函数为
∞∑

n=0

zn =
1

1− z
, |z| < 1
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Taylor 定理的证明

b

b

b

a
zζ

ρ

R

K

Γρ

证明 ∀ z ∈ K，总可以找到正数 ρ 使得 |z − a| < ρ < R

作圆周 Γρ : |ζ − a| = ρ，则 z 在其内部
显然，f(ζ) 在 K̄ρ : |ζ − a| ≤ ρ 上解析

根据 Cauchy 积分公式，有 f(z) =
1

2πi

∫
Γρ

f(ζ)

ζ − z
dζ

在 Γρ 上有
∣∣∣∣z − a

ζ − a

∣∣∣∣ < ρ

ρ
= 1，利用

∞∑
n=0

zn =
1

1− z
(|z| < 1) 推出

f(ζ)

ζ − z
=

f(ζ)

(ζ − a)− (z − a)
=

f(ζ)

ζ − a

1

1− (z − a)/(ζ − a)
=

f(ζ)

ζ − a

∞∑
n=0

(
z − a

ζ − a

)n

ζ ∈ Γρ 时，
∣∣∣∣(z − a

ζ − a

)n∣∣∣∣ = (
|z − a|

ρ

)n

与 ζ 无关，以此为通项的正项级数收敛

故由 Weierstrass M-判别法，级数
∞∑

n=0

(
z − a

ζ − a

)n

在 Γρ 上一致收敛
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继续证明

b

b

b

a
zζ

ρ

R

K

Γρ

又函数 f(ζ)

ζ − a
在 Γρ 上有界

故 f(ζ)

ζ − z
=

f(ζ)

ζ − a

∞∑
n=0

(
z − a

ζ − a

)n

在 Γρ 上一致收敛

因而可以逐项积分，得

f(z) =
1

2πi

∫
Γρ

f(ζ)

ζ − z
dζ =

1

2πi

∫
Γρ

f(ζ)

ζ − a

∞∑
n=0

(
z − a

ζ − a

)n

dζ

=
∞∑

n=0

[
1

2πi

∫
Γρ

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ

]
(z − a)n =

∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(z − a)n

最后一步用到 Cauchy 高阶导数公式，上式即所求证

虽然开始时取 ρ 满足 |z − a| < ρ < R，但最后出现在系数中的积分显然与 ρ 的
大小无关，只要 ρ < R 即可
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完成证明

b

b

b

a
zζ

ρ

R

K

Γρ

为了证明展开式的唯一性，假设用某种方法找到在 K 内成立的另一个展开式

f(z) =

∞∑
n=0

dn(z − a)n

令 z = a，即得 d0 = f(a) = c0

又因为幂级数逐项求导后在 K 内仍收敛，故可逐项求导 n 次后令 z = a，得到

dn =
f (n)(a)

n!
= cn, n ∈ N+

可见，展开式是唯一的 证毕

f(z) =

∞∑
n=0

cn(z − a)n 称为 f(z) 在 a 点处的 Taylor 展开式

其右边称为 Taylor 级数，a 称为展开中心

cn =
1

2πi

∫
Γρ

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ =

f (n)(a)

n!
称为 Taylor 系数

只要 |z − a| < R，Taylor 展开式就成立，故 Taylor 级数的收敛半径大于或等于 R
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§4.2 展开式的收敛半径

b b

a z0

R

如果求得了 Taylor 展开式的通项系数，就可以用 §3.2 的方法来计算收敛半径
然而，在 f(z) 比较复杂的情况下，要求出展开式的通项系数是很困难的
因此，希望可通过被展开函数本身的性质来计算收敛半径
即使可以求出通项系数，另一种方法也可用于互相印证

关于这一问题，有以下简单的结论
以 a 点为中心将解析函数 f(z) 展开为 Taylor 级数，若

f(z) 距离 a 点最近的奇点为 z0，则收敛半径为 R = |z0 − a|

以 a 点为中心作圆 K，只要 f(z) 在其中解析，则 Taylor 展开式就在 K 内成立
因此，展开圆的圆周至少可以推至 z0 处，从而收敛半径 R ≥ |z0 − a|

另一方面，假设 Taylor 级数的收敛半径 R > |z0 − a|，由于幂级数的和函数在
收敛圆内解析，故 f(z) 在 z0 解析，这与 z0 是奇点的条件矛盾，故 R ≤ |z0 − a|

综上所述，即得 R = |z0 − a|
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§4.3 初等单值函数的 Taylor 展开式
本小节给出若干常用的初等单值函数的 Taylor 展开式
例 1 求 f(z) = ez 在 a = 0 处的 Taylor 展开式
解 由 (ez)′ = ez 得 f (n)(z) = ez (n ∈ N+)，故 f(0) = f (n)(0) = 1 (n ∈ N+)

于是所求 Taylor 展开式为

ez =
∞∑

n=0

f (n)(0)

n!
zn =

∞∑
n=0

zn

n!
= 1 + z +

z2

2!
+ · · ·+ zn

n!
+ · · ·

f(z) = ez 在 z 平面上解析，即在有限远处无奇点
故展开式的收敛半径应为 R = ∞

也可以通过 Taylor 系数 cn =
1

n!
计算收敛半径，根据 d’Alembert 计算公式，有

l = lim
n→∞

∣∣∣∣ cn+1

cn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣ n!

(n+ 1)!

∣∣∣∣ = lim
n→∞

1

n+ 1
= 0

同样得到收敛半径 R = ∞
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§4.3 初等单值函数的 Taylor 展开式
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∞∑
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∞∑
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例 2

例 2 求 f(z) =
1

1− z
在 a = 0 处的 Taylor 展开式

解 c0 = f(0) = 1，而

f (n)(z) =
d

dzn−1

(
1

1− z

)′

=
d

dzn−1

1!

(1− z)2
=

d
dzn−2

2!

(1− z)3
= · · · = n!

(1− z)n+1

f (n)(0) = n!, cn =
f (n)(0)

n!
= 1, n ∈ N+

所求 Taylor 展开式为 1

1− z
=

∞∑
n=0

zn = 1 + z + · · ·+ zn + · · · ，即几何级数

由于 f(z) =
1

1− z
在 z 平面上有奇点 z0 = 1，而展开中心 a = 0，故收敛半径

应为 R = |z0 − a| = 1

此外，由 Cauchy 计算公式得 l = lim
n→∞

n
√

|cn| = lim
n→∞

n
√
1 = 1，故 R =

1

l
= 1

以上两个结果经常被用来计算更复杂的函数的 Taylor 展开式，应熟悉掌握
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例 3

例 3 求 cos z 和 sin z 在 a = 0 处的 Taylor 展开式
解 由例 1 的结果，注意到 i2k = (−)k (k ∈ N)，有

eiz =
∞∑

n=0

(iz)n
n!

=
∞∑

k=0

(−)kz2k

(2k)!
+ i

∞∑
k=0

(−)kz2k+1

(2k + 1)!

e−iz =

∞∑
n=0

(−iz)n
n!

=

∞∑
k=0

(−)kz2k

(2k)!
− i

∞∑
k=0

(−)kz2k+1

(2k + 1)!

故所求 Taylor 展开式为

cos z =
eiz + e−iz

2
=

∞∑
k=0

(−)kz2k

(2k)!

sin z =
eiz − e−iz

2i =
∞∑

k=0

(−)kz2k+1

(2k + 1)!

由于 cos z 和 sin z 在 z 平面上解析，即在有限远处无奇点，故两展开式的收敛半
径都是 R = ∞，由 Taylor 系数计算收敛半径可得同样的结果
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§4.4 初等多值函数的 Taylor 展开式

b b

b

x

y

a
−1

z

�`;(1 + z)

对于多值函数，首先要分出单值分支，然后才能作 Taylor 展开
例 4 求 f(z) = ln(1 + z) 在 a = 0 处的 Taylor 展开式，规定 f(0) = 0

解 f(z) = ln(1 + z) 的支点为 −1 和 ∞

将 z 平面沿负实轴从 −1 到 ∞ 割破，可以分出单值分支
由于 ln(1 + z) = ln |1 + z|+ i arg(1 + z)，规定 f(0) = 0

即规定 arg(1 + z)
∣∣
z=0

= arg[z − (−1)]
∣∣
z=0

= 0，
这就确定了单值分支
为了使 Taylor 级数收敛圆尽量大，割线不应该穿过单位圆 |z| < 1

按规定，f(0) = 0，故 c0 = 0，又

f (n)(z) =
d

dzn−1
[ln(1 + z)]′ =

d
dzn−1

1

1 + z
=

d
dzn−2

−1!

(1 + z)2

=
d

dzn−3

(−)22!

(1 + z)3
= · · · = (−)n−1(n− 1)!

(1 + z)n
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ln(1 + z) 的 Taylor 展开式

b b

b

x

y

a
−1

z

�`;(1 + z)

从而 f (n)(0) = (−)n−1(n− 1)!，cn =
f (n)(0)

n!
=

(−)n−1

n
(n ∈ N+)

于是，所求 Taylor 展开式为

ln(1 + z) =

∞∑
n=1

(−)n−1

n
zn

f(z) = ln(1 + z) 距离展开中心 a = 0 最近的奇点为 z0 = −1

故展开式的收敛半径应为 R = 1

由 Taylor 系数计算收敛半径可得同样的结果

如果规定 arg(1 + z)
∣∣
z=0

= arg[z − (−1)]
∣∣
z=0

= 2kπ (k ∈ Z)

则 c0 = f(0) = 2kπi，而其余系数不变（Ln z 的多值性只体现在给虚部加上 2kπ）
从而所求 Taylor 展开式为

ln(1 + z) = 2kπi +
∞∑

k=1

(−)n−1

n
zn
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z
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(−)n−1

n
(n ∈ N+)
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f(z) = ln(1 + z) 距离展开中心 a = 0 最近的奇点为 z0 = −1

故展开式的收敛半径应为 R = 1

由 Taylor 系数计算收敛半径可得同样的结果

如果规定 arg(1 + z)
∣∣
z=0
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∣∣
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= 2kπ (k ∈ Z)
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n
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§5 解析开拓的基本概念

G

D

F (z) = f(z)

定义 设函数 f(z) 在区域 D 内解析，考虑一个包含 D 的更大的区域 G，如果
存在函数 F (z) 在 G 内解析，且在 D 内 F (z) = f(z)，则称函数 f(z) 可解析开拓到
G 内，并称函数 F (z) 为函数 f(z) 在 G 内的解析开拓

注 解析开拓也称为解析延拓

如果这样定义的解析开拓存在的话，可以证明它
一定是唯一的

例 f(z) =

∞∑
n=0

zn 在区域 D : |z| < 1 内解析

而 F (z) =
1

1− z
在区域 G = C\{1}（表示复平面去掉点 z = 1）内解析

在 D 内 F (z) = f(z)

故 F (z) 是 f(z) 在 G 内的解析开拓
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