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11.5 节 Schwinger-Dyson 方程和对称性
11.5.1 小节 Schwinger-Dyson 方程

本节推导 Schwinger-Dyson 方程，它体现了量子场论和经典场论在运动方程和守
恒流方程上的差异
然后，用它推出 Ward-Takahashi 恒等式，进而证明 Ward 恒等式

在路径积分量子化中，实标量场 ϕ(x) 的两点关联函数表达为

⟨0|T[ϕH(x1)ϕ
H(x2)] |0⟩ = N

∫
Dϕϕ(x1)ϕ(x2) eiS

其中作用量 S =

∫
d4xL(ϕ, ∂µϕ)，生成泛函的归一化因子 N =

(∫
Dϕ eiS

)−1

依照 1.6.2 小节对经典场论中作用量原理的讨论，考虑变分 δϕ(x) = ϕ′(x)− ϕ(x)

对作用量 S 的影响，那么由 δS = 0 可以导出 ϕ(x) 的经典运动方程，即 Euler-
Lagrange 方程

∂µ
∂L

∂(∂µϕ)
− ∂L
∂ϕ

= 0
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变量替换
取无穷小量 δϕ(x) = ε(x)，但不把它看成变分，而是利用 ϕ′(x) = ϕ(x) + ε(x) 对

上述泛函积分进行变量替换
泛函测度具有平移不变性，故 Dϕ′ = Dϕ，两点关联函数在变量替换下化为

N
∫

Dϕϕ(x1)ϕ(x2) ei
∫

d4xL(ϕ,∂µϕ) = N
∫

Dϕ′ ϕ′(x1)ϕ
′(x2) ei

∫
d4xL(ϕ′,∂µϕ′)

= N
∫

Dϕ [ϕ(x1) + ε(x1)][ϕ(x2) + ε(x2)] ei
∫

d4xL[ϕ+ε,∂µ(ϕ+ε)]

以 ε(x) 为小量，对上式中的拉氏量作 Taylor 展开，利用分部积分推出∫
d4xL[ϕ+ ε, ∂µ(ϕ+ ε)] =

∫
d4x

[
L(ϕ, ∂µϕ) +

∂L
∂ϕ

ε+
∂L

∂(∂µϕ)
∂µε+O(ε2)

]
=

∫
d4x

{
L(ϕ, ∂µϕ) +

∂L
∂ϕ

ε+ ∂µ

[
∂L

∂(∂µϕ)
ε

]
−
[
∂µ

∂L
∂(∂µϕ)

]
ε

}
+O(ε2)

=

∫
d4x

{
L(ϕ, ∂µϕ) +

[
∂L
∂ϕ

− ∂µ
∂L

∂(∂µϕ)

]
ε

}
+O(ε2)
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Taylor 展开
从而
ei

∫
d4xL[ϕ+ε,∂µ(ϕ+ε)] = eiS

{
1 + i

∫
d4x ε(x)

[
∂L(x)
∂ϕ

− ∂µ
∂L(x)
∂(∂µϕ)

]
+O(ε2)

}
以此将两点关联函数展开为

N
∫

Dϕϕ(x1)ϕ(x2) eiS = N
∫

Dϕϕ(x1)ϕ(x2) eiS

+N
∫

Dϕ eiS
{

i
∫

d4x ε(x)

[
∂L(x)
∂ϕ

− ∂µ
∂L(x)
∂(∂µϕ)

]
ϕ(x1)ϕ(x2)

+ ε(x1)ϕ(x2) + ϕ(x1)ε(x2)

}
+O(ε2)

上式成立意味着右边 ε1 阶的项必须为零，故

N
∫

Dϕ eiS i
∫

d4x ε(x)

[
∂µ

∂L(x)
∂(∂µϕ)

− ∂L(x)
∂ϕ

]
ϕ(x1)ϕ(x2)

= N
∫

Dϕ eiS [ε(x1)ϕ(x2) + ϕ(x1)ε(x2)]

= N
∫

Dϕ eiS i
∫

d4x ε(x)[−iδ(4)(x− x1)ϕ(x2)− iϕ(x1)δ(4)(x− x2)]
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Schwinger-Dyson 方程的路径积分形式

由 ε(x) 的任意性得到

N
∫

Dϕ eiS
[
∂µ

∂L(x)
∂(∂µϕ)

− ∂L(x)
∂ϕ

]
ϕ(x1)ϕ(x2)

= −iN
∫

Dϕ eiS [δ(4)(x− x1)ϕ(x2) + ϕ(x1)δ
(4)(x− x2)]

推广到 n 点关联函数，有

N
∫

Dϕ eiS
[
∂µ

∂L(x)
∂(∂µϕ)

− ∂L(x)
∂ϕ

]
ϕ(x1)ϕ(x2) · · ·ϕ(xn)

=− iN
∫

Dϕ eiS
n∑

i=1

δ(4)(x− xi)ϕ(x1) · · ·ϕ(xi−1)ϕ(xi+1) · · ·ϕ(xn)
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实标量场的 ϕ4 理论

对于实标量场的 ϕ4 理论，拉氏量为

L =
1

2
(∂µϕ)∂µϕ− 1

2
m2ϕ2 − λ

4!
ϕ4

故
∂µ

∂L
∂(∂µϕ)

− ∂L
∂ϕ

= (∂2 +m2)ϕ+
λ

3!
ϕ3

代入到上一页的方程中，有

N (∂2
x +m2)

∫
Dϕ eiSϕ(x)ϕ(x1)ϕ(x2) · · ·ϕ(xn)

+
λ

3!
N
∫

Dϕ eiSϕ3(x)ϕ(x1)ϕ(x2) · · ·ϕ(xn)

= −iN
∫

Dϕ eiS
n∑

i=1

δ(4)(x− xi)ϕ(x1) · · ·ϕ(xi−1)ϕ(xi+1) · · ·ϕ(xn)
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ϕ4 理论中的 Schwinger-Dyson 方程

改写成多点关联函数的方程，得

(∂2
x +m2) ⟨0|T[ϕH(x)ϕH(x1)ϕ

H(x2) · · ·ϕH(xn)] |0⟩

=− λ

3!
⟨0|T{[ϕH(x)]3ϕH(x1)ϕ

H(x2) · · ·ϕH(xn)} |0⟩

− i
n∑

i=1

δ(4)(x− xi) ⟨0|T[ϕH(x1) · · ·ϕH(xi−1)ϕ
H(xi+1) · · ·ϕH(xn)] |0⟩

这是 ϕ4 理论中的 Schwinger-Dyson 方程
上式并未对耦合常数 λ 进行微扰展开，可见，Schwinger-Dyson 方程是非微扰的

精确方程，既对微扰理论成立，也对非微扰理论成立
方程右边第一项是相互作用引起的，剩下的求和项中每一项都包含四维 δ 函数与

(n− 1) 点关联函数的乘积，这些项称为接触项 (contact term)

当 xµ = xµi 时，ϕH(x) 与 ϕH(xi) 相互接触，而 n = i 的接触项才有非平庸的贡献
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与经典场论比较

Julian Schwinger
(1918–1994)

Freeman Dyson
(1923–2020)

在 ϕ4 理论中，实标量场算符满足经典运动方程

(∂2 +m2)ϕH = − λ

3!
(ϕH)3

Schwinger-Dyson 方程与它相似，但多出了接触项，接触项是量子理论所特有的
因此，可将 Schwinger-Dyson 方程看作 (n+ 1) 点关联函数

⟨0|T[ϕH(x)ϕH(x1)ϕ
H(x2) · · ·ϕH(xn)] |0⟩

的量子运动方程，而接触项体现了量子场论与
经典场论之间的差异

从另一个角度看，Schwinger-Dyson 方程给
出了 (n+ 1) 点关联函数、(n− 1) 点关联函数
和相互作用项引起的关联函数之间的关系
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正则量子化方法的推导
正则量子化方法同样能导出 Schwinger-Dyson 方程。利用等时对易关系，可推出

(∂2
x +m2) ⟨0|T[ϕH(x)ϕH(x1)ϕ

H(x2) · · ·ϕH(xn)] |0⟩

= ⟨0|T[(∂2
x +m2)ϕH(x)ϕH(x1)ϕ

H(x2) · · ·ϕH(xn)] |0⟩

−i
n∑

i=1

δ(4)(x− xi) ⟨0|T[ϕH(x1) · · ·ϕH(xi−1)ϕ
H(xi+1) · · ·ϕH(xn)] |0⟩

当 n = 1 时，上式的推导过程见习题 11.5，进一步推广就得到任意 n 的结果
注意，上式中的时序乘积包含与 x0 有关的阶跃函数，如 θ(x0 − x0i )，因此，将

Klein-Gordon 微分算符 (∂2
x +m2) 移动到时序乘积中得到的第一项并不等于原式

缺少的东西就是接触项，它们起源于 ∂x0θ(x0 − x0i ) = δ(x0 − x0i ) 和非平庸的等
时对易关系 [ϕH(x, t), πH(y, t)] = ih̄δ(3)(x − y)

在经典极限下，约化 Planck 常数 h̄→ 0，则 [ϕH(x, t), πH(y, t)] → 0，导致接触
项消失，退化为经典理论
将经典运动方程 (∂2 +m2)ϕH = − λ

3!
(ϕH)3 代入，便得到 Schwinger-Dyson 方程
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自由理论的 Schwinger-Dyson 方程

令 λ = 0，则 ϕ4 理论退化为自由理论，而 n = 1 时的 Schwinger-Dyson 方程变
成

(∂2
x +m2) ⟨0|T[ϕH(x)ϕH(x1)] |0⟩free = −iδ(4)(x− x1)

这是 10.5.2 小节已经得到的结果

它表明自由实标量场的两点关联函数是 Klein-Gordon 微分算符 (∂2
x +m2) 的

Green 函数
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连续的整体对称性
对于一种连续的整体对称性，可以导出类似的 Schwinger-Dyson 方程
考虑自由的 Dirac 旋量场 ψ(x)，拉氏量为 L = iψ̄γµ∂µψ −mψ̄ψ

根据 5.5.3 小节，L 在 U(1) 整体变换 ψ′(x) = eiqθψ(x) 的作用下保持不变
因而存在 U(1) 整体对称性，相应的 U(1) 守恒流 Jµ(x) = qψ̄(x)γµψ(x) 满足守

恒流方程 ∂µJ
µ(x) = 0，其中 ∂µ = ∂/∂xµ

现在，把 U(1) 变换参数改为时空坐标的函数 θ(x)，用 ψ′(x) = eiqθ(x)ψ(x) 和
ψ̄′(x) = e−iqθ(x)ψ̄(x) 对泛函积分变量替换，则泛函测度在这样的幺正变换下保持不
变，有 Dψ′ = Dψ，Dψ̄′ = Dψ̄，拉氏量在变量替换下化为

L′(x) = iψ̄′(x)γµ∂µψ
′(x)−mψ̄′(x)ψ′(x)

= ie−iqθ(x)ψ̄(x)γµ∂µ[eiqθ(x)ψ(x)]−me−iqθ(x)ψ̄(x)eiqθ(x)ψ(x)

= L(x)− q∂µθ(x)ψ̄(x)γ
µψ(x) = L(x)− Jµ(x)∂µθ(x)

这与规范变换在形式上相同，因而拉氏量不再保持不变，而是多出一个与守恒流
Jµ(x) 有关的项
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变量替换下的两点关联函数
进一步，两点关联函数在变量替换下化为

⟨0|T[ψH
a (x1)ψ̄

H
b (x2)] |0⟩ = N

∫
Dψ̄Dψ ψa(x1)ψ̄b(x2) ei

∫
d4xL(x)

= N
∫

Dψ̄′ Dψ′ ψ′
a(x1)ψ̄

′
b(x2) ei

∫
d4xL′(x)

= N
∫

Dψ̄Dψ eiqθ(x1)ψa(x1) e−iqθ(x2)ψ̄b(x2) ei
∫

d4x [L(x)−Jµ(x)∂µθ(x)]

= N
∫

Dψ̄Dψ eiqθ(x1)ψa(x1) e−iqθ(x2)ψ̄b(x2) ei
∫

d4x [L(x)+∂µJµ(x)θ(x)]

其中 N 是归一化常数，最后一步对指数上积分的第二项作分部积分
以 θ(x) 为小量，对上式作 Taylor 展开，得

N
∫

Dψ̄Dψ ψa(x1)ψ̄b(x2) eiS = N
∫

Dψ̄Dψ ψa(x1)ψ̄b(x2) eiS

+N
∫

Dψ̄Dψ eiS
[
i
∫

d4x ∂µJ
µ(x)θ(x)ψa(x1)ψ̄b(x2)

+ iqθ(x1)ψa(x1)ψ̄b(x2)− iqθ(x2)ψa(x1)ψ̄b(x2)

]
+O(θ2)
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U(1) 整体对称性的 Schwinger-Dyson 方程
上式的 θ1 阶给出

N
∫

d4x iθ(x)
∫

Dψ̄Dψ eiS∂µJ
µ(x)ψa(x1)ψ̄b(x2)

= N
∫

Dψ̄Dψ eiS [−iqθ(x1)ψa(x1)ψ̄b(x2) + iqθ(x2)ψa(x1)ψ̄b(x2)]

= N
∫

d4x iθ(x)[−qδ(4)(x− x1) + qδ(4)(x− x2)]

∫
Dψ̄Dψ eiSψa(x1)ψ̄b(x2)

由 θ(x) 的任意性推出
N∂µ

∫
Dψ̄Dψ eiSJµ(x)ψa(x1)ψ̄b(x2)

= [−qδ(4)(x− x1) + qδ(4)(x− x2)]N
∫

Dψ̄Dψ eiSψa(x1)ψ̄b(x2)

改写成多点关联函数的形式，得到 U(1) 整体对称性的 Schwinger-Dyson 方程

∂µ ⟨0|T[JH,µ(x)ψH
a (x1)ψ̄

H
b (x2)] |0⟩

= [−qδ(4)(x− x1) + qδ(4)(x− x2)] ⟨0|T[ψH
a (x1)ψ̄

H
b (x2)] |0⟩
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守恒流方程

经典守恒流方程 ∂µJ
H,µ(x) = 0 在多点关联函数上给出

⟨0|T[∂µJ
H,µ(x)ψH

a (x1)ψ̄
H
b (x2)] |0⟩ = 0

但这并不意味着 ∂µ ⟨0|T[JH,µ(x)ψH
a (x1)ψ̄

H
b (x2)] |0⟩ = 0 成立，而是需要添加接

触项

从正则量子化的角度看，时序乘积中包含了形如 θ(x0 − x0i ) 的阶跃函数，因而不
能把 ∂/∂x0 直接移动到时序乘积之外

不过，Schwinger-Dyson 方程仍然是对称性和守恒定律的体现

可以把它看作量子守恒流方程，即 Noether 定理的推广
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推广到 U(1) 规范理论

在时序乘积中插入更多旋量场算符，可以将上述 Schwinger-Dyson 方程推广到更
多点的关联函数上

甚至插入 U(1) 规范场算符，将讨论推广到 U(1) 规范理论上，也会得到类似结果

旋量 QED 拉氏量

L = −1

4
FµνF

µν − 1

2ξ
(∂µAµ)

2 + iψ̄γµ∂µψ −mf ψ̄ψ −QfeAµψ̄γ
µψ

在电磁 U(1) 整体变换 ψ′(x) = eiQf θψ(x) 的作用下保持不变

相应的电磁 U(1) 整体对称性给出守恒流方程 ∂µJ
µ
EM(x) = 0

其中电磁流为 Jµ
EM(x) = Qfeψ̄(x)γ

µψ(x)

而 Qf 是 ψ(x) 及其相应费米子 f 的电荷
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推广到 U(1) 规范理论

在时序乘积中插入更多旋量场算符，可以将上述 Schwinger-Dyson 方程推广到更
多点的关联函数上

甚至插入 U(1) 规范场算符，将讨论推广到 U(1) 规范理论上，也会得到类似结果
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而 Qf 是 ψ(x) 及其相应费米子 f 的电荷

余钊焕 （中山大学） 第 11 章　路径积分量子化 11.5 节 15 / 25



Schwinger-Dyson 方程 整体对称性的 Schwinger-Dyson 方程 Ward-Takahashi 恒等式

电磁 U(1) 整体对称性的 Schwinger-Dyson 方程

类似于上述做法，用 ψ′(x) = eiQf θ(x)ψ(x) 和 ψ̄′(x) = e−iQf θ(x)ψ̄(x) 对泛函积分
进行变量替换，但不替换电磁场 Aµ(x)

可以推出电磁 U(1) 整体对称性的 Schwinger-Dyson 方程

∂µ ⟨0|T[JH,µ
EM (x)ψH

a1
(x1) · · ·ψH

an
(xn)ψ̄

H
b1(y1) · · · ψ̄

H
bm(ym)AH,µ1(z1) · · ·AH,µp(zp)] |0⟩

=

[
−

n∑
i=1

Qfeδ
(4)(x− xi) +

m∑
j=1

Qfeδ
(4)(x− yj)

]

× ⟨0|T[ψH
a1
(x1) · · ·ψH

an
(xn)ψ̄

H
b1(y1) · · · ψ̄

H
bm(ym)AH,µ1(z1) · · ·AH,µp(zp)] |0⟩

注意，上式中电磁场算符的引入并没有导致相应接触项的出现
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11.5.2 小节 Ward-Takahashi 恒等式
在 8.6.1 小节中，我们利用经典守恒流方程 ∂µJ

µ
EM(x) = 0 来论证 Ward 恒等式，

关键步骤在于
0 =

∫
d4x1 · · · d4xn eip·x1 ⟨· · · |N[∂µJ

µ
EM(x1) · · · ] |i⟩

= −
∫

d4x1 · · · d4xn
∂eip·x1

∂xµ1
⟨· · · |N[Jµ

EM(x1) · · · ] |i⟩

= −ipµ
∫

d4x1 · · · d4xn eip·x1 ⟨· · · |N[Jµ
EM(x1) · · · ] |i⟩ ∝ pµM

µ(p)

的第二步，它通过分部积分把 ⟨· · · |N[∂µJ
µ
EM(x1) · · · ] |i⟩ 中的微分算符 ∂/∂xµ1 转移

到指数因子 eip·x1 上
但是，T 矩阵元中的 ⟨· · · |N[Jµ

EM(x1) · · · ] |i⟩ 源自 ⟨· · · |T[Jµ
EM(x1) · · · ] |i⟩，上述

操作成立的前提条件是 ⟨· · · |T[∂µJ
µ
EM(x1) · · · ] |i⟩ 等于 ∂µ ⟨· · · |T[Jµ

EM(x1) · · · ] |i⟩

然而，上一小节的讨论告诉我们，这两者并不相等，而是相差 Schwinger-Dyson
方程中的接触项
因此，8.6.1 小节对 Ward 恒等式的论证是有漏洞的
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动量空间中的多点关联函数
下面我们先从 Schwinger-Dyson 方程推出 Ward-Takahashi 恒等式，然后用它严

格地证明 Ward 恒等式
n = m = 1 且 p = 0 时，电磁 U(1) 整体对称性的 Schwinger-Dyson 方程化为

∂µ ⟨0|T[JH,µ
EM (x)ψH

a (x1)ψ̄
H
b (y1)] |0⟩

= [−Qfeδ
(4)(x− x1) +Qfeδ

(4)(x− y1)] ⟨0|T[ψH
a (x1)ψ̄

H
b (y1)] |0⟩

对上式中的多点关联函数作 Fourier 变换，得到动量空间中的多点关联函数

G̃µ
ab(p; q; k) ≡

∫
d4x d4x1 d4y1 ei(−p·x+q·x1−k·y1) ⟨0|T[JH,µ

EM (x)ψH
a (x1)ψ̄

H
b (y1)] |0⟩

G̃0,ab(q; k) ≡
∫

d4x1 d4y1 ei(q·x1−k·y1) ⟨0|T[ψH
a (x1)ψ̄

H
b (y1)] |0⟩

如果考虑多点关联函数与散射矩阵元的关系，那么这里 pµ 和 kµ 对应于入射粒子
的四维动量，而 qµ 对应于出射粒子的四维动量
不过，pµ、qµ 和 kµ 不一定是在壳的，也可以理解成相关内线上的动量
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Fourier 变换
现在，对上述 Schwinger-Dyson 方程的左边作 Fourier 变换，进行分部积分，有∫

d4x d4x1 d4y1 ei(−p·x+q·x1−k·y1)∂µ ⟨0|T[JH,µ
EM (x)ψH

a (x1)ψ̄
H
b (y1)] |0⟩

= −
∫

d4x d4x1 d4y1
∂ei(−p·x+q·x1−k·y1)

∂xµ
⟨0|T[JH,µ

EM (x)ψH
a (x1)ψ̄

H
b (y1)] |0⟩

= ipµG̃µ
ab(p; q; k)

对方程右边作 Fourier 变换，得∫
d4x d4x1 d4y1 ei(−p·x+q·x1−k·y1)[−Qfeδ

(4)(x− x1) +Qfeδ
(4)(x− y1)]

×⟨0|T[ψH
a (x1)ψ̄

H
b (y1)] |0⟩

= Qfe

∫
d4x1 d4y1 {−ei[(q−p)·x1−k·y1] + ei[q·x1−(k+p)·y1]} ⟨0|T[ψH

a (x1)ψ̄
H
b (y1)] |0⟩

= −QfeG̃0,ab(q− p; k) +QfeG̃0,ab(q; k+ p)

从而推出 ipµG̃µ
ab(p; q; k) = −QfeG̃0,ab(q − p; k) +QfeG̃0,ab(q; k + p)
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Ward-Takahashi 恒等式
上式两边同时乘以 −i，省略旋量指标，得

pµG̃
µ(p; q; k) = iQfeG̃0(q − p; k)− iQfeG̃0(q; k + p)

这是 1957 年由 Yasushi Takahashi (1924–2013) 提出 Ward-Takahashi 恒等式
根据 10.5 节引入的动量空间多点关联函数的 Feynman 图，将上式表示成

pµ


p

k q

µ

.

 = iQfe

(
.

k q − p

.

−
.

k + p q

.

)

如果在微扰论中借助 LSZ 约化公式来计算散射矩阵元，时序乘积中的电磁流算符
JH,µ

EM (x) = Qfeψ̄
H(x)γµψH(x) 来自相互作用拉氏量 Lint(x) = −Aµ(x)J

µ
EM(x)，而

与它相关的电磁场算符 AH
µ (x) 被移除了

因此，在上式左边的 Feynman 图中，光子线只是一个线头，对应于被移除的
AH

µ (x) 算符，与这个线头相连的两条费米子线则对应于 JH,µ
EM (x) 中的两个旋量场算符
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一般情况
进一步，对一般的 Schwinger-Dyson 方程

∂µ ⟨0|T[JH,µ
EM (x)ψH

a1
(x1) · · ·ψH

an
(xn)ψ̄

H
b1(y1) · · · ψ̄

H
bm(ym)AH,µ1(z1) · · ·AH,µp(zp)] |0⟩

=

[
−

n∑
i=1

Qfeδ
(4)(x− xi) +

m∑
j=1

Qfeδ
(4)(x− yj)

]

× ⟨0|T[ψH
a1
(x1) · · ·ψH

an
(xn)ψ̄

H
b1(y1) · · · ψ̄

H
bm(ym)AH,µ1(z1) · · ·AH,µp(zp)] |0⟩

作 Fourier 变换，引入动量空间中的多点关联函数
G̃µµ1···µp(p; q1, · · · , qn; k1, · · · , km; l1, · · · , lp)

≡
∫

d4x d4x1 · · · d4xn d4y1 · · · dym d4z1 · · · dzp ei(−p·x+
∑

i qi·xi−
∑

j kj ·yj+
∑

k lk·zk)

×⟨0|T[JH,µ
EM (x)ψH(x1) · · ·ψH(xn)ψ̄

H(y1) · · · ψ̄H(ym)AH,µ1(z1) · · ·AH,µp(zp)] |0⟩

G̃
µ1···µp

0 (q1, · · · , qn; k1, · · · , km; l1, · · · , lp)

≡
∫

d4x1 · · · d4xn d4y1 · · · dym d4z1 · · · dzp ei(
∑

i qi·xi−
∑

j kj ·yj+
∑

k lk·zk)

×⟨0|T[ψH(x1) · · ·ψH(xn)ψ̄
H(y1) · · · ψ̄H(ym)AH,µ1(z1) · · ·AH,µp(zp)] |0⟩
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一般的 Ward-Takahashi 恒等式
推出一般的 Ward-Takahashi 恒等式

pµG̃
µµ1···µp(p; q1, · · · , qn; k1, · · · , km; l1, · · · , lp)

= iQfe
n∑

i=1

G̃
µ1···µp

0 (q1, · · · , qi − p, · · · , qn; k1, · · · , km; l1, · · · , lp)

− iQfe

m∑
j=1

G̃
µ1···µp

0 (q1, · · · , qn; k1, · · · , kj + p, · · · , km; l1, · · · , lp)

用 Feynman 图表示为

pµ


p

lpl1

k1

kj

km

q1

qi

qn

µ1 µp

µ

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

· · ·


= iQfe


n∑

i=1

.

.

lpl1

k1

kj

km

q1

qi − p

qn

µ1 µp

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

· · ·

−
m∑

j=1

.

.

lpl1

k1

kj + p

km

q1

qi

qn

µ1 µp

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

· · ·


这个结果中涉及的四维动量都不需要满足质壳条件
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散射矩阵元计算
接下来论证 Ward 恒等式成立
借助 LSZ 约化公式将 Ward-Takahashi 恒等式应用于散射矩阵元的计算

那么，Feynman 图

p

lpl1

k1

kj

km

q1

qi

qn

µ1 µp

µ

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

· · ·

对应于某个散射过程的一部分，其中四维

动量为 pµ 的光子线头既可用于连接一条外线，又可用于连接一条内线

而剩下的费米子传播子和光子传播子通过 LSZ 约化公式转换为初末态粒子，则四
维动量 qµi (1 ≤ i ≤ n)、kµj (1 ≤ j ≤ m) 和 lµk (1 ≤ k ≤ p) 都是在壳的

10.3 节对 LSZ 约化公式的讨论告诉我们，非平庸的散射矩阵元正比于动量空间
多点关联函数在在壳动量极点上的多重留数
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在壳和离壳
也就是说，对 Ward-Takahashi 恒等式

pµG̃
µµ1···µp(p; q1, · · · , qn; k1, · · · , km; l1, · · · , lp)

= iQfe
n∑

i=1

G̃
µ1···µp

0 (q1, · · · , qi − p, · · · , qn; k1, · · · , km; l1, · · · , lp)

− iQfe
m∑

j=1

G̃
µ1···µp

0 (q1, · · · , qn; k1, · · · , kj + p, · · · , km; l1, · · · , lp)

中的动量空间多点关联函数 G̃µµ1···µp 乘上因子[
n∏

i=1

(q2i −m2
f )

][
m∏

j=1

(k2j −m2
f )

](
p∏

k=1

l2k

)

所得结果会正比于散射矩阵元 iTfi，这里的 mf 是费米子的质量
当 qµi 和 kµj 在壳时，qµi − pµ 和 kµj + pµ 必定是离壳的
导致 G̃

µ1···µp

0 (q1, · · · , qi − p, · · · , qn; k1, · · · , km; l1, · · · , lp) 不在 q2i = m2 的极点
上，G̃µ1···µp

0 (q1, · · · , qn; k1, · · · , kj + p, · · · , km; l1, · · · , lp) 不在 k2j = m2 的极点上
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Ward 恒等式
因此，将 G̃

µ1···µp

0 (q1, · · · , qi − p, · · · , qn; k1, · · · , km; l1, · · · , lp) 和
G̃

µ1···µp

0 (q1, · · · , qn; k1, · · · , kj + p, · · · , km; l1, · · · , lp) 乘以因子[
n∏

i=1

(q2i −m2
f )

][
m∏

j=1

(k2j −m2
f )

](
p∏

k=1

l2k

)

之后，会得到零
可见，Ward-Takahashi 恒等式右边对散射矩阵元没有贡献
对应到不变振幅上，这样的结果就给出 Ward 恒等式

pµM
µ(p; q1, · · · , qn; k1, · · · , km; l1, · · · , lp) = 0

Mµ 是在不变振幅M 中移除 pµ 对应的光子极化矢量或传播子之后剩下的部分

因为 Schwinger-Dyson 方程是非微扰的精确方程，所以 Ward-Takahashi 恒等式
和 Ward 恒等式也是非微扰的精确恒等式
如果作微扰展开，那么它们在微扰论每一阶都精确成立
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Ward 恒等式
因此，将 G̃

µ1···µp

0 (q1, · · · , qi − p, · · · , qn; k1, · · · , km; l1, · · · , lp) 和
G̃

µ1···µp

0 (q1, · · · , qn; k1, · · · , kj + p, · · · , km; l1, · · · , lp) 乘以因子[
n∏

i=1

(q2i −m2
f )

][
m∏

j=1

(k2j −m2
f )

](
p∏

k=1

l2k

)

之后，会得到零
可见，Ward-Takahashi 恒等式右边对散射矩阵元没有贡献
对应到不变振幅上，这样的结果就给出 Ward 恒等式

pµM
µ(p; q1, · · · , qn; k1, · · · , km; l1, · · · , lp) = 0

Mµ 是在不变振幅M 中移除 pµ 对应的光子极化矢量或传播子之后剩下的部分
因为 Schwinger-Dyson 方程是非微扰的精确方程，所以 Ward-Takahashi 恒等式

和 Ward 恒等式也是非微扰的精确恒等式
如果作微扰展开，那么它们在微扰论每一阶都精确成立
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