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Grassmann 数 生成泛函和 Feynman 传播子 Yukawa 理论

11.3 节　旋量场的路径积分量子化
11.3.1 小节 Grassmann 数

本节以 Dirac 旋量场为例讨论旋量场的路径积分量子化

9.6.1 小节提到，为了与旋量场算符的反对易关系相匹配，旋量场在量子化之前应
该用 Grassmann 数表达，而 Grassmann 数是反对易的 c 数

路径积分方法通过对经典场的泛函积分来实现量子化，泛函积分只涉及 c 数，而
不涉及 Hilbert 空间上的算符

综合以上两点，在路径积分中采用 Grassmann 数来表达旋量场，才能让旋量场得
到正确的量子化

本小节讨论 Grassmann 数的一般性质
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Grassmann 数
Grassmann 数最重要的性质是它的反对易性
对于任意两个 Grassmann 数 θ 和 η，有

θη = −ηθ

从而，θ 与自身的乘积满足 θθ = −θθ，即 θ2 = 0

可见，任何一个 Grassmann 数的平方为零
此外，两个 Grassmann 数的乘积 θη 作为整体与另一个 Grassmann 数 ζ 对易：

(θη)ζ = −θζη = ζ(θη)

对 Grassmann 数引入加法和数乘，运算规则与线性空间中矢量的加法和数乘相同
比如，加法交换律为 θ+ η = η+ θ，加法结合律为 (θ+ η) + ζ = θ+ (η+ ζ)，数

乘分配律为 (a+ b)θ = aθ + bθ 和 a(θ + η) = aθ + aη，其中 a 和 b 是任意复数
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积分的平移不变性
为了讨论泛函积分，我们需要引入 Grassmann 数的积分运算
但是，用 Riemann 和的极限来定义普通积分的方法并不能推广到 Grassmann 数上
接下来在形式上定义 Grassmann 数的积分，使其具有积分的一些重要性质
设 f(θ) 是 Grassmann 数 θ 的一个函数，展开成 θ 的幂级数，得 f(θ) = a+ bθ

由于 θ2 = 0，上式只能包含两项
将普通的无穷积分 ∫ +∞

−∞ dx f(x) 推广为对 Grassmann 数的积分，有∫
dθ f(θ) =

∫
dθ (a+ bθ)

作变量替换 z = x+ y，则普通的无穷积分 ∫ +∞
−∞ dx f(x) 满足∫ +∞

−∞
dx f(x+ y) =

∫ +∞

−∞
dz f(z) =

∫ +∞

−∞
dx f(x)

第二步把积分变量 z 改写为 x

可见，这样的积分具有平移不变性，即在 x→ x+ y 变换下不变
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Grassmann 数的积分运算
平移不变性对推出 Gauss 积分公式的变种至关重要
因此，我们希望 Grassmann 数的积分也具有平移不变性

为此，定义
∫

dθ = 0,

∫
dθ θ = 1

这使得
∫

dθ f(θ + η) =

∫
dθ [a+ b(θ + η)] = b =

∫
dθ (a+ bθ) =

∫
dθ f(θ)

即积分 ∫
dθ f(θ) 在 θ → θ + η 变换下不变

对 Grassmann 数进行多重积分时，我们规定总是从内层积分开始计算，故∫
dθ

∫
dη ηθ = 1

而
∫

dθ
∫

dη θη = −
∫

dθ
∫

dη ηθ = −1

注意，Grassmann 数的微分 dθ 也是 Grassmann 数，有∫
dη

∫
dθ ηθ = −

∫
dθ

∫
dη ηθ = −1
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Grassmann 数的微分运算
接下来引入 Grassmann 数的微分运算

定义 Grassmann 数的导数为 d
dθ θ = 1

从而，对 f(θ) = a+ bθ 求导的结果为
d
dθ f(θ) =

d
dθ (a+ bθ) = b

d
dθ θ = b

与 ∫
dθ (a+ bθ) = b 比较可知，对 f(θ) 求导的结果与积分是相同的

对多个 Grassmann 数的乘积求导时，约定求导算符 d/dθ 与 θ 相邻时才能直接使
用 dθ/dθ = 1，故 d

dθ (θη) = η,
d
dθ (ηθ) = − d

dθ (θη) = −η

此外，两个 Grassmann 数求导算符之间是反对易的，而一个 Grassmann 数求导算
符与一个和它不相关的 Grassmann 数之间也是反对易的，即

d
dθ

d
dη = − d

dη
d
dθ ,

d
dθ (ηθ) = −η d

dθ θ = −η
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多个 Grassmann 变量的微分运算
对于 N 个独立的 Grassmann 变量 θ1, θ2, · · · , θN，有

d
dθi

θj = δij

当 N = 2 时， d
dθ (θη) = η 和 d

dη (θη) = −θ 意味着

d
dθi

(θ1θ2) = δi1θ2 − δi2θ1 =
dθ1
dθi

θ2 − θ1
dθ2
dθi

推广到任意 N 的情况，得到
d

dθi
(θ1θ2 · · · θN )

=

(
dθ1
dθi

θ2 · · · θN
)
+

(
−θ1

dθ2
dθi

· · · θN
)
+ · · ·+

[
(−1)N−1θ1 · · · θN−1

dθN
dθi

]
= (δi1θ2θ3 · · · θN ) + (−δi2θ1θ3 · · · θN ) + · · ·+ [(−1)N−1δiNθ1θ2 · · · θN−1]

这是导数的乘积法则在 Grassmann 数上的推广
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复的 Grassmann 数
由于 Dirac 旋量场是复场，不满足自共轭条件，在相应的路径积分中需要使用复

的 Grassmann 数
对于两个 Grassmann 数 θ 和 η 乘积的复共轭，规定

(θη)∗ = η∗θ∗ = −θ∗η∗

也就是说，作复共轭计算时需要交换两个 Grassmann 数，再分别取其复共轭，
这类似于 Hilbert 空间上算符的厄米共轭；上式第二步用到 Grassmann 数的反对易性
如果 Grassmann 数 η 满足自共轭条件 η∗ = η，就称 η 是实的 Grassmann 数
复的 Grassmann 数 θ 和 θ∗ 可由两个实的 Grassmann 数 θ1 和 θ2 构造为

θ =
1√
2
(θ1 + iθ2), θ∗ =

1√
2
(θ1 − iθ2)

θ 与 θ∗ 是线性独立的，满足 θ2 = (θ∗)2 = 0、θθ∗ = iθ2θ1 = −θθ∗ 和积分公式∫
dθ∗ dθ θθ∗ = 1
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Grassmann 数的 Gauss 积分公式
对于复数 b 和两个复 Grassmann 数 θ、θ̃，将指数函数 e−bθ̃∗θ 展开，有

e−bθ̃
∗θ ≡

∞∑
n=0

(−bθ̃∗θ)n

n!
= 1− bθ̃∗θ

其中第一步是指数函数的定义
由于 Grassmann 数的反对易性，上式中 n > 1 阶的项都是零
对 θ 和 θ∗ 积分，得∫

dθ̃∗ dθ e−bθ̃
∗θ =

∫
dθ̃∗ dθ (1− bθ̃∗θ) = b

∫
dθ̃∗ dθ θθ̃∗

再利用
∫

dθ̃∗ dθ θθ̃∗ = 1，推出 Grassmann 数的 Gauss 积分公式
∫

dθ̃∗ dθ e−bθ̃
∗θ = b
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内积和 2N 维 Grassmann 数 Gauss 积分
下面推导多维的 Grassmann 数 Gauss 积分公式
对于两个由 N 个独立的复 Grassmann 数构成的列矢量 θ = (θ1, θ2, · · · , θN )T 和

θ̃ = (θ̃1, θ̃2, · · · , θ̃N )T，内积定义为

(θ̃, θ) ≡ θ̃†θ = θ̃∗i θi

设 A 为 N 阶复方阵，其矩阵元 Aij 为普通复数，将 A 乘到列矢量 θ 上，得到列
矢量 Aθ，它与 θ̃ 的内积为

(θ̃, Aθ) = θ̃†Aθ = θ̃∗iAijθj

对任意的 N 阶复方阵 B，考虑 2N 维 Grassmann 数 Gauss 积分∫
dN θ̃∗ dNθ exp[−(θ̃, Bθ)]

积分测度定义为 dN θ̃∗ dNθ ≡
N∏
i=1

(dθ̃∗i dθi) = (dθ̃∗1 dθ1)(dθ̃∗2 dθ2) · · · (dθ̃∗N dθN )
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N = 2 的情况
当 N = 2 时，有
exp[−(θ̃, Bθ)]

= exp(−θ̃∗iBijθj) =
∞∑
n=0

1

n!
(−θ̃∗iBijθj)n = 1− θ̃∗iBijθj +

1

2!
(−θ̃∗iBijθj)2

= 1− θ̃∗1B11θ1 − θ̃∗2B22θ2 − θ̃∗1B12θ2 − θ̃∗2B21θ1

+
1

2
(θ̃∗1B11θ1θ̃

∗
2B22θ2 + θ̃∗1B12θ2θ̃

∗
2B21θ1 + θ̃∗2B21θ1θ̃

∗
1B12θ2 + θ̃∗2B22θ2θ̃

∗
1B11θ1)

= 1− θ̃∗1B11θ1 − θ̃∗2B22θ2 − θ̃∗1B12θ2 − θ̃∗2B21θ1 + (B11B22 −B12B21)θ1θ̃
∗
1θ2θ̃

∗
2

= 1− θ̃∗1B11θ1 − θ̃∗2B22θ2 − θ̃∗1B12θ2 − θ̃∗2B21θ1 + (detB)θ1θ̃
∗
1θ2θ̃

∗
2

在第三步中，n ≥ 3 阶的项必定包含 θ2i 或 (θ̃∗i )
2，因而贡献为零

根据 Grassmann 数积分的定义，上式最后一步中只有最后一项才对 Gauss 积分
有贡献，故

∫
dN θ̃∗ dNθ exp[−(θ̃, Bθ)] = detB

∫
dθ̃∗1 dθ1 dθ̃∗2 dθ2 θ1θ̃∗1θ2θ̃∗2 = detB

对 N = 2 成立
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任意 N 的情况
当 N = 1 时， ∫

dN θ̃∗ dNθ exp[−(θ̃, Bθ)] = detB

退化为
∫

dθ̃∗ dθ e−bθ̃
∗θ = b

这让我们有理由推测这个结果是对任意 N ≥ 1 成立的，一般论证如下
对任意大于 1 的正整数 N，有

exp[−(θ̃, Bθ)] ⊃ 1

N !
(−θ̃∗iBijθj)N

=
1

N !

∑
permutations

(−θ̃∗i1Bi1j1θj1)(−θ̃
∗
i2Bi2j2θj2) · · · (−θ̃

∗
iNBiN jN θjN )

第一步只保留对 Gauss 积分有贡献的 n = N 阶的项
在第二步的每一项中，为了得到非零的贡献，N 个 θ̃∗i 必须各不相同，N 个 θi 也

必须各不相同，这意味着 (i1, i2, · · · , iN ) 和 (j1, j2, · · · , jN ) 都是 (1, 2, · · · , N) 的某
种置换，而第二步中的求和是对所有置换进行的
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N 维 Levi-Civita 符号
引入 N 维 Levi-Civita 符号 εi1i2···iN

它关于 N 个指标是全反对称的，且 ε12···N = 1

根据 Grassmann 数的反对易性，有

θ̃∗i1 θ̃
∗
i2 · · · θ̃

∗
iN = εi1i2···iN θ̃∗1 θ̃

∗
2 · · · θ̃∗N , θj1θj2 · · · θjN = εj1j2···jN θ1θ2 · · · θN

从而
exp[−(θ̃, Bθ)]

⊃ 1

N !

∑
permutations

(−θ̃∗i1Bi1j1θj1)(−θ̃
∗
i2Bi2j2θj2) · · · (−θ̃

∗
iNBiN jN θjN )

=
1

N !
εi1i2···iNBi1j1Bi2j2 · · ·BiN jN ε

j1j2···jN (−θ̃∗1θ1)(−θ̃∗2θ2) · · · (−θ̃∗NθN )

= detB (θ1θ̃
∗
1)(θ2θ̃

∗
2) · · · (θN θ̃∗N )

最后一步用到行列式表达式 detB =
1

N !
εi1i2···iNBi1j1Bi2j2 · · ·BiN jN ε

j1j2···jN
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2N 维 Grassmann 数 Gauss 积分公式
于是，将 Gauss 积分表达为∫

dN θ̃∗ dNθ exp[−(θ̃, Bθ)]

= detB
∫

(dθ̃∗1 dθ1)(dθ̃∗2 dθ2) · · · (dθ̃∗N dθN )(θ1θ̃
∗
1)(θ2θ̃

∗
2) · · · (θN θ̃∗N )

进而推出 2N 维 Grassmann 数 Gauss 积分公式
∫

dN θ̃∗ dNθ exp[−(θ̃, Bθ)] = detB

与普通的 2N 维 Gauss 积分公式
∫

dNv dNv∗ exp[−(v,Bv)] =
(2π)N

detB 比较，不

同之处主要是 Grassmann 数 Gauss 积分得到的行列式 detB 并没有出现在分母上
这个积分公式对 θ̃ = θ 的情况也是成立的
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2N 维 Grassmann 数 Gauss 积分公式的变种
如果 B 是厄米矩阵，可进一步推出 2N 维 Grassmann 数 Gauss 积分公式的变种∫

dN θ̃∗ dNθ exp[−(θ̃, Bθ) + (η̃, θ) + (θ̃, η)] = detB exp[(η̃, B−1η)]

证明 B 矩阵的厄米性意味着 (B−1)†B = (B−1)†B† = (BB−1)† = 1，由此得到

(θ̃ −B−1η̃)†B(θ −B−1η) = θ̃†Bθ − η̃†(B−1)†Bθ − θ̃†BB−1η + η̃†(B−1)†BB−1η

= θ̃†Bθ − η̃†θ − θ̃†η + η̃†B−1η

引入 ζ ≡ θ −B−1η 和 ζ̃ ≡ θ̃ −B−1η̃，有
(θ̃, Bθ)− (η̃, θ)− (θ̃, η) = θ̃†Bθ− η̃†θ− θ̃†η = ζ̃†Bζ − η̃†B−1η = (ζ̃, Bζ)− (η̃, B−1η)

作变量替换 θ → ζ 和 θ̃ → ζ̃，利用 Grasmann 数积分的平移不变性，推出∫
dN θ̃∗ dNθ exp[−(θ̃, Bθ)+(η̃, θ)+(θ̃, η)] =

∫
dN ζ̃∗ dNζ exp[−(ζ̃, Bζ)+(η̃, B−1η)]

根据 2N 维 Grassmann 数 Gauss 积分公式作出以上积分，就得以证明
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11.3.2 小节　生成泛函和 Feynman 传播子
Grassmann 场 θ(x) 是时空坐标 xµ 的函数，它在每个时空点处的取值都是一个

独立的 Grassmann 数

对 θ(x) 的泛函导数定义为 δ

δθ(x)
θ(y) = δ(4)(x− y)

这是分立 Grassmann 数的求导关系 d
dθi

θj = δij 在连续极限下的推广

Grassmann 数的泛函求导算符与 Grassmann 数一样，具有反对易性，故
δ

δη(x2)
θ(x1) = −θ(x1)

δ

δη(x2)
,

δ

δη(x2)

δ

δθ(x1)
= − δ

δθ(x1)

δ

δη(x2)

在高阶泛函导数计算中，内层求导运算先执行，如

δ2

δη(x2)δθ(x1)
[θ(x)η(x)] ≡ δ

δη(x2)

δ

δθ(x1)
[θ(x)η(x)] = δ(4)(x1 − x)

δ

δη(x2)
η(x)

= δ(4)(x1 − x)δ(4)(x2 − x)
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复合函数的求导
利用四维 δ 函数的挑选性，有

δ

δη(x)

∫
d4y η(y)θ(y) =

∫
d4y

δη(y)

δη(x)
θ(y) =

∫
d4y δ(4)(x− y)θ(y) = θ(x)

进而推出

δ

δη(x)

[∫
d4y η(y)θ(y)

]2

=
δ

δη(x)

[∫
d4y d4z η(y)θ(y)η(z)θ(z)

]
=

∫
d4y d4z

δη(y)

δη(x)
θ(y)η(z)θ(z) +

∫
d4y d4z η(y)θ(y)

δη(z)

δη(x)
θ(z)

=

∫
d4y d4z δ(4)(x− y)θ(y)η(z)θ(z) +

∫
d4y d4z η(y)θ(y)δ(4)(x− z)θ(z)

=

∫
d4z θ(x)η(z)θ(z) +

∫
d4y η(y)θ(y)θ(x) = 2θ(x)

∫
d4y η(y)θ(y)

其中第二步用了乘积法则；结果与利用复合函数的链式法则计算的结果一致

余钊焕 （中山大学） 第 11 章　路径积分量子化 11.3 节 17 / 47



Grassmann 数 生成泛函和 Feynman 传播子 Yukawa 理论

指数复合函数的求导
将上式进一步推广，得到

δ

δη(x)

[∫
d4y η(y)θ(y)

]n
= nθ(x)

[∫
d4y η(y)θ(y)

]n−1

, n ∈ N

于是
δ

δη(x)
exp

[
i
∫

d4y η(y)θ(y)

]
=

δ

δη(x)

∞∑
n=0

1

n!

[
i
∫

d4y η(y)θ(y)

]n
=

∞∑
n=0

1

n!
niθ(x)

[
i
∫

d4y η(y)θ(y)

]n−1

= iθ(x)
∞∑
n=1

1

(n− 1)!

[
i
∫

d4y η(y)θ(y)

]n−1

= iθ(x) exp
[
i
∫

d4y η(y)θ(y)

]
而 δ

δθ(x)
exp

[
i
∫

d4y η(y)θ(y)

]
=

δ

δθ(x)
exp

[
−i

∫
d4y θ(y)η(y)

]
= −iη(x) exp

[
−i

∫
d4y θ(y)η(y)

]
= −iη(x) exp

[
i
∫

d4y η(y)θ(y)

]
以上两式也与利用复合函数的链式法则计算得到的结果相同
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Grassmann 数 生成泛函和 Feynman 传播子 Yukawa 理论

多点关联函数的生成泛函
对于接下来要出现在路径积分表达式中的 Dirac 旋量场 ψ(x)，每个分量 ψa(x)

都是 Grassmann 场
考虑由 Dirac 旋量场 ψ(x) 构造的拉氏量 L(x)，多点关联函数的生成泛函定义为

Z[η̄, η] = N
∫

Dψ̄Dψ exp
{

i
∫

d4x [L(x) + η̄(x)ψ(x) + ψ̄(x)η(x)]

}

上式对 Dirac 旋量场 ψ(x) 及其 Dirac 共轭场 ψ̄(x) 进行泛函积分

泛函测度定义为 Dψ̄Dψ =

4∏
a=1

(
Dψ̄aDψa

)，其中 Dψ̄aDψa（此处不采用 Einstein

求和约定）是积分测度 dN θ̃∗ dNθ =

N∏
i=1

(dθ̃∗i dθi) 在连续极限下的推广

由于 ψ̄a(x) = ψ†
b(x)(γ

0)ba 与 ψ†
a(x) 只相差一个幺正变换，积分测度 Dψ̄Dψ 与

Dψ† Dψ 是等价的
η(x) 和 η̄(x) 是外源，其中 η(x) 是 Dirac 旋量场，η̄(x) 是相应的 Dirac 共轭场，

它们的每个分量都是 Grassmann 场
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Grassmann 数 生成泛函和 Feynman 传播子 Yukawa 理论

对生成泛函求泛函导数
对生成泛函求高阶泛函导数并取 η̄ = η = 0，可以得到多点关联函数
为了给出两点关联函数的表达式，先对 Z[η̄, η] 求一次泛函导数，得

δ

−i δηb(x2)
Z[η̄, η] = N

∫
Dψ̄Dψ ψ̄b(x2) exp

[
i
∫

d4x (L+ η̄ψ + ψ̄η)

]
再求一次泛函导数，推出

δ

i δη̄a(x1)
δ

−i δηb(x2)
Z[η̄, η]

= −N
∫

Dψ̄Dψ ψ̄b(x2)
δ

i δη̄a(x1)
exp

[
i
∫

d4x (L+ η̄ψ + ψ̄η)

]

= −N
∫

Dψ̄Dψ ψ̄b(x2)ψa(x1) exp
[
i
∫

d4x (L+ η̄ψ + ψ̄η)

]

= N
∫

Dψ̄Dψ ψa(x1)ψ̄b(x2) exp
[
i
∫

d4x (L+ η̄ψ + ψ̄η)

]
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Grassmann 数 生成泛函和 Feynman 传播子 Yukawa 理论

两点和四点关联函数
由归一化条件 Z[0, 0] = 1 得 N =

[∫
Dψ̄Dψ exp

(
i
∫

d4xL
)]−1

从而，可以将两点关联函数表达为

⟨0|T[ψH
a (x1)ψ̄

H
b (x2)] |0⟩ =

∫
Dψ̄Dψ ψa(x1)ψ̄b(x2) exp

(
i
∫

d4xL
)∫

Dψ̄Dψ exp
(
i
∫

d4xL
)

=
δ

i δη̄a(x1)
δ

−i δηb(x2)
Z[η̄, η]

∣∣∣∣
η̄=η=0

类似地，关于 ψa(x1)、ψ̄b(x2)、ψ̄c(x3) 和 ψd(x4) 的四点关联函数为

⟨0|T[ψH
a (x1)ψ̄

H
b (x2)ψ̄

H
c (x3)ψ

H
d (x4)] |0⟩

=

∫
Dψ̄Dψ ψa(x1)ψ̄b(x2)ψ̄c(x3)ψd(x4) exp

(
i
∫

d4xL
)∫

Dψ̄Dψ exp
(
i
∫

d4xL
)

=
δ

i δη̄a(x1)
δ

−i δηb(x2)
δ

−i δηc(x3)
δ

i δη̄d(x4)
Z[η̄, η]

∣∣∣∣
η̄=η=0

这个四点关联函数通过 LSZ 约化公式对应于散射过程 ψψ̄ → ψψ̄ 的 T 矩阵元
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Grassmann 数 生成泛函和 Feynman 传播子 Yukawa 理论

四维 Euclid 空间中的 Dirac 矩阵
对于自由的 Dirac 旋量场，拉氏量为

L0 = iψ̄γµ∂µψ −mψ̄ψ

接下来作 Wick 转动，转到 Euclid 空间
将四维 Euclid 空间中的 Dirac 矩阵定义为

γ4
E = γ0, γiE ≡ −iγi, i = 1, 2, 3

则 γ4
E 和 γiE 都是厄米矩阵，且

{γiE, γjE} = {−iγi,−iγj} = −2gij = 2δij , i, j = 1, 2, 3

{γ4
E, γ

4
E} = {γ0, γ0} = 2g00 = 2δ44, {γiE, γ4

E} = {−iγi, γ0} = 0, i = 1, 2, 3

可见，γµE 满足反对易关系
{γµE, γ

ν
E} = 2δµν , µ, ν = 1, 2, 3, 4
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Grassmann 数 生成泛函和 Feynman 传播子 Yukawa 理论

四维 Euclid 空间中的自由生成泛函

根据 ∂E,µ =

(
∇,−i ∂

∂x0

)
，有

γµE∂E,µ = γiE∂E,i + γ4
E∂E,4 = −iγi∂i − iγ0∂0 = −iγµ∂µ

从而，四维 Euclid 空间中的自由拉氏量表达为

L0,E = −ψ̄γµE∂E,µψ −mψ̄ψ

由于 d4x = −i d4xE，相应的自由生成泛函是

Z0,E[η̄, η] = N0

∫
Dψ̄Dψ exp

[
−
∫

d4xE (ψ̄γµE∂E,µψ +mψ̄ψ − η̄ψ − ψ̄η)

]

余钊焕 （中山大学） 第 11 章　路径积分量子化 11.3 节 23 / 47



Grassmann 数 生成泛函和 Feynman 传播子 Yukawa 理论

Dirac 旋量场的内积

对于四维 Euclid 空间上的 Dirac 旋量场 η(xE) 和 ψ(xE)，内积定义为

(η, ψ) ≡
∫

d4xE d4yE η̄(xE)ψ(yE) =

∫
d4xE d4yE η̄a(xE)ψa(yE)

其中第二步将旋量指标显明写出来

如果 Γ(xE, yE) 既是以空间坐标 xE 和 yE 作为行列指标的连续方阵，又是旋量空
间上的四阶方阵，就可以进一步引入内积

(η,Γψ) ≡
∫

d4xE d4yE η̄(xE)Γ(xE, yE)ψ(yE)

=

∫
d4xE d4yE η̄a(xE)Γab(xE, yE)ψb(yE)
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Grassmann 数 生成泛函和 Feynman 传播子 Yukawa 理论

自由生成泛函的内积形式
自由生成泛函中涉及到的积分可作以下转换：∫

d4xE (ψ̄γµE∂E,µψ +mψ̄ψ)

=

∫
d4xE d4yE [ψ̄(xE)γ

µ
E∂yE,µψ(yE) +mψ̄(xE)ψ(yE)]δ

(4)(xE − yE)

=

∫
d4xE d4yE

{
ψ̄(xE)γ

µ
E∂yE,µ[ψ(yE)δ

(4)(xE − yE)]

−ψ̄(xE)γ
µ
E[∂yE,µδ

(4)(xE − yE)]ψ(yE) +mψ̄(xE)ψ(yE)δ
(4)(xE − yE)

}
=

∫
d4xE d4yE ψ̄(xE)[(−γµE∂yE,µ +m)δ(4)(xE − yE)]ψ(yE) = (ψ,Bψ)

其中第三步丢弃对积分没有贡献的一个全散度项，而连续方阵
B(xE, yE) ≡ (−γµE∂yE,µ +m)δ(4)(xE − yE)

也是旋量空间上的四阶方阵，它是厄米的。由此将自由生成泛函改写为

Z0,E[η̄, η] = N0

∫
Dψ̄Dψ exp[−(ψ,Bψ) + (η, ψ) + (ψ, η)]
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Grassmann 数 生成泛函和 Feynman 传播子 Yukawa 理论

Grassmann 数泛函 Gauss 积分公式
将 2N 维 Grassmann 数 Gauss 积分公式及其变种推广到泛函积分的情况
得到 Grassmann 数泛函 Gauss 积分公式

∫
Dψ̄Dψ exp[−(ψ,Bψ)] = detB∫

Dψ̄Dψ exp[−(ψ,Bψ) + (η, ψ) + (ψ, η)] = detB exp[(η,B−1η)]

据此作出自由生成泛函中的泛函积分，得到

Z0,E[η̄, η] = N0 detB exp[(η,B−1η)]

归一化条件 Z0,E[0, 0] = 1 给出 N0 = (detB)−1，故

Z0,E[η̄, η] = exp
[∫

d4xE d4yE η̄(xE)B
−1(xE, yE)η(yE)

]
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Grassmann 数 生成泛函和 Feynman 传播子 Yukawa 理论

B(xE, yE) 的 Fourier 变换
接下来计算 B−1(xE, yE) 的具体形式。由

B(xE, yE) = (−γµE∂yE,µ +m)δ(4)(xE − yE) = (−γµE∂yE,µ +m)

∫
d4pE

(2π)4
e−ipE·(xE−yE)

=

∫
d4pE

(2π)4
(−iγµEpE,µ +m)e−ipE·(xE−yE)

可见，B(xE, yE) 的 Fourier 变换是 B̃(pE) = −iγµEpE,µ +m

注意到
(iγνEpE,ν +m)(−iγµEpE,µ +m) = γµEγ

ν
EpE,µpE,ν +m2

=
1

2
(γµEγ

ν
E + γνEγ

µ
E)pE,µpE,ν +m2

= δµνpE,µpE,ν +m2 = p2E +m2

B̃(pE) 的逆矩阵是

B̃−1(pE) = (−iγµEpE,µ +m)−1 =
iγµEpE,µ +m

p2E +m2
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Grassmann 数 生成泛函和 Feynman 传播子 Yukawa 理论

Euclid 空间中 Dirac 旋量场的 Feynman 传播子

B̃−1(pE) 的 Fourier 逆变换 B−1(xE, yE) 是 B(xE, yE) 的逆矩阵，也是 Euclid 空

间中 Dirac 旋量场的 Feynman 传播子 SE
F (xE − yE)，故

SE
F (xE − yE) ≡ B−1(xE, yE) =

∫
d4pE

(2π)4
B̃−1(pE) e−ipE·(xE−yE)

=

∫
d4pE

(2π)4
iγµEpE,µ +m

p2E +m2
e−ipE·(xE−yE)

下面将它转换到 Minkowski 时空中

根据 pE ≡ p，p4E ≡ −ip0，γ4
E = γ0 和 γiE ≡ −iγi，有

γµEpE,µ = γ4
Ep

4
E + γiEp

i
E = −iγ0p0 − iγipi = −i(γ0p0 + γ · p)

余钊焕 （中山大学） 第 11 章　路径积分量子化 11.3 节 28 / 47



Grassmann 数 生成泛函和 Feynman 传播子 Yukawa 理论

Minkowski 时空中 Dirac 旋量场的 Feynman 传播子
再利用 p2E = −p2 和 pE · xE = p0x0 + p · x，得

SE
F (xE − yE) =

∫
d3pE

(2π)4

∫ +∞

−∞
dp4E

iγµEpE,µ +m

p2E +m2
e−ipE·(xE−yE)

=

∫
d3p

(2π)4

∫ +i∞

−i∞
(−i dp0) γ

0p0 + γ · p +m

−p2 +m2
e−i[p0(x0−y0)+p·(x−y)]

=

∫
d3p

(2π)4

∫ +i∞

−i∞
dp0

i(/p+m)

p2 −m2
e−ip·(x−y)

最后一步作了变量替换 p → −p

进一步，参考实标量场 Feynman 传播子的推导过程，将 Minkowski 时空中 Dirac
旋量场的 Feynman 传播子表达为

SF(x− y) =

∫
d4p

(2π)4
i(/p+m)

p2 −m2 + iϵ e−ip·(x−y)

这与正则量子化方法得到的结果一致
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Grassmann 数 生成泛函和 Feynman 传播子 Yukawa 理论

Minkowski 时空中的生成泛函

借助解析延拓，将 Euclid 空间中的生成泛函

Z0,E[η̄, η] = exp
[∫

d4xE d4yE η̄(xE)B
−1(xE, yE)η(yE)

]
转换到 Minkowski 时空中

作替换 d4xE d4yE → i d4x i d4y、η̄(xE) → η̄(x)、η(yE) → η(y) 和 B−1(xE, yE)

= SE
F (xE − yE) → SF(x− y)，得到自由 Dirac 旋量场的生成泛函

Z0[η̄, η] = exp
[
−
∫

d4x d4y η̄(x)SF(x− y)η(y)

]
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生成泛函的泛函导数
利用复合函数的链式法则，对自由生成泛函求一阶泛函导数，有

δ

−i δηb(x2)
Z0[η̄, η] =

δ

−i δηb(x2)
exp

[
−
∫

d4x d4y η̄c(x)SF,cd(x− y)ηd(y)

]
=

[∫
d4x d4y η̄c(x)SF,cd(x− y)

δηd(y)

−i δηb(x2)

]
Z0[η̄, η]

=

[
i
∫

d4x d4y η̄c(x)SF,cd(x− y)δbdδ
(4)(x2 − y)

]
Z0[η̄, η]

=

[
i
∫

d4x η̄c(x)SF,cb(x− x2)

]
Z0[η̄, η]

δ

i δη̄a(x1)
Z0[η̄, η] =

δ

i δη̄a(x1)
exp

[
−
∫

d4x d4y η̄c(x)SF,cd(x− y)ηd(y)

]
=

[
−
∫

d4x d4y
δη̄c(x)

i δη̄a(x1)
SF,cd(x− y)ηd(y)

]
Z0[η̄, η]

=

[
i
∫

d4x d4y δacδ
(4)(x1 − x)SF,cd(x− y)ηd(y)

]
Z0[η̄, η]

=

[
i
∫

d4y SF,ad(x1 − y)ηd(y)

]
Z0[η̄, η]
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自由理论的两点关联函数
求二阶泛函导数，得

δ

i δη̄a(x1)
δ

−i δηb(x2)
Z0[η̄, η]

=

[∫
d4x δacδ

(4)(x1 − x)SF,cb(x− x2)

]
Z0[η̄, η]

−
[
i
∫

d4x η̄c(x)SF,cb(x− x2)

] [
i
∫

d4y SF,ad(x1 − y)ηd(y)

]
Z0[η̄, η]

= SF,ab(x1 − x2)Z0[η̄, η]

+

[
i
∫

d4y SF,ad(x1 − y)ηd(y)

][
i
∫

d4x η̄c(x)SF,cb(x− x2)

]
Z0[η̄, η]

自由 Dirac 旋量场理论中的两点关联函数为

⟨0|T[ψH
a (x1)ψ̄

H
b (x2)] |0⟩free =

δ

i δη̄a(x1)
δ

−i δηb(x2)
Z0[η̄, η]

∣∣∣∣
η̄=η=0

= SF,ab(x1 − x2)

它等于 Feynman 传播子，这与正则量子化方法的结论相同
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11.3.3 小节 Yukawa 理论
本小节讨论路径积分方法对旋量场相互作用的处理方式
以 Yukawa 理论为例，设实标量场 ϕ(x) 和 Dirac 旋量场 ψ(x) 构成的拉氏量为

L = L0 −κϕψ̄ψ

其中拉氏量的自由部分是

L0 =
1

2
(∂µϕ)∂µϕ− 1

2
m2
ϕϕ

2 + iψ̄γµ∂µψ −mψψ̄ψ

利用泛函导数，将多点关联函数的生成泛函表达为
Z[J, η̄, η]

= N
∫

DϕDψ̄Dψ exp
[
i
∫
x

(L+ Jϕ+ η̄ψ + ψ̄η)

]
= N

∫
DϕDψ̄Dψ exp

(
−iκ

∫
x

δ

i δJx
δ

−i δηx
δ

i δη̄x

)
exp

[
i
∫
x

(L0 + Jϕ+ η̄ψ + ψ̄η)

]
= Ñ

∞∑
n=0

1

n!

(
−iκ

∫
x

δ

i δJx
δ

−i δηx
δ

i δη̄x

)n
Z0[J, η̄, η]

其中 Ñ ≡ N/N0，ηx ≡ η(x)，η̄x ≡ η̄(x)
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自由生成泛函和外源 Feynman 规则
自由理论的生成泛函表达为

Z0[J, η̄, η] = N0

∫
DϕDψ̄Dψ exp

[
i
∫
x

(L0 + Jϕ+ η̄ψ + ψ̄η)

]
= exp

[
−
∫
x,y

(
1

2
JxDxyJy + η̄xSxyηy

)]
= exp

(
J J + η η̄

)
其中 Sxy ≡ SF(x− y)，第三步改用 Feynman 图表示

实标量场外源的 Feynman 规则与 ϕ4 理论相同，即 J = i
∫

d4xJ(x)

Dirac 旋量场的外源 η 和 η̄ 的 Feynman 规则分别是

η = i
∫

d4x η(x) , η̄ = i
∫

d4x η̄(x)
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泛函求导的 Feynman 图表示
Feynman 传播子和 Yukawa 相互作用顶点采用原先的位置空间 Feynman 规则：

x y = DF(x− y), y x = SF(x− y) ,
x

= −iκ
∫

d4x

从而，用 Feynman 图将
δ

−i δηb(x2)
Z0[0, η̄, η] =

[
i
∫

d4x η̄c(x)SF,cb(x− x2)

]
Z0[0, η̄, η]

δ

i δη̄a(x1)
Z0[0, η̄, η] =

[
i
∫

d4y SF,ad(x1 − y)ηd(y)

]
Z0[0, η̄, η]

表示成
δ

−i δη2
exp

(
η η̄

)
=

(
x2 η̄

)
exp

(
η η̄

)
δ

i δη̄1
exp

(
η η̄

)
=

(
η x1

)
exp

(
η η̄

)
其中 ηi ≡ η(xi)，η̄i ≡ η̄(xi)
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Feynman 图泛函求导法则
用 Feynman 图将
δ

i δη̄a(x1)
δ

−i δηb(x2)
Z0[0, η̄, η] = SF,ab(x1 − x2)Z0[0, η̄, η]

+

[
i
∫

d4y SF,ad(x1 − y)ηd(y)

][
i
∫

d4x η̄c(x)SF,cb(x− x2)

]
Z0[0, η̄, η]

表示成 δ

i δη̄1
δ

−i δη2
exp

(
η η̄

)
=

(
x2 x1 +

x2

η

η̄

x1

)
exp

(
η η̄

)
根据 11.2.4 小节中的 Feynman 图泛函求导法则，用 δ

i δJ(x) 求泛函导数相当于

将 Feynman 图中的一个外源 J 换成时空点 x。类似地，以上结果表明，

用 δ

−i δη(x) 求泛函导数，相当于将 Feynman 图中一个外源 η 换成时空点 x

用 δ

i δη̄(x) 求泛函导数，相当于将 Feynman 图中一个外源 η̄ 换成时空点 x
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Grassmann 数 生成泛函和 Feynman 传播子 Yukawa 理论

κ1 阶展开式
接下来计算生成泛函的微扰展开式。根据

δ

i δη̄x
exp

(
J J + η η̄

)
=

(
η x

)
exp

(
J J + η η̄

)
δ

−i δηx
δ

i δη̄x
exp

(
J J + η η̄

)
=

 x + η η̄

x

 exp
(
J J + η η̄

)
推出 κ1 阶的展开式

−iκ
∫
x

δ

i δJx
δ

−i δηx
δ

i δη̄x
exp

(
J J + η η̄

)

=

 Jx +

η̄

η

J
x

 exp
(
J J + η η̄

)
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Grassmann 数 生成泛函和 Feynman 传播子 Yukawa 理论

进一步求导
δ

i δη̄y

[
−iκ

∫
x

δ

i δJx
δ

−i δηx
δ

i δη̄x
exp

(
J J + η η̄

)]

=


η

J

y

x
+

y

η

J
x

+

η̄

η

η

J

y

x


× exp

(
J J + η η̄

)
δ

−i δηy
δ

i δη̄y

[
−iκ

∫
x

δ

i δJx
δ

−i δηx
δ

i δη̄x
exp

(
J J + η η̄

)]

=

(
Jx

y

+

η

J

η̄

x

y

+ y Jx +

η̄

η J
x

y

+

η̄

η

J
x

y

+

η̄

η

J

y

x

+

η̄

η

η

J

η̄

x

y )

× exp
(
J J + η η̄

)
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Grassmann 数 生成泛函和 Feynman 传播子 Yukawa 理论

κ2 阶展开式

对称性因子为 2，对应于 1/2! 因子
成对出现的 Feynman 图具有交换时空坐标

x 和 y 的对称性，合为一项后抵消 1/2! 因子

−
iκ
2!

∫
y

δ

i δJy
δ

−i δηy
δ

i δη̄y

[
−iκ

∫
x

δ

i δJx
δ

−i δηx
δ

i δη̄x
exp

(
J J + η η̄

)]

=

[
x y +

J

J

x

y

+ y x + J Jy x

+

η̄

η

η̄

η

x y +

η̄

η

η̄

η

J

J

x

y

+
1

2!

(
η η̄

y

x

+ η̄

η

J

J
y

x

+ η η̄

x y

+

η̄

η

J

J
x

y

+
η η̄

x

y

+

η̄

η

J

J

x

y

+ η η̄

y x

+

η̄

η

J

J
y

x

)]

× exp
(
J J + η η̄

)
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Grassmann 数 生成泛函和 Feynman 传播子 Yukawa 理论

展开到 κ2 阶的生成泛函
于是，将生成泛函展开到 κ2 阶的结果为
Z[J, η̄, η]

=

[
1 + Jx +

η̄

η

J
x

+
J

J

x

y

+ J Jy x +

η̄

η

η̄

η

x y +

η̄

η

η̄

η

J

J

x

y

+
η η̄

y

x

+ η̄

η

J

J
y

x

+ η η̄

x y

+

η̄

η

J

J
x

y

+O(κ3)

]
exp

(
J J + η η̄

)
其中所有的气泡图已被 Ñ 所抵消
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Grassmann 数 生成泛函和 Feynman 传播子 Yukawa 理论

连通关联函数的生成泛函
利用 ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
+ · · · ，推出连通关联函数的生成泛函

iW [J, η̄, η] = lnZ[J, η̄, η]

= J J + η η̄ + Jx +

η̄

η

J
x

+ J Jy x +

η̄

η

η̄

η

x y +

η η̄
y

x

+ η η̄

x y

+

η̄

η

J

J
x

y

+O(κ3)

上式只包含完全连通图；实际上，可以用顶点、外源、传播子的图形元素作适当
拼接来得到这些 Feynman 图
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Grassmann 数 生成泛函和 Feynman 传播子 Yukawa 理论

实标量场的单点函数和两点连通关联函数
实标量场的真空期待值 ⟨0|ϕH(x1) |0⟩ 称为单点函数，它仅涉及一个外点，因而只

能包含完全连通图。实标量场的单点函数为

⟨0|ϕH(x1) |0⟩ =
δ

i δJ1
(iW [J, η̄, η])

∣∣∣∣
J=η̄=η=0

=
δ

i δJ1

 Jx

+O(κ3)

= x1x +O(κ3)

用下标 c 代表关联函数中的完全连通部分，则实标量场的两点连通关联函数为

⟨0|T[ϕH(x1)ϕ
H(x2)] |0⟩c =

δ

i δJ1
δ

i δJ2
(iW [J, η̄, η])

∣∣∣∣
J=η̄=η=0

=
δ

i δJ1
δ

i δJ2

J J + J Jy x

+O(κ3)

= x1 x2 + x1 x2y x +O(κ3)

上式是实标量场的完整传播子
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Grassmann 数 生成泛函和 Feynman 传播子 Yukawa 理论

Dirac 旋量场的两点连通关联函数

Dirac 旋量场的两点连通关联函数为

⟨0|T[ψH(x1)ψ̄
H(x2)] |0⟩c =

δ

i δη̄1
δ

−i δη2
(iW [J, η̄, η])

∣∣∣∣
J=η̄=η=0

=
δ

i δη̄1
δ

−i δη2

η η̄ +
η η̄

y

x

+ η η̄

x y

+O(κ3)

= x2 x1 +
x2 x1

y

x

+ x2 x1

x y

+O(κ3)

上式是 Dirac 旋量场的完整传播子
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Grassmann 数 生成泛函和 Feynman 传播子 Yukawa 理论

三点连通关联函数

关于 ϕ(x1)、ψ(x2) 和 ψ̄(x3) 的三点连通关联函数为

⟨0|T[ϕH(x1)ψ
H(x2)ψ̄

H(x3)] |0⟩c =
δ

i δJ1
δ

i δη̄2
δ

−i δη3
(iW [J, η̄, η])

∣∣∣∣
J=η̄=η=0

=
δ

i δJ1
δ

i δη̄2
δ

−i δη3


η̄

η

J
x

+O(κ3)

=

x2

x3

x1

x

+O(κ3),

它通过 LSZ 约化公式联系着 ϕ→ ψψ̄ 衰变过程和 ψψ̄ → ϕ 融合过程
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Grassmann 数 生成泛函和 Feynman 传播子 Yukawa 理论

一种四点连通关联函数
四点关联函数 ⟨0|T[ψH(x1)ψ̄

H(x2)ψ̄
H(x3)ψ

H(x4)] |0⟩ 对应的四点连通关联函数是

⟨0|T[ψH(x1)ψ̄
H(x2)ψ̄

H(x3)ψ
H(x4)] |0⟩c

=
δ

i δη̄1
δ

−i δη2
δ

−i δη3
δ

i δη̄4
(iW [J, η̄, η])

∣∣∣∣
J=η̄=η=0

=
δ

i δη̄1
δ

−i δη2
δ

−i δη3
δ

i δη̄4


η̄

η

η̄

η

x y

+O(κ3)

= · · · = (−iκ)2
∫
x,y

(−S4xSx3DxyS1ySy2 + S4xSx2DxyS1ySy3) +O(κ3)

= −

x3

x4

x1

x2

x y +

x3

x4

x1

x2

y

x

+O(κ3)

其中 Six ≡ SF(xi − x)，Sxi ≡ SF(x− xi)
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Grassmann 数 生成泛函和 Feynman 传播子 Yukawa 理论

四点关联函数与散射过程

ψ

ψ̄

ψ

ψ̄

x y −

ψ

ψ̄

ψ

ψ̄

y

x

⟨0|T[ψH(x1)ψ̄
H(x2)ψ̄

H(x3)ψ
H(x4)] |0⟩c

= −

x3

x4

x1

x2

x y +

x3

x4

x1

x2

y

x

+O(κ3)

可以看到，κ2 阶两幅拓扑不等价的 Feynman 图之间相对符号为负
根据 10.3 节中写出来的 LSZ 约化公式，可以将这个四点关联函数转化为散射过

程 ψψ̄ → ψψ̄ 的 T 矩阵元
从而，这个散射过程的两幅拓扑不等

价的 Feynman 图之间相对符号为负
这个结果与 7.1.2 小节利用正则量子

化方法得到的结果一致
此外，也可通过 LSZ 约化公式将这个关联函数转化为散射过程 ψψ → ψψ 和

ψ̄ψ̄ → ψ̄ψ̄ 的 T 矩阵元；实际上，以上三个散射过程彼此之间具有交叉对称性
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Grassmann 数 生成泛函和 Feynman 传播子 Yukawa 理论

另一种四点连通关联函数
关于 ϕ(x1)、ϕ(x2)、ψ(x3) 和 ψ̄(x4) 的四点连通关联函数为

⟨0|T[ϕH(x1)ϕ
H(x2)ψ

H(x3)ψ̄
H(x4)]|0⟩c =

δ

i δJ1
δ

i δJ2
δ

i δη̄3
δ

−i δη4
(iW [J, η̄, η])

∣∣∣∣
J=η̄=η=0

=
δ

i δJ1
δ

i δJ2
δ

i δη̄3
δ

−i δη4


η̄

η

J

J
x

y

+O(κ3)

= · · · = (−iκ)2
∫
x,y

(S3ySyxSx4Dy2Dx1 + S3ySyxSx4Dy1Dx2) +O(κ3)

=

x3

x4

x2

x1

x

y

+

x3

x4

x2

x1

x

y

+O(κ3)

它在 κ2 阶包含两幅拓扑不等价的 Feynman 图，两者之间的相对符号为正
利用 LSZ 约化公式，可以将这个关联函数转化为散射过程 ψψ̄ → ϕϕ、

ϕϕ→ ψψ̄、ψϕ→ ψϕ 和 ψ̄ϕ→ ψ̄ϕ 的 T 矩阵元
余钊焕 （中山大学） 第 11 章　路径积分量子化 11.3 节 47 / 47


	Grassmann数
	
	

	生成泛函和Feynman传播子
	
	

	Yukawa理论
	
	


