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微扰展开和 Feynman 图 连通关联函数 复标量场

11.2.4 小节　微扰展开和 Feynman 图
本小节讨论相互作用理论的微扰展开。以实标量场的 ϕ4 理论为例，拉氏量为

L =
1

2
(∂µϕ)∂µϕ− 1

2
m2ϕ2 − λ

4!
ϕ4

由泛函导数公式 δ

δJ(x)
exp

[
i
∫

d4y J(y)ϕ(y)

]
= iϕ(x) exp

[
i
∫

d4y J(y)ϕ(y)

]
将生成泛函表达成

Z[J ] = N
∫

Dϕ exp
{

i
∫

d4x

[
1

2
(∂µϕ)∂µϕ− 1

2
m2ϕ2 − λ

4!
ϕ4 + Jϕ

]}
= N

∫
Dϕ exp

{
− iλ
4!

∫
d4x

[
δ

i δJ(x)

]4}

× exp
{

i
∫

d4x

[
1

2
(∂µϕ)∂µϕ− 1

2
m2ϕ2 + Jϕ

]}
= Ñ exp

{
− iλ
4!

∫
d4x

[
δ

i δJ(x)

]4}
Z0[J ]

其中 Ñ ≡ N/N0，而 Z0[J ] 是自由理论的生成泛函
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微扰展开和 Feynman 图 连通关联函数 复标量场

一阶泛函导数
前面已推出

Z0[J ] = exp
(
−1

2

∫
x,y

JxDxyJy

)
这里采用以下缩写记号：∫

x,y

≡
∫

d4x d4y, Jx ≡ J(x), Dxy ≡ DF(x− y) = DF(y − x) = Dyx

对生成泛函求一阶泛函导数，得
δ

i δJx
Z0[J ] =

δ

i δJx
exp

(
−1

2

∫
z,y

JzDzyJy

)
= exp

(
−1

2

∫
z,y

JzDzyJy

)(
− 1

2i

∫
z,y

δxzDzyJy − 1

2i

∫
z,y

JzDzyδxy

)
= Z0[J ]

(
i
2

∫
y

DxyJy +
i
2

∫
z

JzDzx

)
=

(
i
∫
y

DxyJy

)
Z0[J ]

其中 δxy ≡ δ(4)(x− y) 是四维 δ 函数的缩写记号
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高阶泛函导数
求二阶泛函导数，推出(

δ

i δJx

)2

Z0[J ] =

[
Dxx +

(
i
∫
y
DxyJy

)2
]
Z0[J ]

求三阶泛函导数，有(
δ

i δJx

)3

Z0[J ] =

[
Dxx

(
i
∫
y
DxyJy

)
+ 2

(
i
∫
y
DxyJy

)
Dxx +

(
i
∫
y
DxyJy

)3
]
Z0[J ]

=

[
3Dxx

(
i
∫
y
DxyJy

)
+

(
i
∫
y
DxyJy

)3
]
Z0[J ]

求四阶泛函导数，得到(
δ

i δJx

)4

Z0[J ] =

[
3(Dxx)

2 + 3Dxx

(
i
∫
y
DxyJy

)2

+ 3

(
i
∫
y
DxyJy

)2

Dxx

+

(
i
∫
y
DxyJy

)4
]
Z0[J ]

=

[
3(Dxx)

2 + 6Dxx

(
i
∫
y
DxyJy

)2

+

(
i
∫
y
DxyJy

)4
]
Z0[J ]
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Feynman 图

x

= −iλ
∫

d4x

x y = DF(x− y)

于是，生成泛函作微扰展开至 λ1 阶的结果为

Z[J ] = Ñ
[
1−

iλ
4!

∫
x

(
δ

i δJx

)4

+O(λ2)

]
Z0[J ]

= Ñ
{
1− iλ

∫
x

[
1

8
(Dxx)

2 +
1

4
Dxx

(
i
∫
y
DxyJy

)2

+
1

24

(
i
∫
y
DxyJy

)4
]
+O(λ2)

}
Z0[J ]

= Ñ

1 +
x

+
J J

x

+

J

J

J

J

x
+ O(λ2)


× exp

(
J J

)
用小圆圈表示外源 J(x)，并引入它的 Feynman 规则

J = i
∫

d4xJ(x)

顶点和 Feynman 传播子则直接采用原先的位置空间 Feynman 规则
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对称性因子

−iλ
∫
x

[
1

8
(Dxx)

2 +
1

4
Dxx

(
i
∫
y

DxyJy

)2

+
1

24

(
i
∫
y

DxyJy

)4
]

=
x

+
J J

x

+

J

J

J

J

x

第一幅图是气泡图，它的对称性因子是 8

在第二幅图中，两端连接同一顶点的内线贡献的对称性因子为 2

对外源 J(x) 的全时空积分意味着第二幅图中用两个小圆圈表示的外源是全同的，
因此从顶点连接到小圆圈上的两条内线也是全同的，贡献的对称性因子是 2

最终第二幅图的对称性因子为 2 · 2 = 4

在第三幅图中，从顶点连接到小圆圈上的四条内线是全同，对称性因子为 4! = 24

这些对称性因子恰好解释了分数因子 1/8、1/4 和 1/24
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Z0[J ] 的 Feynman 图表示

前面还用到 Z0[J ] 的 Feynman 图表示

Z0[J ] = exp
(
−1

2

∫
x,y

JxDxyJy

)
= exp

(
J J

)
其中指数上 Feynman 图的对称性因子是 2

相应地， δ

i δJx
Z0[J ] =

(
i
∫
y

DxyJy

)
Z0[J ] 表示为

δ

i δJx
exp

(
J J

)
=
(
x J

)
exp

(
J J

)
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微扰展开和 Feynman 图 连通关联函数 复标量场

归一化常数与气泡图
注意到 Z0[0] = 1，Z[J ] 的归一化条件给出

1 = Z[0] = Ñ
[
1− iλ

∫
x

1

8
(Dxx)

2 +O(λ2)

]
Z0[0]

= Ñ

1 +
x

+ O(λ2)


这里取外源 J = 0，使得与外源有关的 Feynman 图都不会出现，导致上式方括号

中能够出现的 Feynman 图都是气泡图
考虑到微扰论中所有阶的贡献，则上式大方括号中的项包含了所有的气泡图
于是，归一化常数满足

Ñ =

[
1− iλ

∫
x

1

8
(Dxx)

2 +O(λ2)

]−1

= 1+ iλ
∫
x

1

8
(Dxx)

2 +O(λ2)

= 1 −
x

+ O(λ2)
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生成泛函与连通图

将归一化常数 Ñ 的表达式代入生成泛函，得

Z[J ] =

{
1− iλ

∫
x

[
1

4
Dxx

(
i
∫
y

DxyJy

)2

+
1

24

(
i
∫
y

DxyJy

)4
]
+O(λ2)

}
Z0[J ]

=

1 +
J J

x

+

J

J

J

J

x
+ O(λ2)

 exp
(
J J

)

实际上，Z[J ] 中所有的气泡图都被 Ñ 抵消掉了

因此，上式中剩下的 Feynman 图都属于连通图，它们将外源连接起来，但不包含
气泡图
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微扰展开和 Feynman 图 连通关联函数 复标量场

两点关联函数和缩写记号

接下来借助生成泛函计算两点关联函数和四点关联函数

两点关联函数表达为

G(2)(x1, x2) = ⟨0|T[ϕH(x1)ϕ
H(x2)] |0⟩ =

1

i2
δ2Z[J ]

δJ1δJ2

∣∣∣∣
J=0

这里进一步采用以下缩写记号：

Ji ≡ J(xi)

Dix ≡ DF(xi − x) = DF(x− xi) ≡ Dxi

Dij ≡ DF(xi − xj) = Dji
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微扰展开和 Feynman 图 连通关联函数 复标量场

一阶泛函导数
对生成泛函求一阶泛函导数，得
δ

i δJ1
Z[J ]

=

{
i
∫
y
D1yJy − iλ

∫
x

[
1

2
DxxDx1

(
i
∫
y
DxyJy

)
+

1

4
Dxx

(
i
∫
y
DxyJy

)2 (
i
∫
y
D1yJy

)
+

1

6
Dx1

(
i
∫
y
DxyJy

)3

+O(J4)

]
+O(λ2)

}
Z0[J ]

=

{
x1 J +

[
x1 J

x

+

J

x1

J

J

x

+

x1

J

J

J

x
+O(J4)

]
+O(λ2)

}
exp

(
J J

)

上式方括号中的 O(J4) 包含具有 4 个及更多个外源 J 因子的项，它们与接下来
的讨论无关，因而没有显明写出来
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微扰展开和 Feynman 图 连通关联函数 复标量场

Feynman 图的泛函求导法则
观察以上计算过程，可以归纳出 Feynman 图泛函求导法则：

用 δ

i δJ(x) 求泛函导数，相当于将 Feynman 图中的一个外源 J 换成时空点 x

这里的时空点 x 要么对应于外点，要么对应于顶点
如果一个 Feynman 图具有对称性因子 s 和 n 个全同外源 J，则外源对 s 贡献的

因子是 n!，而相应代数表达式中包含一个 1/s 因子
求一次泛函导数之后，Feynman 图只剩下 n− 1 个全同外源 J，它们对对称性因

子的贡献是 (n− 1)!，因而对称性因子变成 s/n

求泛函导数时每个 J 的贡献相同，由乘积法则给出 n 个相同的 Feynman 图之和
将这些 Feynman 图合并，给出一个因子 n，它使代数表达式中的因子变成 n/s，

而这正是求导后 Feynman 图的对称性因子的倒数
因此，求导后的每幅 Feynman 图上都不需要乘以额外的数值因子
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二阶泛函导数

再求一次泛函导数，得

1

i2
δ2Z[J ]

δJ1δJ2
=

δ

i δJ2

(
δ

i δJ1
Z[J ]

)

=

{
D12 +

(
i
∫
y

D1yJy

)(
i
∫
y

D2yJy

)

− iλ
∫
x

[
1

2
DxxDx1Dx2 +

1

2
DxxDx1

(
i
∫
y

DxyJy

)(
i
∫
y

D2yJy

)

+
1

2
DxxDx2

(
i
∫
y

DxyJy

)(
i
∫
y

D1yJy

)
+

1

4
DxxD12

(
i
∫
y

DxyJy

)2

+
1

2
Dx1Dx2

(
i
∫
y

DxyJy

)2

+O(J3)

]
+O(λ2)

}
Z0[J ]
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微扰展开和 Feynman 图 连通关联函数 复标量场

二阶泛函导数的 Feynman 图

这个结果也可以直接利用上述
Feynman 图泛函求导法则来得到
推导时应注意泛函导数的乘积

法则和链式法则

即
1

i2
δ2Z[J ]

δJ1δJ2
=

δ

i δJ2

(
δ

i δJ1
Z[J ]

)

=

{
x1 x2 +

x1

x2

J

J

+

[
x1 x2

x

+
x1

x2

J

J

x

+
x2

x1

J

J

x

+

J

x1

J

x2

x

+

x1

J

x2

J

x
+O(J3)

]

+O(λ2)

}
exp

(
J J

)
注意上式方括号中的 O(J3) 包含具有 3 个及更多个 J 因子的项
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微扰展开和 Feynman 图 连通关联函数 复标量场

λ1 阶的两点关联函数

取外源 J = 0，得到两点关联函数展开至 λ1 阶的结果

G(2)(x1, x2) =
1

i2
δ2Z[J ]

δJ1δJ2

∣∣∣∣
J=0

= D12 −
iλ
2

∫
x

DxxDx1Dx2 +O(λ2)

= x1 x2 +
x1 x2

x

+ O(λ2)

这个结果与 10.5.1 小节中利用正则量子化方法得到的结果一致

注意，此处并没有将拉氏量中的裸质量参数分解为物理质量参数和质量重整化常
数 δm2 之和，因而没有出现 δm2 贡献的两点关联函数

余钊焕 （中山大学） 第 11 章　路径积分量子化 11.2 节（下） 15 / 36



微扰展开和 Feynman 图 连通关联函数 复标量场

三阶泛函导数
现在，利用 Feynman 图泛函求导法则求泛函导数，推出

1

i3
δ3Z[J ]

δJ1δJ2δJ3

=

{
x1

x3

x2

J

+
x1

x2

x3

J

+
x1

x2

J

x3

+

[
x1

x3

x2

J

x

+

x1

x2

x3

J

x

+

x1

x2

J

x3

x

+

x2

x1

x3

J

x

+

x2

x1

J

x3

x

+

x3

x1

J

x2

x

+

x1

x3

x2

J

x
+O(J2)

]
+O(λ2)

}
exp

(
J J

)

方括号里面的 O(J2) 包含具有 2 个及更多个 J 因子的项
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λ1 阶的四点关联函数

这个结果与 10.5.2 小节中利用
正则量子化方法得到的结果一致

再求一次泛函导数，取 J = 0，得到四点关联函数展开至 λ1 阶的结果

G(4)(x1, x2, x3, x4) =
1

i4
δ4Z[J ]

δJ1δJ2δJ3δJ4

∣∣∣∣
J=0

=
x1

x3

x2

x4

+
x1

x2

x3

x4

+
x1

x2

x4

x3

+

x1

x3

x2

x4

x

+

x1

x2

x3

x4

x

+

x1

x2

x4

x3

x

+

x2

x1

x3

x4

x

+

x2

x1

x4

x3

x

+

x3

x1

x4

x2

x

+

x1

x3

x2

x4

x

+ O(λ2)
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微扰展开和 Feynman 图 连通关联函数 复标量场

正则量子化与路径积分量子化

可见，从正则量子化和路径积分量子化导出来的 Feynman 图方法是一样的，
Feynman 规则也相同

这样的 Feynman 图方法可直接应用于多点关联函数、T 矩阵元和不变振幅 iM

的计算
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11.2.5 小节　连通关联函数

前面给出的四点关联函数 Feynman 图都是连通图，但其中只有最后一行的
Feynman 图是完全连通图，它将所有外点都彼此连接起来，即保证任意两个外点都是
相连的；其它连通图都不是完全连通的，称为非完全连通图

根据 10.5.2 小节的讨论，只有完全连通图才会贡献到散射过程的 T 矩阵元

因此，真正与散射过程相关的是关联函数中与完全连通图对应的部分，这部分称
为连通关联函数 (connected correlation function)，也称为连通 Green 函数

将实标量场 ϕ4 理论的 n 点连通关联函数记作 G
(n)
c (x1, x2, · · · , xn)

四点连通关联函数表达为

G(4)
c (x1, x2, x3, x4) =

x1

x3

x2

x4

x

+ O(λ2)
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微扰展开和 Feynman 图 连通关联函数 复标量场

生成泛函与非完全连通图
对于多点关联函数的生成泛函 Z[J ] 来说，完全连通图指的是将所有外源都彼此

连接在一起的图
当 n ≥ 4 时，n 点关联函数中出现很多非完全连通图，根源在于其生成泛函 Z[J ]

中就包含了很多非完全连通图
将自由生成泛函的 Feynman 图表示式展开，有

Z0[J ] = exp
(
J J

)
= exp

(
−1

2

∫
x,y

JxDxyJy

)

=
∞∑

k=0

1

k!

(
−1

2

∫
x,y

JxDxyJy

)k

= 1 + J J +
J

J

J

J

+

J

J

J

J

J

J

+ · · ·

注意，在 k 阶的 Feynman 图中，存在 k 个不相连的全同子图，它们贡献一个对
称性因子 k!，这恰好解释了第三步通项中的分数因子 1/k!
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微扰展开和 Feynman 图 连通关联函数 复标量场

生成泛函中的非完全连通图
从而，生成泛函展开为

Z[J ] =

[
1 +

J J
x

+

J

J

J

J

x
+ O(λ2)

]
Z0[J ]

= 1 + J J +
J

J

J

J

+
J

J

J

J

J

J

+
J J

x

+

J

J

J

J

x

+

J

J

J

J

J

J

x

+

J

J

J

J

x
+

J

J

J

J

J

J

x

+ · · ·

可见，Z[J ] 的展开式中包含了大量非完全连通图，利用 Feynman 图泛函求导法
则计算 n ≥ 4 时的 n 点关联函数，就会得到很多非完全连通图
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连通图的分解
由于任意一个非完全连通图可以分解为若干个完全连通图的乘积，生成泛函 Z[J ]

中任意一个连通 Feynman 图 D{ni} 可以表达为

D{ni} =
1

sD

∏
i

(Ci)
ni

其中 Ci 代表一种完全连通图，而 D{ni} 中 Ci 的数量为 ni∏
i

则将 D 中所有种类的完全连通图都乘起来

完全连通图 Ci 已经包含了相应的对称性因子，而 sD 代表 D{ni} 中额外的对称
性因子

由于 ni 个全同的完全连通图 Ci 贡献的对称性因子为 ni!，有 sD =
∏
i

ni!

这里，我们用所有 ni 的集合 {ni} = {n1, n2, · · · } 作为下标来标记连通 Feynman
图 D{ni}；当所有 ni 都等于 0 时，D{ni} = 1
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Z[J ] 与 W [J ]

生成泛函 Z[J ] 是由所有的 D{ni} 组成的，表达为

Z[J ] =
∑
{ni}

D{ni} =
∑
{ni}

∏
i

(Ci)
ni

ni!
=
∏
i

∞∑
ni=0

(Ci)
ni

ni!
=
∏
i

exp(Ci) = exp
(∑

i

Ci

)

其中第三步利用乘法分配律交换了求和与连乘的次序

将上式改写为
Z[J ] = exp(iW [J ])

其中
W [J ] ≡ 1

i
∑
i

Ci

包含了所有的完全连通图
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iW [J ] 的 Feynman 图展开式
根据 Z[J ] = exp(iW [J ])，有

iW [J ] = lnZ[J ]

= ln exp
(
J J

)
+ ln

1 +
J J

x

+

J

J

J

J

x
+ O(λ2)



= J J +
J J

x

+

J

J

J

J

x
+ O(λ2)

其中第二步用到对数函数的 Taylor 展开式

ln(1 + x) =

∞∑
n=1

(−1)n−1xn

n
= x− x2

2
+

x3

3
+ · · ·
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非完全连通图的抵消
从表面上看，对数函数展开式中的高阶项会给出非完全连通图，但是这些非完全

连通图会彼此抵消，以保证 iW [J ] 中只包含完全连通图
比如，上一页 iW [J ] 展开式第三行第二幅 Feynman 图和对数函数展开式第二项

−x2

2
贡献的

−1

2


J J

x


2

会跟 λ2 阶 Feynman 图

J

J

J

J

x

y

相互抵消
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连通关联函数的生成泛函
iW [J ] 只包含完全连通图，对它求 n 阶泛函导数并取 J = 0，可以得到 n 点连通

关联函数，即

G(n)
c (x1, x2, · · · , xn) =

1

in
δn(iW [J ])

δJ(x1)δJ(x2) · · · δJ(xn)

∣∣∣∣
J=0

取 n = 4，就能够利用上式和 iW [J ] 的 Feynman 图展开式推出

G(4)
c (x1, x2, x3, x4) =

x1

x3

x2

x4

x

+ O(λ2)

于是，可以将 iW [J ] 展开为

iW [J ] =
∞∑

n=1

in
n!

∫
d4x1 d4x2 · · · d4xn G(n)

c (x1, x2, · · · , xn)J(x1)J(x2) · · · J(xn)

因此，我们称 W [J ] 为连通关联函数的生成泛函
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11.2.6 小节　复标量场
从现在开始，我们以多点关联函数的生成泛函为出发点来讨论路径积分量子化
对于由复标量场 ϕ(x) 构造的拉氏量 L(x)，将多点关联函数的生成泛函定义为

Z[J†, J ] = N
∫

DϕDϕ† exp
{

i
∫

d4x [L(x) + J†(x)ϕ(x) + ϕ†(x)J(x)]

}
J†(x) 和 J(x) 是复的外源，彼此互为复共轭，计算中应将它们当作两个独立变量
生成泛函的归一化条件是 Z[0, 0] = 1

由于上式右边的场和外源是经典函数，† 符号实际上代表的是复共轭
涉及 n 个 ϕ 场和 m 个 ϕ† 场的 n+m 点关联函数在路径积分量子化中表达为

⟨0|T[ϕH(x1)· · ·ϕH(xn)ϕ
H†(y1)· · ·ϕH†(ym)] |0⟩

=

∫
DϕDϕ† ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)ϕ

†(y1) · · ·ϕ†(ym) exp
(
i
∫

d4xL
)∫

DϕDϕ† exp
(
i
∫

d4xL
)

=
1

in+m

δn+mZ[J†, J ]

δJ†(x1) · · · δJ†(xn)δJ(y1) · · · δJ(ym)

∣∣∣∣
J†=J=0
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自由复标量场

对于自由的复标量场 ϕ(x)，拉氏量为

L0 = (∂µϕ†)∂µϕ−m2ϕ†ϕ

作 Wick 转动，得到四维 Euclid 空间中的拉氏量

L0,E = −(∂µ
Eϕ

†)∂E,µϕ−m2ϕ†ϕ

以及生成泛函

Z0,E[J
†, J ] = N0

∫
DϕDϕ† exp

{
−
∫

d4xE [(∂µ
Eϕ

†)∂E,µϕ+m2ϕ†ϕ− J†ϕ− ϕ†J ]

}
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自由生成泛函的泛函 Gauss 积分形式
对于四维 Euclid 空间上的复值函数 f(xE) 和 g(xE)，内积定义为

(f, g) ≡
∫

d4xE f†(xE)g(xE)

自由生成泛函中涉及到的积分可化为∫
d4xE [(∂µ

Eϕ
†)∂E,µϕ+m2ϕ†ϕ]

=

∫
d4xE d4yE ϕ†(xE)[(∂

µ
xE∂yE,µ +m2)δ(4)(xE − yE)]ϕ(yE) = (ϕ,Bϕ)

其中
B(xE, yE) ≡ (∂µ

xE∂yE,µ +m2)δ(4)(xE − yE)

(ϕ,Bϕ) ≡
∫

d4xE d4yE ϕ†(xE)B(xE, yE)ϕ(xE)

从而，将自由生成泛函改写为泛函 Gauss 积分的形式

Z0,E[J
†, J ] = N0

∫
DϕDϕ† exp[−(ϕ,Bϕ) + (J, ϕ) + (ϕ, J)]
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N 维复值矢量空间
考虑 N 维矢量空间
N 维复值列矢量 v = (v1, v2, · · · , vN )T 和 u = (u1, u2, · · · , uN )T 的内积定义为

(v, u) ≡ v†u = v∗i ui

将 N 阶复方阵 A 乘到列矢量 u 上，得到列矢量 Au，它与 v 的内积是

(v,Au) = v†Au = v∗i Aijuj

B 是 N 阶正定厄米矩阵，则 B† = B，且其本征值 b1, b2, · · · , bN 都是正实数
通过一个 N 阶幺正矩阵 U，可将 B 对角化，得到对角矩阵

B̃ = UBU† = diag(b1, b2, · · · , bN )

引入 ṽ ≡ Uv，利用 U†U = 1 推出

(v,Bv) = v†Bu = v†U†UBU†Uv = ṽ†B̃ṽ =
N∑
i=1

bi|ṽi|2
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2N 维积分体积元
考虑 2N 维 Gauss 积分

∫
dNv dNv∗ exp[−(v,Bv)]

其中 dNv = dv1 dv2 · · · dvN，dNv∗ = dv∗1 dv∗2 · · · dv∗N

此处需要对各个复变量 vi 和 v∗i 的整个复平面进行积分
将 vi 分解为实部 vR,i 和虚部 vI,i，vi ≡ vR,i + ivI,i，则 dvi dv∗i = |J | dvR,i dvI,i

其中 Jacobi 行列式为 J =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂vi

∂vR,i

∂vi

∂vI,i
∂v∗i
∂vR,i

∂v∗i
∂vI,i

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣1 i
1 −i

∣∣∣∣∣ = 2i

故 |J | = 2，于是 dvi dv∗i = 2 dvR,i dvI,i

可见，
∫

dvi dv∗i 相当于在 vi 的复平面上积分两次，这意味着

dNv dNv∗ =

N∏
i=1

(dvi dv∗i ) =
N∏
i=1

(2 dvR,i dvI,i) = 2NdNvR dNvI

vR = (vR,1, vR,2, · · · , vR,N )T 和 vI = (vI,1, vI,2, · · · , vI,N )T 是 N 维实值列矢量
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实正交变换
将幺正矩阵 U 分解为 U = V + iW ，其中 V 和 W 是两个 N 阶实方阵
U 的幺正性意味着

1 = U†U = (V T − iWT)(V + iW ) = V TV +WTW + i(V TW −WTV )

故 V TV +WTW = 1，V TW −WTV = 0

由于 v = vR + ivI，有 ṽR + iṽI ≡ ṽ = Uv = V vR −WvI + i(WvR + V vI)

上式等价于
(
ṽR

ṽI

)
= O

(
vR

vI

)
，其中 O ≡

(
V −W

W V

)
2N 阶实方阵 O 满足

OTO =

(
V T WT

−WT V T

)(
V −W

W V

)
=

(
V TV +WTW −V TW +WTV

−WTV + V TW WTW + V TV

)
= 1

可见，O 是实正交矩阵，满足 | detO| = 1

于是 dN ṽ dN ṽ∗ = 2NdN ṽR dN ṽI = 2N | detO| dNvR dNvI = dNv dNv∗
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2N 维 Gauss 积分
作变量替换 v → ṽ，将 2N 维 Gauss 积分化为∫

dNv dNv∗ exp[−(v,Bv)] =

∫
dN ṽ dN ṽ∗ exp

(
−

N∑
i=1

bi|ṽi|2
)

= 2N
∫

dN ṽR dN ṽI exp
[
−

N∑
i=1

bi(ṽ
2
R,i + ṽ2I,i)

]

= 2N
[

N∏
i=1

∫ +∞

−∞
dvR,i exp(−biṽ

2
R,i)

][
N∏
i=1

∫ +∞

−∞
dvI,i exp(−biṽ

2
I,i)

]

= 2N
(

N∏
i=1

√
π

bi

)(
N∏
i=1

√
π

bi

)
=

N∏
i=1

2π

bi

其中第一步用到 (v,Bv) =

N∑
i=1

bi|ṽi|2

第四步用到一维 Gauss 积分公式
∫ +∞

−∞
dξ e−bξ2 =

√
π

b
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2N 维 Gauss 积分公式及其变种
再利用

N∏
i=1

bi = det B̃ = det(UBU†) = det(U†UB) = detB

推出 2N 维 Gauss 积分公式
∫

dNv dNv∗ exp[−(v,Bv)] =
(2π)N

detB

这是 N 维 Gauss 积分公式
∫

dNv exp
[
−1

2
(v,Bv)

]
= (2π)N/2(detB)−1/2

在复数域上的推广
讲义中进一步推出 2N 维 Gauss 积分公式的变种

∫
dNv dNv∗ exp[−(v,Bv) + (u, v) + (v, u)] =

(2π)N

detB exp[(u,B−1u)]
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泛函 Gauss 积分公式
推广 2N 维 Gauss 积分公式及其变种，得到泛函 Gauss 积分公式及其变种：∫

DϕDϕ† exp[−(ϕ,Bϕ)] = (detB)−1∫
DϕDϕ† exp[−(ϕ,Bϕ) + (J, ϕ) + (ϕ, J)] = (detB)−1 exp[(J,B−1J)]

据此作出自由生成泛函中的泛函积分，得到

Z0,E[J
†, J ] = N0(detB)−1 exp

[∫
d4xE d4yE J†(xE)B

−1(xE, yE)J(yE)

]
归一化条件 Z0,E[0, 0] = 1 给出 N0 = detB

连续方阵 B(xE, yE) = (∂µ
xE∂yE,µ +m2)δ(4)(xE − yE) 与实标量场情况相同

因此，四维 Euclid 空间中复标量场的 Feynman 传播子仍然表达为

DE
F(xE − yE) ≡ B−1(xE, yE) =

∫
d4pE

(2π)4
1

p2E +m2
e−ipE·(xE−yE)
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复标量场的 Feynman 传播子

转换到 Minkowski 时空，复标量场的 Feynman 传播子依然表达成

DF(x− y) =

∫
d4p

(2π)4
i

p2 −m2 + iϵ e−ip·(x−y)

自由复标量场的生成泛函为

Z0[J
†, J ] = exp

[
−
∫

d4x d4y J†(x)DF(x− y)J(y)

]

自由复标量场理论中的两点关联函数为

⟨0|T[ϕH(x)ϕH†(y)] |0⟩free =
1

i2
δ2Z0[J

†, J ]

δJ†(x)δJ(y)

∣∣∣∣
J†=J=0

= DF(x− y)

它等于 Feynman 传播子，这与正则量子化方法的结论相同
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