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11.2 节　标量场的路径积分量子化
11.2.1 小节 Feynman 核

本节将路径积分方法推广到标量场的量子理论中
考虑实标量场 ϕ(x) 构成的系统，相应的广义坐标是每个空间点 x 处的场 ϕ(x, t)，

因而系统具有无穷多个连续的自由度
在 Heisenberg 绘景中将哈密顿量算符写成

H(ϕH, πH) =

∫
d3xH(ϕH, πH)

其中 πH(x, t) 是共轭动量密度。参考 6.1.1 小节，假设哈密顿量密度的形式为

H(ϕH, πH) =
1

2
(πH)2 +

1

2
(∇ϕH)2 + V (ϕH)

V (ϕH) 是包含了实标量场质量项的势能密度

比如，在 ϕ4 理论中，有 V (ϕH) =
1

2
m2(ϕH)2 +

λ

4!
(ϕH)4
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场构型和瞬时本征态
转到 Schrödinger 绘景，ϕS(x) = e−iHtϕH(x, t)eiHt，πS(x) = e−iHtπH(x, t)eiHt

哈密顿量密度表达为

H(ϕS, πS) = e−iHtH(ϕH, πH)eiHt =
1

2
(πS)2 +

1

2
(∇ϕS)2 + V (ϕS)

设场算符 ϕS(x) 和正则共轭场算符 πS(x) 的本征态为 |ϕ⟩ 和 |π⟩，满足本征方程

ϕS(x) |ϕ⟩ = ϕ(x) |ϕ⟩, πS(x) |π⟩ = π(x) |π⟩

其中本征值 ϕ(x) 和 π(x) 分别是 |ϕ⟩ 和 |π⟩ 对应的场构型 (field configuration，
即场的分布) 和正则共轭场构型

引入 |ϕ, t⟩ ≡ eiHt |ϕ⟩，则

ϕH(x, t) |ϕ, t⟩ = eiHtϕS(x)e−iHteiHt |ϕ⟩ = eiHtϕS(x) |ϕ⟩ = ϕ(x)eiHt|ϕ⟩ = ϕ(x) |ϕ, t⟩

即 |ϕ, t⟩ 是场算符 ϕH(x, t) 在 t 时刻的瞬时本征态，其本征值 ϕ(x) 是与 t 无
关的场构型
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Feynman 核和离散化

ta tb

· · ·

ε

tk∆V

从而，Feynman 核

⟨ϕb, tb|ϕa, ta⟩ = ⟨ϕb| e−iHtbeiHta |ϕa⟩ = ⟨ϕb| e−iH(tb−ta) |ϕa⟩

表示从 ta 时刻场构型 ϕa(x) 跃迁到 tb 时刻场构型 ϕb(x) 的概率振幅

为了讨论场的泛函积分，我们需要先把时间和空间离散化，再取连续极限，这类
似于上一节和 2.2 节的讨论

具体来说，将时间间隔 [ta, tb] 等分成 N 个长度为
ε 的小间隔，各分点时刻为 tn (n = 0, 1, · · · , N)

进一步，将每个时刻的场限制在一个有限的空间体
积 V 里面，然后把 V 分隔成 K 个大小相等的体积元
∆V ，每个体积元的中心坐标为 xk (k = 1, 2, · · · ,K)

连续极限的取法是先令 K → ∞，再令 V → ∞，
最后令 N → ∞
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本征态张量积
在 tn 时刻，记场算符 ϕH(x, tn) 的本征态为 |ϕn, tn⟩，满足

ϕH(x, tn) |ϕn, tn⟩ = ϕn(x) |ϕn, tn⟩

只要 ∆V 足够小，连续的场算符 ϕH(x, tn) 就能用 K 个分立的算符 ϕH(xk, tn)

来代表，它们是各个体积元中的广义坐标算符
设 |ϕn,k, tn⟩ 为 tn 时刻第 k 个体积元内算符 ϕH(xk, tn) 的本征态，本征值为

ϕn,k = ϕn(xk)，满足本征方程和完备性关系
ϕH(xk, tn) |ϕn,k, tn⟩ = ϕn,k |ϕn,k, tn⟩,

∫
dϕn,k |ϕn,k, tn⟩ ⟨ϕn,k, tn| = I

于是，可将 |ϕn, tn⟩ 近似为 K 个体积元内的本征态的张量积
|ϕn, tn⟩ ≃ |ϕn,1, tn⟩ ⊗ |ϕn,2, tn⟩ ⊗ · · · ⊗ |ϕn,K , tn⟩, n = 0, 1, · · · , N

其中 n = 0 和 n = N 分别对应于 ta = t0 和 tb = tN 时刻的瞬时本征态
|ϕa, ta⟩ ≃ |ϕ0,1, t0⟩ ⊗ |ϕ0,2, t0⟩ ⊗ · · · ⊗ |ϕ0,K , t0⟩

|ϕb, tb⟩ ≃ |ϕN,1, tN ⟩ ⊗ |ϕN,2, tN ⟩ ⊗ · · · ⊗ |ϕN,K , tN ⟩
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完备性关系
从而，相邻时刻本征态的内积为

⟨ϕn+1, tn+1|ϕn, tn⟩ ≃ ⟨ϕn+1,1, tn+1|ϕn,1, tn⟩ ⟨ϕn+1,2, tn+1|ϕn,2, tn⟩

× · · · ⟨ϕn+1,K , t2|ϕn,K , tn⟩

=
K∏

k=1

⟨ϕn+1,k, tn+1|ϕn,k, tn⟩

对完备性关系
∫

dϕn,k |ϕn,k, tn⟩ ⟨ϕn,k, tn| = I 两边作张量积，推出

∫ ( K∏
k=1

dϕn,k

)
|ϕn,1, tn⟩ ⟨ϕn,1, tn|⊗|ϕn,2, tn⟩ ⟨ϕn,2, tn|⊗· · ·⊗|ϕn,K , tn⟩ ⟨ϕn,K , tn| = I

这等价于 |ϕn, tn⟩ 的完备性关系
∫

dKϕn |ϕn, tn⟩ ⟨ϕn, tn| = I

其中 K 重积分元 dKϕn =
K∏

k=1

dϕn,k
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离散化的 Feynman 核
利用完备性关系

∫
dKϕn |ϕn, tn⟩ ⟨ϕn, tn| = I，在 Feynman 核 ⟨ϕb, tb|ϕa, ta⟩ 中

插入 N − 1 个分点时刻的本征态完备集，让这些时刻从右至左由小到大排列，得到
⟨ϕb, tb|ϕa, ta⟩

≃
∫

dKϕN−1 · · ·
∫

dKϕ2

∫
dKϕ1 ⟨ϕN , tN |ϕN−1, tN−1⟩ · · · ⟨ϕ2, t2|ϕ1, t1⟩⟨ϕ1, t1|ϕ0, t0⟩

≃
∫ ( K∏

k=1

dϕN−1,k

)
· · ·
∫ ( K∏

k=1

dϕ2,k

)∫ ( K∏
k=1

dϕ1,k

)

×

(
K∏

k=1

⟨ϕN,k, tN |ϕN−1,k, tN−1⟩

)
· · ·

(
K∏

k=1

⟨ϕ2,k, t2|ϕ1,k, t1⟩

)(
K∏

k=1

⟨ϕ1,k, t1|ϕ0,k, t0⟩

)

=

∫ N−1∏
n=1

(
K∏

k=1

dϕn,k

)
N−1∏
n=0

(
K∏

k=1

⟨ϕn+1,k, tn+1|ϕn,k, tn⟩

)

第二步用到 ⟨ϕn+1, tn+1|ϕn, tn⟩ =
K∏

k=1

⟨ϕn+1,k, tn+1|ϕn,k, tn⟩

注意，取连续极限之后，这里的近似表达式将变成精确结果
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Schrödinger 绘景中的本征态
在第 k 个体积元中，将 Schrödinger 绘景里的场算符和共轭动量密度算符分别记

作 ϕS
k ≡ ϕS(xk) 和 πS

k ≡ πS(xk)，相应的本征方程是

ϕS
k |ϕn,k⟩ = ϕn,k |ϕn,k⟩, πS

k |πn,k⟩ = πn,k |πn,k⟩

其中 |ϕn,k⟩ = e−iHtn |ϕn,k, tn⟩，而 |πn,k⟩ 是 πS
k 的本征态

参考 2.2 节的讨论，第 k 个体积元中的广义动量算符应该是 πS
k 乘以体积 ∆V

推广
∫

dp
2π

|p⟩ ⟨p| = I 和 ⟨q|p⟩ = eipq，得到 |πn,k⟩ 的完备性关系∫
∆V dπn,k

2π
|πn,k⟩ ⟨πn,k| = I

以及广义动量本征态 |πn,k⟩ 与广义坐标本征态 |ϕn′,k⟩ 的内积

⟨ϕn′,k|πn,k⟩ = exp(i∆V πn,kϕn′,k)

其中 n 与 n′ 可以不相等

余钊焕 （中山大学） 第 11 章　路径积分量子化 11.2 节（上） 8 / 54



Feynman 核 多点关联函数和生成泛函 四维 Euclid 空间和 Feynman 传播子

体积元内相邻时刻的跃迁振幅
第 k 个体积元中的哈密顿量算符近似为 Hk(ϕ

S
k, π

S
k) ≃ ∆V H(ϕS

k, π
S
k)，相邻时刻

tn 与 tn+1 之间的跃迁振幅是
⟨ϕn+1,k, tn+1|ϕn,k, tn⟩ = ⟨ϕn+1,k| e−iHk(ϕ

S
k,π

S
k)ε |ϕn,k⟩

= ⟨ϕn+1,k|ϕn,k⟩ − iε∆V ⟨ϕn+1,k|H(ϕS
k, π

S
k) |ϕn,k⟩+O(ε2)

利用
∫

∆V dπn,k

2π
|πn,k⟩ ⟨πn,k| = I 和 ⟨ϕn′,k|πn,k⟩ = exp(i∆V πn,kϕn′,k)，将上

式第一项化为

⟨ϕn+1,k|ϕn,k⟩ =

∫
∆V dπn,k

2π
⟨ϕn+1,k|πn,k⟩⟨πn,k|ϕn,k⟩

=

∫
∆V dπn,k

2π
exp[i∆V πn,k(ϕn+1,k − ϕn,k)]

由本征方程 ϕS
k |ϕn,k⟩ = ϕn,k |ϕn,k⟩ 和 πS

k |πn,k⟩ = πn,k |πn,k⟩ 推出

⟨πn,k|H(ϕS
k, π

S
k) |ϕn,k⟩ = ⟨πn,k|

[
1

2
(πS

k)
2 +

1

2
(∇ϕS

k)
2 + V (ϕS

k)

]
|ϕn,k⟩

= ⟨πn,k|H(ϕn,k, πn,k) |ϕn,k⟩
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体积元内相邻时刻跃迁振幅的极限
⟨ϕn+1,k|H(ϕS

k, π
S
k) |ϕn,k⟩ =

∫
∆V dπn,k

2π
⟨ϕn+1,k|πn,k⟩ ⟨πn,k|H(ϕS

k, π
S
k) |ϕn,k⟩

=

∫
∆V dπn,k

2π
⟨ϕn+1,k|πn,k⟩ ⟨πn,k|H(ϕn,k, πn,k) |ϕn,k⟩

=

∫
∆V dπn,k

2π
⟨ϕn+1,k|πn,k⟩ ⟨πn,k|ϕn,k⟩Hn,k

=

∫
∆V dπn,k

2π
ei∆V πn,k(ϕn+1,k−ϕn,k)Hn,k

其中 Hn,k ≡ H(ϕn,k, πn,k)。于是，相邻时刻的跃迁振幅化为
⟨ϕn+1,k, tn+1|ϕn,k, tn⟩ = ⟨ϕn+1,k|ϕn,k⟩ − iε∆V ⟨ϕn+1,k|H(ϕS

k, π
S
k) |ϕn,k⟩+O(ε2)

=

∫
∆V dπn,k

2π
ei∆V πn,k(ϕn+1,k−ϕn,k)(1− iε∆VHn,k) +O(ε2)

取 N → ∞ 的极限，推出 lim
N→∞

N−1∏
n=0

⟨ϕn+1,k, tn+1|ϕn,k, tn⟩

= lim
N→∞

N−1∏
n=0

∫
∆V dπn,k

2π
ei∆V πn,k(ϕn+1,k−ϕn,k)e−iε∆V Hn,k
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连续极限下的 Feynman 核
取连续极限，将 Feynman 核表达为

⟨ϕb, tb|ϕa, ta⟩

= lim
N→∞

lim
V →∞

lim
K→∞

∫ N−1∏
n=1

(
K∏

k=1

dϕn,k

)
N−1∏
n=0

(
K∏

k=1

⟨ϕn+1,k, tn+1|ϕn,k, tn⟩

)

= lim
N→∞

lim
V →∞

lim
K→∞

∫ N−1∏
n=1

(
K∏

k=1

dϕn,k

)

×
N−1∏
n=0

(
K∏

k=1

∫
∆V dπn,k

2π
ei∆V πn,k(ϕn+1,k−ϕn,k)e−iε∆V Hn,k

)

= lim
N→∞

lim
V →∞

lim
K→∞

∫ N−1∏
n=1

(
K∏

k=1

dϕn,k

)∫ N−1∏
n=0

(
K∏

k=1

∆V dπn,k

2π

)

× exp
[

i
N−1∑
n=0

ε

K∑
k=1

∆V

(
πn,k

ϕn+1,k − ϕn,k

ε
−Hn,k

)]
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相空间中的路径积分
在连续极限下，上式中的积分化为泛函积分，有

lim
N→∞

lim
V →∞

lim
K→∞

∫ N−1∏
n=1

(
K∏

k=1

dϕn,k

)
→
∫

Dϕ

lim
N→∞

lim
V →∞

lim
K→∞

∫ N−1∏
n=0

(
K∏

k=1

∆V dπn,k

2π

)
→
∫

Dπ

而指数上的求和化为积分，推出相空间中的路径积分

⟨ϕb, tb|ϕa, ta⟩ =
∫

Dϕ

∫
Dπ exp

(
i
∫ tb

ta

dt
∫

d3x {π(x)∂0ϕ(x)−H[ϕ(x), π(x)]}
)

∫
Dϕ 对所有满足边界条件 ϕ(x, ta) = ϕa(x) 和 ϕ(x, tb) = ϕb(x) 的路径 ϕ(x, t)

进行积分，而
∫

Dπ 对所有 π(x, t) 路径进行积分
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泛函积分变量替换
由于哈密顿量密度 H 依赖于共轭动量密度的平方，我们可以把相空间中的路径积

分里面的
∫

Dπ 积分显明地作出来，先将花括号里的项化为

π∂0ϕ−H(ϕ, π) = π∂0ϕ− 1

2
π2 − 1

2
(∇ϕ)2 − V (ϕ)

= −1

2
[π2 − 2π∂0ϕ+ (∂0ϕ)

2 − (∂0ϕ)
2]− 1

2
(∇ϕ)2 − V (ϕ)

= −1

2
(π − ∂0ϕ)

2 +
1

2
(∂0ϕ)

2 − 1

2
(∇ϕ)2 − V (ϕ)

= −1

2
π̃2 +

1

2
(∂µϕ)∂µϕ− V (ϕ)

其中 π̃ ≡ π − ∂0ϕ

再将泛函积分变量 π 替换成 π̃，有 Dπ = Dπ̃，故

⟨ϕb, tb|ϕa, ta⟩ =
∫

Dϕ

∫
Dπ̃ exp

{
i
∫ tb

ta

dt
∫

d3x

[
− π̃2

2
+ L(ϕ, ∂µϕ)

]}

其中 L(ϕ, ∂µϕ) =
1

2
(∂µϕ)∂µϕ− V (ϕ) 正是相应的拉氏量
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场空间中的路径积分
对 π̃ 的泛函积分给出归一化常数

C ≡
∫

Dπ̃ exp
[
i
∫ tb

ta

dt
∫

d3x

(
− π̃2

2

)]
以此写下场空间中的路径积分

⟨ϕb, tb|ϕa, ta⟩ = C

∫
Dϕ exp

[
i
∫ tb

ta

dt
∫

d3xL(ϕ, ∂µϕ)

]

它对场空间中所有满足边界条件 ϕ(x, ta) = ϕa(x) 和 ϕ(x, tb) = ϕb(x) 的路径积分
在相对论性场论中，拉氏量 L(ϕ, ∂µϕ) 是一个 Lorentz 标量，因而上式具有显明

的 Lorentz 不变性
此外，拉氏量具有的其它对称性也将显明地保持在路径积分表达式中
由于各种对称性和相应的守恒定律在量子场论中起着至关重要的作用，我们倾向

于使用拉氏量而非哈密顿量来表达场论体系
以拉氏量作为量子场论的出发点，则哈密顿量是从拉氏量导出来的
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11.2.2 小节　多点关联函数和生成泛函

ta tb

· · ·

ε

tk∆V

本小节推导多点关联函数的路径积分表达式

首先，利用上一小节中的离散化方法计算 ⟨ϕb, tb|ϕH(xi) |ϕa, ta⟩

即在 Feynman 核中插入场算符 ϕH(xi) = ϕH(xl, tp)

tp = x0
i 是集合 {tn}Nn=1 里面的某个时刻

xl = xi 是集合 {xk}Kk=1 里面的某个空间坐标

根据本征方程 ϕH(xl, tp) |ϕp,l, tp⟩ = ϕp,l |ϕp,l, tp⟩，有
⟨ϕp+1, tp+1|ϕH(xl, tp) |ϕp, tp⟩

≃ ⟨ϕp+1,1, tp+1|ϕp,1, tp⟩ · · · ⟨ϕp+1,l, tp+1|ϕH(xl, tp) |ϕp,l, tp⟩

× · · · ⟨ϕp+1,K , tp+1|ϕp,K , tp⟩

= ϕp,l

K∏
k=1

⟨ϕp+1,k, tp+1|ϕp,k, tp⟩

注意，上式第一步中算符 ϕH(xl, tp) 只能作用在第 l 个体积元的态矢上
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⟨ϕb, tb|ϕH(xi) |ϕa, ta⟩

在 ⟨ϕb, tb|ϕH(xi) |ϕa, ta⟩ 中插入 N − 1 个分点时刻的本征态完备集，推出
⟨ϕb, tb|ϕH(xi) |ϕa, ta⟩

≃
∫ (N−1∏

n=1

dKϕn

)
⟨ϕN , tN |ϕN−1, tN−1⟩ · · · ⟨ϕp+1, tp+1|ϕH(xl, tp) |ϕp, tp⟩

× · · · ⟨ϕ1, t1|ϕ0, t0⟩

≃
∫ N−1∏

n=1

(
K∏

k=1

dϕn,k

)
ϕp,l

N−1∏
n=0

(
K∏

k=1

⟨ϕn+1,k, tn+1|ϕn,k, tn⟩

)

注意，为了利用 ⟨ϕp+1, tp+1|ϕH(xl, tp) |ϕp, tp⟩ ≃ ϕp,l

K∏
k=1

⟨ϕp+1,k, tp+1|ϕp,k, tp⟩ 将

场算符 ϕH(xi) 转化为 c 数 ϕp,l，在第二步中应该将 ϕH(xi) = ϕH(xl, tp) 夹在
|ϕp+1, tp+1⟩ ⟨ϕp+1, tp+1| 与 |ϕp, tp⟩ ⟨ϕp, tp| 之间

上式与 ⟨ϕb, tb|ϕa, ta⟩ ≃
∫ N−1∏

n=1

(
K∏

k=1

dϕn,k

)
N−1∏
n=0

(
K∏

k=1

⟨ϕn+1,k, tn+1|ϕn,k, tn⟩

)
的不同之处仅在于被积函数中多了一个 ϕp,l 因子
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⟨ϕb, tb|ϕH(xi) |ϕa, ta⟩ 的泛函积分表达式

取连续极限，得到泛函积分

⟨ϕb, tb|ϕH(xi) |ϕa, ta⟩ =
∫

Dϕ

∫
Dπ ϕ(xi) exp

{
i
∫ tb

ta

dt
∫

d3x [π∂0ϕ−H(ϕ, π)]

}

与 ⟨ϕb, tb|ϕa, ta⟩ =
∫

Dϕ

∫
Dπ exp

{
i
∫ tb

ta

dt
∫

d3x [π∂0ϕ−H(ϕ, π)]

}
比较可

知，在 Feynman 核中插入一个场算符 ϕH(xi) 相当于在路径积分的被积函数中增加
一个经典场因子 ϕ(xi)

尽管在上述计算中一开始要求 x0
i 和 xi 分别是集合 {tn}Nn=1 和 {xk}Kk=1 中的元

素，但在取连续极限之后，x0
i 可取 ta 与 tb 之间的任意值，而 xi 可取任意空间坐标
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x0
i > x0

j 时的 ⟨ϕb, tb|ϕH(xi)ϕ
H(xj) |ϕa, ta⟩

进一步，再插入一个场算符 ϕH(xj) = ϕH(xm, tq)

其中 tq = x0
j ∈ {tn}Nn=1，而 xm = xj ∈ {xk}Kk=1

如果 x0
i > x0

j，则可类似地得到

⟨ϕb, tb|ϕH(xi)ϕ
H(xj) |ϕa, ta⟩

≃
∫ (N−1∏

n=1

dKϕn

)
⟨ϕN , tN |ϕN−1, tN−1⟩ · · · ⟨ϕp+1, tp+1|ϕH(xl, tp) |ϕp, tp⟩

× · · · ⟨ϕq+1, tq+1|ϕH(xm, tq) |ϕq, tq⟩ · · · ⟨ϕ1, t1|ϕ0, t0⟩

≃
∫ N−1∏

n=1

(
K∏

k=1

dϕn,k

)
ϕp,lϕq,m

N−1∏
n=0

(
K∏

k=1

⟨ϕn+1,k, tn+1|ϕn,k, tn⟩

)

取连续极限后推出泛函积分

⟨ϕb, tb|ϕH(xi)ϕ
H(xj) |ϕa, ta⟩

=

∫
Dϕ

∫
Dπ ϕ(xi)ϕ(xj) exp

{
i
∫ tb

ta

dt
∫

d3x [π∂0ϕ−H(ϕ, π)]

}
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x0
i < x0

j 的情况
但是，如果 x0

i < x0
j，则以上结果不能成立，原因如下

插入 N − 1 个分点时刻的本征态完备集时，需要让它们对应的时刻从右至左由小
到大排列，以保证各相邻时刻的振幅总是沿着时间正向演化
这会导致场空间中的积分路径也沿着时间正向演化
为将算符 ϕH(xi) 和 ϕH(xj) 转化成 c 数 ϕp,l 和 ϕq,m，需在 ϕH(xi) = ϕH(xl, tp)

右边插入 |ϕp, tp⟩ ⟨ϕp, tp|，而在 ϕH(xj) = ϕH(xm, tq) 右边插入 |ϕq, tq⟩ ⟨ϕq, tq|，故
ϕH(xi) 位于 ϕH(xj) 左方意味着 |ϕp, tp⟩ ⟨ϕp, tp| 位于 |ϕq, tq⟩ ⟨ϕq, tq| 左方
这与 tp = x0

i < x0
j = tq 的时序不合

正确的做法是，当 x0
i < x0

j 时，将上一页结果中的 xi 和 xj 对调，得到
⟨ϕb, tb|ϕH(xj)ϕ

H(xi) |ϕa, ta⟩

=

∫
Dϕ

∫
Dπ ϕ(xj)ϕ(xi) exp

{
i
∫ tb

ta

dt
∫

d3x [π∂0ϕ−H(ϕ, π)]

}
上式右边泛函积分中 ϕ(xj) 和 ϕ(xi) 都是 c 数，可以交换它们的位置而不改变积

分结果，因而这个结果实际上与上一页结果相等
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时序乘积

利用时序乘积，将 x0
i > x0

j 和 x0
i < x0

j 两种情况统一写成

⟨ϕb, tb|T[ϕH(xi)ϕ
H(xj)] |ϕa, ta⟩

=

∫
Dϕ

∫
Dπ ϕ(xi)ϕ(xj) exp

{
i
∫ tb

ta

dt
∫

d3x [π∂0ϕ−H(ϕ, π)]

}
耐人寻味的是，路径积分方法自然而然地涉及到两个场算符的时序乘积
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n 个场算符的情况
推广到 n 个场算符的情况，得到相空间中的路径积分

⟨ϕb, tb|T[ϕH(x1)ϕ
H(x2)· · ·ϕH(xn)] |ϕa, ta⟩

=

∫
Dϕ

∫
Dπ ϕ(x1)ϕ(x2) · · ·ϕ(xn) exp

{
i
∫ tb

ta

dt
∫

d3x [π∂0ϕ−H(ϕ, π)]

}
相比于 Feynman 核的路径积分公式，上式泛函积分的被积函数中多了 n 个经典

场的乘积 ϕ(x1)ϕ(x2) · · ·ϕ(xn)

这并不影响积掉
∫

Dπ 以推出场空间中路径积分表达式的过程

积掉
∫

Dπ 之后，得到场空间中的路径积分

⟨ϕb, tb|T[ϕH(x1)ϕ
H(x2)· · ·ϕH(xn)] |ϕa, ta⟩

= C

∫
Dϕϕ(x1)ϕ(x2) · · ·ϕ(xn) exp

[
i
∫ tb

ta

dt
∫

d3xL(ϕ, ∂µϕ)

]

其中归一化常数仍然是 C =

∫
Dπ̃ exp

[
i
∫ tb

ta

dt
∫

d3x

(
− π̃2

2

)]
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能量本征态
上面计算的 ⟨ϕb, tb|T[ϕH(x1)ϕ

H(x2)· · ·ϕH(xn)] |ϕa, ta⟩ 与 n 点关联函数
G(x1, x2, · · · , xn) = ⟨0|T[ϕH(x1)ϕ

H(x2) · · ·ϕH(xn)]|0⟩ 有所不同，后者是 n 个场算
符的时序乘积在真空态 |0⟩ 上的期待值
为了推出 n 点关联函数的路径积分表达式，需要借助哈密顿量 H 的本征态 |N⟩

相应的本征方程是 H |N⟩ = EN |N⟩

通过调整能量零点，可使 EN ≥ 0；N = 0 对应于真空态 |0⟩，其能量本征值 E0

最低；其它能量本征值满足 EN > E0 (N ̸= 0)

设本征态 |N⟩ 满足完备性关系
∑
N

|N⟩ ⟨N | = I 和正交归一关系 ⟨N ′|N⟩ = δN′N

那么，可将场算符 ϕH(x, t) 的瞬时本征态 |ϕ, t⟩ 表达为

|ϕ, t⟩ = eiHt |ϕ⟩ =
∑
N

eiHt|N⟩⟨N |ϕ⟩ =
∑
N

eiEN t |N⟩ ⟨N |ϕ⟩

从而 ⟨N |ϕ, t⟩ =
∑
N′

eiEN′ t⟨N |N ′⟩ ⟨N ′|ϕ⟩ =
∑
N′

eiEN′ tδNN′⟨N ′|ϕ⟩ = eiEN t ⟨N |ϕ⟩
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能量本征态
上面计算的 ⟨ϕb, tb|T[ϕH(x1)ϕ

H(x2)· · ·ϕH(xn)] |ϕa, ta⟩ 与 n 点关联函数
G(x1, x2, · · · , xn) = ⟨0|T[ϕH(x1)ϕ

H(x2) · · ·ϕH(xn)]|0⟩ 有所不同，后者是 n 个场算
符的时序乘积在真空态 |0⟩ 上的期待值
为了推出 n 点关联函数的路径积分表达式，需要借助哈密顿量 H 的本征态 |N⟩

相应的本征方程是 H |N⟩ = EN |N⟩

通过调整能量零点，可使 EN ≥ 0；N = 0 对应于真空态 |0⟩，其能量本征值 E0

最低；其它能量本征值满足 EN > E0 (N ̸= 0)

设本征态 |N⟩ 满足完备性关系
∑
N

|N⟩ ⟨N | = I 和正交归一关系 ⟨N ′|N⟩ = δN′N

那么，可将场算符 ϕH(x, t) 的瞬时本征态 |ϕ, t⟩ 表达为

|ϕ, t⟩ = eiHt |ϕ⟩ =
∑
N

eiHt|N⟩⟨N |ϕ⟩ =
∑
N

eiEN t |N⟩ ⟨N |ϕ⟩

从而 ⟨N |ϕ, t⟩ =
∑
N′

eiEN′ t⟨N |N ′⟩ ⟨N ′|ϕ⟩ =
∑
N′

eiEN′ tδNN′⟨N ′|ϕ⟩ = eiEN t ⟨N |ϕ⟩
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插入能量本征态完备集
利用上述公式，将 Feynman 核化为

⟨ϕb, tb|ϕa, ta⟩ =
∑
N

⟨ϕb, tb|N⟩⟨N |ϕa, ta⟩ =
∑
N

e−iEN (tb−ta) ⟨ϕb|N⟩ ⟨N |ϕa⟩

在 Feynman 核中插入 n 个场算符的时序乘积，推出

⟨ϕb, tb|T[ϕH(x1)ϕ
H(x2) · · ·ϕH(xn)] |ϕa, ta⟩

=
∑
NN′

⟨ϕb, tb|N ′⟩⟨N ′|T[ϕH(x1)ϕ
H(x2) · · ·ϕH(xn)] |N⟩⟨N |ϕa, ta⟩

=
∑
NN′

e−i(EN′ tb−EN ta)
〈
ϕb|N ′〉 ⟨N |ϕa⟩ ⟨N ′|T[ϕH(x1)ϕ

H(x2) · · ·ϕH(xn)] |N⟩

上式中 N = N ′ = 0 的项包含 n 点关联函数 ⟨0|T[ϕH(x1)ϕ
H(x2) · · ·ϕH(xn)] |0⟩，

我们需要想办法把它的贡献分离出来
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振荡和衰减
如果取 ta → −∞、tb → +∞ 的极限，则上式中的指数函数

e−i(EN′ tb−EN ta) = cos(EN′ tb − EN ta)− i sin(EN′ tb − EN ta)

会不断地振荡，而不会发生衰减
为了将振荡行为转化成衰减行为，引入变量 τ ≡ eiδt，其中 0 < δ < π，从而

e−i(EN′ tb−EN ta) = e−i(EN′τb−EN τa) exp(−iδ) = e−i(EN′τb−EN τa)(cos δ−i sin δ)

= e−i(EN′τb−EN τa) cos δ e−(EN′τb−EN τa) sin δ

0 < δ < π 保证 sin δ > 0，因此上式中的 e−(EN′τb−EN τa) sin δ 会在 τa → −∞、
τb → +∞ 的极限下发生衰减
由于 E0 是最低的能量，N = N ′ = 0 的项衰减得最慢
因而在这种极限下只需保留 N = N ′ = 0 的项
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转动和解析延拓

b b

b

b

_2 t

AK t

τa

τb

ta

tb

δ

当 τa 和 τb 取实数值时，ta = e−iδτa 和 tb = e−iδτb 的取值是在 t 的复平面上顺
时针转动 δ 角，以上做法对应的极限式是

lim
τa→−∞
τb→+∞

⟨ϕb, e−iδτb|T[ϕH(x1)ϕ
H(x2) · · ·ϕH(xn)] |ϕa, e−iδτa⟩

当 δ → 0 时，上式趋向于

lim
ta→−∞
tb→+∞

⟨ϕb, tb|T[ϕH(x1)ϕ
H(x2) · · ·ϕH(xn)] |ϕa, ta⟩

将 ta 和 tb 视作复变量，假设 ⟨ϕb, e−iδτb|T[ϕH(x1)ϕ
H(x2) · · ·ϕH(xn)] |ϕa, e−iδτa⟩

是 ta 和 tb 的解析函数，那么我们可以先计
算第一式，再将所得结果解析延拓到 δ = 0

处是以得到第二式的结果
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Wick 转动

Gian Wick (1909–1992)

取转动角 δ = π/2，则
t = e−iπ/2τ = −iτ

此时相关计算会比较便捷，这样的转动称为 Wick 转动

在 Wick 转动下，有

⟨ϕb,−iτb|T[ϕH(x1)ϕ
H(x2) · · ·ϕH(xn)] |ϕa,−iτa⟩

=
∑
NN′

e−(EN′τb−EN τa)⟨ϕb|N ′⟩ ⟨N |ϕa⟩ ⟨N ′|T[ϕH(x1)ϕ
H(x2) · · ·ϕH(xn)] |N⟩

取 τa → −∞、τb → +∞ 的极限，只保留衰减最慢的 N = N ′ = 0 的项，得

lim
τa→−∞
τb→+∞

⟨ϕb,−iτb|T[ϕH(x1)ϕ
H(x2) · · ·ϕH(xn)] |ϕa,−iτa⟩

= e−E0(τb−τa)⟨ϕb|0⟩ ⟨0|ϕa⟩ ⟨0|T[ϕH(x1)ϕ
H(x2) · · ·ϕH(xn)] |0⟩

余钊焕 （中山大学） 第 11 章　路径积分量子化 11.2 节（上） 26 / 54



Feynman 核 多点关联函数和生成泛函 四维 Euclid 空间和 Feynman 传播子

n 点关联函数的极限表达式
同理，由 Feynman 核表达式 ⟨ϕb, tb|ϕa, ta⟩ =

∑
n

e−iEN (tb−ta) ⟨ϕb|N⟩ ⟨N |ϕa⟩ 得

lim
τa→−∞
τb→+∞

⟨ϕb,−iτb|ϕa,−iτa⟩ = e−E0(τb−τa) ⟨ϕb|0⟩ ⟨0|ϕa⟩

从而推出 n 点关联函数的表达式

⟨0|T[ϕH(x1)ϕ
H(x2) · · ·ϕH(xn)] |0⟩

= lim
τa→−∞
τb→+∞

⟨ϕb,−iτb|T[ϕH(x1)ϕ
H(x2) · · ·ϕH(xn)] |ϕa,−iτa⟩

⟨ϕb,−iτb|ϕa,−iτa⟩

把这个结果解析延拓至 δ = 0 处，得到

⟨0|T[ϕH(x1)ϕ
H(x2) · · ·ϕH(xn)] |0⟩

= lim
ta→−∞
tb→+∞

⟨ϕb, tb|T[ϕH(x1)ϕ
H(x2) · · ·ϕH(xn)] |ϕa, ta⟩

⟨ϕb, tb|ϕa, ta⟩
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n 点关联函数的路径积分表达式
代入场空间中的路径积分表达式，得

⟨0|T[ϕH(x1)ϕ
H(x2) · · ·ϕH(xn)] |0⟩

= lim
ta→−∞
tb→+∞

∫
Dϕϕ(x1)ϕ(x2) · · ·ϕ(xn) exp

[
i
∫ tb
ta

dt
∫

d3xL(ϕ, ∂µϕ)
]

∫
Dϕ exp

[
i
∫ tb
ta

dt
∫

d3xL(ϕ, ∂µϕ)
]

注意分子和分母中的两个归一化常数 C 正好约掉了
这里的极限让时间积分的上下限扩展到 (−∞,+∞)，可以将上式改写为

⟨0|T[ϕH(x1)ϕ
H(x2) · · ·ϕH(xn)] |0⟩

=

∫
Dϕϕ(x1)ϕ(x2) · · ·ϕ(xn) exp

[
i
∫

d4xL(ϕ, ∂µϕ)
]∫

Dϕ exp
[
i
∫

d4xL(ϕ, ∂µϕ)
]

这就是 n 点关联函数的路径积分表达式
注意，在使用上式进行计算时，需要用到上述解析延拓方法
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作用量和 LSZ 约化公式

由于 S =

∫
d4xL(ϕ, ∂µϕ) 正是作用量，可将上式改写为

⟨0|T[ϕH(x1)ϕ
H(x2)· · ·ϕH(xn)] |0⟩ =

∫
Dϕϕ(x1)ϕ(x2) · · ·ϕ(xn) eiS∫

Dϕ eiS

原则上，利用路径积分算出多点关联函数之后，结合 LSZ 约化公式

iTfi = ⟨q1, · · · , qm; out | p1, · · · , pn; in⟩

=

∫ [ m∏
j=1

d4yj
i eiqj ·yj (∂2

yj +m2)
√
Z

][
n∏

i=1

d4xi
i e−ipi·xi(∂2

xi
+m2)

√
Z

]

× ⟨0|T[ϕH(y1) · · ·ϕH(ym)ϕH(x1) · · ·ϕH(xn)] |0⟩ ,

就能得到散射矩阵元，进而计算散射截面和衰变宽度等可观测量
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多点关联函数的生成泛函
借助生成泛函的泛函导数，可以方便地计算 n 点关联函数
对于实标量场 ϕ(x)，多点关联函数的生成泛函 (generating functional) 定义为

Z[J ] ≡ N
∫

Dϕ exp
(

i
∫

d4x {L[ϕ(x), ∂µϕ(x)] + J(x)ϕ(x)}
)

即在拉氏量 L 的基础上添加一个经典源项 J(x)ϕ(x)

其中外源 (external source) J(x) 是一个任意的实值经典函数，可视作一个经典力
场，它是一个 Lorentz 标量场
如果将 J(x)ϕ(x) 加入到拉氏量中以计算实标量场 ϕ(x) 的经典运动方程，则 J(x)

将作为一个非齐次项出现，从而影响实标量场的运动；考虑由实标量场构成的量子系
统对外源 J(x) 的响应，有助于我们了解此量子系统的动力学性质
不过，这样的 J(x) 只是一个辅助用的函数，不需要代表实际的物理情况
N 是归一化常数，通过适当选取其数值，可使生成泛函满足归一化条件 Z[0] = 1
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泛函导数
现在，Z[J ] 是 J(x) 的泛函，可对它求泛函导数 (functional derivative)

J(x) 是四维时空坐标 xµ 的函数，相应的泛函导数 δ/δJ(x) 定义为

δ

δJ(x)
J(y) = δ(4)(x− y)

这是多个分立的独立变量 xi 的求导关系 ∂xj

∂xi
= δij 在连续极限下的推广

泛函导数类似于普通导数，满足普通导数的各种法则，如乘积法则、链式法则等

利用四维 δ 函数的挑选性，进一步推出
δ

δJ(x)

∫
d4y J(y)ϕ(y) =

∫
d4y δ(4)(x− y)ϕ(y) = ϕ(x)

根据复合函数的链式法则，有
δ

δJ(x)
exp

[
i
∫

d4y J(y)ϕ(y)

]
=

{
δ

δJ(x)

[
i
∫

d4y J(y)ϕ(y)

]}
exp

[
i
∫

d4y J(y)ϕ(y)

]
= iϕ(x) exp

[
i
∫

d4y J(y)ϕ(y)

]
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δ
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∫
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∫
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对生成泛函求泛函导数
对生成泛函 Z[J ] 求一阶泛函导数，得

1

i
δZ[J ]

δJ(x1)
= N

∫
Dϕϕ(x1) exp

{
i
∫

d4x[L+ J(x)ϕ(x)]

}
求 n 阶泛函导数，推出

1

in
δnZ[J ]

δJ(x1)δJ(x2) · · · δJ(xn)

= N
∫

Dϕϕ(x1)ϕ(x2) · · ·ϕ(xn) exp
{

i
∫

d4x[L+ J(x)ϕ(x)]

}

当外源 J = 0 时，有 Z[0] = N
∫

Dϕ exp
(

i
∫

d4xL
)

归一化条件 Z[0] = 1 意味着

N =

[∫
Dϕ exp

(
i
∫

d4xL
)]−1
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用生成泛函表达 n 点关联函数

于是，可将 n 点关联函数表达为

⟨0|T[ϕH(x1)ϕ
H(x2)· · ·ϕH(xn)] |0⟩ =

1

in
δnZ[J ]

δJ(x1)δJ(x2) · · · δJ(xn)

∣∣∣∣
J=0

记 n 点关联函数为

G(n)(x1, x2, · · · , xn) = ⟨0|T[ϕH(x1)ϕ
H(x2)· · ·ϕH(xn)] |0⟩

注意到归一化条件 Z[0] = 1，可以将生成泛函展开为

Z[J ] =

∞∑
n=0

in
n!

∫
d4x1 d4x2 · · · d4xn G(n)(x1, x2, · · · , xn)J(x1)J(x2) · · · J(xn)

而 n 点关联函数是相应的展开系数
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11.2.3 小节　四维 Euclid 空间和 Feynman 传播子

b b

b

b

_2 x
0

AK x
0

x
4

1,a x
4

1,b

x
0

a

x
0

b

π/2

根据 t = −iτ 对 Minkowski 时空的时间坐标 x0 = t 作 Wick 转动
得到的变量 τ = it 可与三个空间坐标 x = (x1, x2, x3) 组成四维 Euclid 空间
具体来说，设四维 Euclid 空间的坐标为 xµ

E = (xE, x
4
E) = (x1

E, x
2
E, x

3
E, x

4
E)，其中

xE ≡ x, x4
E ≡ τ = it = ix0

x0 = e−iπ/2x4
E 在 x0 复平面上相对于 x4

E 顺时针转动了 π/2 角
当 x4

E 沿实轴正向取值时，x0 沿虚轴负向取值

引入 Euclid 度规

δµν =


1

1

1

1

 = δµν

其中 µ, ν = 1, 2, 3, 4，而 δµν 是度规的逆
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2
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3
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4
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E 在 x0 复平面上相对于 x4
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当 x4
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四维 Euclid 空间中的四维动量

b b

b

b

_2 p
0

AK p
0

p
4

1,a p
4

1,b

p
0

a

p
0

b

π/2

协变矢量 xE,µ ≡ δµνx
ν
E = (x1

E, x
2
E, x

3
E, x

4
E) 与逆变矢量 xµ

E 的分量完全相同
Euclid 坐标 xµ

E 的内积 xE · xE 与 Minkowski 时空坐标的内积 x · x 之间的关系为

xE · xE ≡ δµνx
µ
Ex

ν
E = |xE|2 + (x4

E)
2 = |x|2 − t2 = −x · x

另一方面，四维 Euclid 空间中的四维动量定义为 pµE = (pE, p
4
E)，其中

pE ≡ p, p4E ≡ −ip0

pµE 的内积是 p2E = |pE|2 + (p4)2 = |p|2 − (p0)2 = −p2

p0 = eiπ/2p4E 在 p0 复平面上相对于 p4E 逆时针
转动了 π/2 角
当 p4E 沿实轴正向取值时，p0 沿虚轴正向取值
这是 p0 复平面上的 Wick 转动，它与 x0 复平

面上的 Wick 转动方向相反
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四维 Euclid 空间与 Minkowski 时空的关系
这样定义是为了让能量与时间的乘积不变，即 p4Ex

4
E = −ip0ix0 = p0x0，从而

e−ip·x = e−i(p0x0−p·x) = e−i(p4Ex4
E−pE·xE)

这意味着平面波解所描述的平面波运动方向在 Wick 转动后保持不变
注意，指数上的 p · x = p0x0 − p · x 并不对应于 pµE 与 xµ

E 的内积

pE · xE = δµνp
µ
Ex

ν
E = p4Ex

4
E + pE · xE = p0x0 + p · x

当 xµ
E 和 pµE 的每个分量都取实数值时，坐标体积元和动量体积元在 Minkowski

时空与四维 Euclid 空间之间的关系为 d4x = dx0 dx1 dx2 dx3 = −i dx4
E dx1

E dx2
E dx3

E

和 d4p = dp0 dp1 dp2 dp3 = i dp4E dp1E dp2E dp3E，即

d4x = −i d4xE, d4p = i d4pE

对四维 Euclid 空间坐标的偏导数表达为

∂E,µ =

(
∇E,

∂

∂x4
E

)
=

(
∇,

∂

∂(ix0)

)
=

(
∇,−i ∂

∂x0

)
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拉氏量和生成泛函
在四维 Euclid 空间中，实标量场 ϕ(xE, x

4
E) = ϕ(x, it) 的拉氏量是

LE(xE, x
4
E) = L(x, it) = 1

2
(∂µϕ)∂µϕ− V (ϕ) =

1

2
(∂0ϕ)2 − 1

2
(∇ϕ)2 − V (ϕ)

= −1

2
(∂4

Eϕ)
2 − 1

2
(∇Eϕ)

2 − V (ϕ) = −1

2
(∂µ

Eϕ)∂E,µϕ− V (ϕ)

生成泛函则变成

ZE[J ] = N
∫

Dϕ exp
[
i
∫

d4x (L+ Jϕ)

]
= N

∫
Dϕ exp

[
i(−i)

∫
d4xE (LE + Jϕ)

]
= N

∫
Dϕ exp

{
−
∫

d4xE

[
1

2
(∂µ

Eϕ)∂E,µϕ+ V (ϕ)− Jϕ

]}
当 V (ϕ) ≥ 0 时，上式中的 exp

{
−
∫

d4xE
[
1
2
(∂µ

Eϕ)∂E,µϕ+ V (ϕ)
]} 作为 ϕ(xE) 的

实值泛函为积分路径提供了一个指数衰减的权重因子，有助于使路径积分收敛
这是四维 Euclid 空间中的路径积分相比于 Minkowski 时空的优势
在 Minkowski 时空中，指数因子 exp

{
i
∫

d4x
[
1
2
(∂µϕ)∂µϕ− V (ϕ)

]} 是振荡的，
因而路径积分通常不会收敛
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自由实标量场的生成泛函

接下来讨论自由的实标量场，并推出 Feynman 传播子的表达式

自由实标量场的拉氏量为

L0,E = −1

2
(∂µ

Eϕ)∂E,µϕ− 1

2
m2ϕ2

生成泛函是

Z0,E[J ] = N0

∫
Dϕ exp

{
−
∫

d4xE

[
1

2
(∂µ

Eϕ)∂E,µϕ+
1

2
m2ϕ2 − Jϕ

]}
这里用下标 0 代表自由理论中的物理量

生成泛函 Z0,E[J ] 具有泛函 Gauss 积分的形式

可以通过推广 N 维矢量空间中的 Gauss 积分来处理
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N 维矢量空间
考虑 N 维矢量空间
N 维实值列矢量 v = (v1, v2, · · · , vN )T 和 u = (u1, u2, · · · , uN )T 的内积定义为

(v, u) ≡ vTu = viui

注意第二步用了 Einstein 求和约定
将 N 阶实方阵 A 乘到列矢量 u 上，得到列矢量 Au，它与 v 的内积是

(v,Au) = vTAu = viAijuj

设 B 是对称、正定的 N 阶实方阵，则 BT = B，且其本征值 b1, b2, · · · , bN 都
是正实数；通过一个 N 阶实正交矩阵 O，可将 B 对角化，得到对角矩阵

B̃ = OBOT = diag(b1, b2, · · · , bN )

定义 ṽ ≡ Ov，利用 OTO = 1 推出

(v,Bv) = vTBv = vTOTOBOTOv = ṽTB̃ṽ =

N∑
i=1

biṽ
2
i
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N 维 Gauss 积分公式
记 dNv = dv1 dv2 · · · dvN，则 N 维 Gauss 积分∫

dNv exp
[
−
1

2
(v,Bv)

]
=

∫
dN ṽ exp

(
−
1

2

N∑
i=1

biṽ
2
i

)
=

N∏
i=1

√
2π

bi
= (2π)N/2

(
N∏
i=1

bi

)−1/2

第一步作变量替换 v → ṽ，并应用体积元变换关系 dN ṽ = |detO| dNv = dNv

第二步用到一维 Gauss 积分公式
∫ +∞

−∞
dξ e−bξ2 =

√
π

b

利用 det(AB) = det(BA)，有
N∏
i=1

bi = det B̃ = det(OBOT) = det(OTOB) = detB

于是得到 N 维 Gauss 积分公式∫
dNv exp

[
−1

2
(v,Bv)

]
= (2π)N/2(detB)−1/2
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N 维 Gauss 积分公式的变种
更进一步，可以推出 N 维 Gauss 积分公式的变种
∫

dNv exp
[
−1

2
(v,Bv) + (u, v)

]
= (2π)N/2(detB)−1/2 exp

[
1

2
(u,B−1u)

]

这里 B−1 是 B 的逆矩阵。上式的推导方法如下。根据 B 矩阵的对称性，有

(B−1)TB = (B−1)TBT = (BB−1)T = 1, vTu =
N∑
i=1

viui = uTv

从而给出

(v −B−1u)TB(v −B−1u) = vTBv − uT(B−1)TBv − vTBB−1u+ uT(B−1)TBB−1u

= vTBv − 2uTv + uTB−1u

引入 w ≡ v −B−1u，有

(v,Bv)− 2(u, v) = vTBv − 2uTv = wTBw − uTB−1u = (w,Bw)− (u,B−1u)
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四维 Euclid 空间上实值函数的内积
作变量替换 v → w，推出∫

dNv exp
[
−1

2
(v,Bv) + (u, v)

]
=

∫
dNw exp

[
−1

2
(w,Bw) +

1

2
(u,B−1u)

]
根据 N 维 Gauss 积分公式作出以上积分，就得到变种公式

对于四维 Euclid 空间上的实值函数 f(xE) 和 g(xE)，内积定义为

(f, g) ≡
∫

d4xE f(xE)g(xE)

这是 (v, u) = viui 在函数上的推广。Euclid 空间坐标 xµ
E 取代了原来分立指标 i

的地位，因而对 i 求和转换为对 xµ
E 积分。类似地，将 (v,Au) = viAijuj 推广为

(f,Ag) ≡
∫

d4xE d4yE f(xE)A(xE, yE)g(yE)

N 维矢量 v 和 u 被推广为函数 f(xE) 和 g(xE)，而函数 A(xE, yE) 是一个无穷
阶的“连续方阵”，它以空间坐标 xµ

E 和 yµ
E 作为行列指标
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=
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2
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E 作为行列指标

余钊焕 （中山大学） 第 11 章　路径积分量子化 11.2 节（上） 42 / 54



Feynman 核 多点关联函数和生成泛函 四维 Euclid 空间和 Feynman 传播子

自由生成泛函中的积分
自由生成泛函中涉及到的积分可作以下转换：∫

d4xE
[
(∂µ

Eϕ)∂E,µϕ+ m2ϕ2]
=

∫
d4xE d4yE

[
∂µ
xEϕ(xE)∂yE,µϕ(yE) + m2ϕ(xE)ϕ(yE)

]
δ(4)(xE − yE)

=

∫
d4xE d4yE

{
∂µ
xE [ϕ(xE)δ

(4)(xE − yE)∂yE,µϕ(yE)]

−ϕ(xE)∂
µ
xEδ

(4)(xE − yE)∂yE,µϕ(yE) + m2ϕ(xE)ϕ(yE)δ
(4)(xE − yE)

}
=

∫
d4xE d4yE

{
−∂yE,µ[ϕ(xE)∂

µ
xEδ

(4)(xE − yE)ϕ(yE)]

+ϕ(xE)
[
∂µ
xE∂yE,µδ

(4)(xE − yE)
]
ϕ(yE) + m2ϕ(xE)ϕ(yE)δ

(4)(xE − yE)
}

=

∫
d4xE d4yE ϕ(xE)

[(
∂µ
xE∂yE,µ + m2) δ(4)(xE − yE)

]
ϕ(yE) = (ϕ,Bϕ)

其中 ∂µ
xE ≡ ∂/∂xE,µ，∂yE,µ ≡ ∂/∂yµ

E，第一步用到 δ 函数的挑选性，第二、三
步用了分部积分，第三、四步丢弃对积分没有贡献的全散度项
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泛函 Gauss 积分的自由生成泛函

最后一步中的连续方阵定义为

B(xE, yE) ≡
(
∂µ
xE∂yE,µ + m2) δ(4)(xE − yE)

它是关于 xE 和 yE 对称的，即 B(xE, yE) = B(yE, xE)

从而，根据上述函数内积的定义，将自由生成泛函改写为

Z0,E[J ] = N0

∫
Dϕ exp

{
−
∫

d4xE

[
1

2
(∂µ

Eϕ)∂E,µϕ+
1

2
m2ϕ2 − Jϕ

]}

= N0

∫
Dϕ exp

[
−1

2
(ϕ,Bϕ) + (J, ϕ)

]
上式具有泛函 Gauss 积分的形式
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泛函 Gauss 积分公式
将 N 维 Gauss 积分公式

∫
dNv exp

[
−1

2
(v,Bv)

]
= (2π)N/2(detB)−1/2 推广到

泛函积分的情况，N 重积分 ∫
dNv 化为泛函积分 ∫

Dϕ，得到泛函 Gauss 积分公式∫
Dϕ exp

[
−1

2
(ϕ,Bϕ)

]
= (detB)−1/2

上式右边原本应该包含一个常数因子，它是常数因子 (2π)N/2 的推广
不过，这里将它吸收到泛函测度 Dϕ 的重新定义之中，因而没有出现
类似于 N 维 Gauss 积分公式的变种，上式的变种为∫

Dϕ exp
[
−1

2
(ϕ,Bϕ) + (J, ϕ)

]
= (detB)−1/2 exp

[
1

2
(J,B−1J)

]

在定义上，连续方阵 B(xE, yE) 的逆矩阵 B−1(xE, yE) 满足∫
d4yE B−1(xE, yE)B(yE, zE) = δ(4)(xE − zE)
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处理自由生成泛函中的泛函积分

作出自由生成泛函中的泛函积分，得到

Z0,E[J ] = N0

∫
Dϕ exp

[
−1

2
(ϕ,Bϕ) + (J, ϕ)

]

= N0(detB)−1/2 exp
[
1

2

∫
d4xE d4yE J(xE)B

−1(xE, yE)J(yE)

]
取外源 J = 0，有

Z0,E[0] = N0

∫
Dϕ exp

[
−1

2
(ϕ,Bϕ)

]
= N0(detB)−1/2

归一化条件 Z0,E[0] = 1 意味着 N0 = (detB)1/2，于是

Z0,E[J ] = exp
[
1

2

∫
d4xE d4yE J(xE)B

−1(xE, yE)J(yE)

]
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B−1(xE, yE) 的 Fourier 变换
下面计算 B−1(xE, yE) 的具体形式

根据 Fourier 变换公式 δ(4)(xE − yE) =

∫
d4pE

(2π)4
e−ipE·(xE−yE)，推出

B(xE, yE) =
(
∂µ
xE∂yE,µ + m2) δ(4)(xE − yE)

=
(
∂µ
xE∂yE,µ + m2) ∫ d4pE

(2π)4
e−ipE·(xE−yE)

=

∫
d4pE

(2π)4
e−ipE·(xE−yE)(p2E +m2)

可见，B(xE, yE) 的 Fourier 变换是 B̃(pE) = p2E +m2

从而，
B̃−1(pE) =

1

B̃(pE)
=

1

p2E +m2

应该是 B−1(xE, yE) 的 Fourier 变换

余钊焕 （中山大学） 第 11 章　路径积分量子化 11.2 节（上） 47 / 54



Feynman 核 多点关联函数和生成泛函 四维 Euclid 空间和 Feynman 传播子

B−1(xE, yE) 的积分表达式

于是，

B−1(xE, yE) =

∫
d4pE

(2π)4
e−ipE·(xE−yE)B̃−1(pE) =

∫
d4pE

(2π)4
e−ipE·(xE−yE)

p2E +m2

可以验证，上式给出的 B−1(xE, yE) 确实满足作为逆矩阵的条件：∫
d4yE B−1(xE, yE)B(yE, zE)

=

∫
d4yE

∫
d4pE

(2π)4
e−ipE·(xE−yE)

p2E +m2

∫
d4qE

(2π)4
e−iqE·(yE−zE)(q2E +m2)

=

∫
d4pE d4qE

(2π)4
q2E +m2

p2E +m2
e−i(pE·xE−qE·zE)δ(4)(pE − qE)

=

∫
d4pE

(2π)4
e−ipE·(xE−zE) = δ(4)(xE − zE)
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Euclid 空间中 Feynman 传播子

将 B−1(xE, yE) 看作 Euclid 空间中实标量场的 Feynman 传播子，记为

DE
F(xE − yE) ≡ B−1(xE, yE) =

∫
d4pE

(2π)4
1

p2E +m2
e−ipE·(xE−yE)

它在四维 Euclid 空间中的 Klein-Gordon 微分算符 −∂2
xE +m2 = ∂2

x +m2 的作
用下得到

(−∂2
xE +m2)DE

F(xE − yE) =

∫
d4pE

(2π)4
1

p2E +m2
(−∂2

xE +m2) e−ipE·(xE−yE)

=

∫
d4pE

(2π)4
p2E +m2

p2E +m2
e−ipE·(xE−yE) = δ(4)(xE − yE)

可见，DE
F(xE − yE) 正是四维 Euclid 空间中 Klein-Gordon 方程的 Green 函数
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转换到 Minkowski 时空

b b

b

b

_2 p
0

AK p
0

p
4

1,a p
4

1,b

p
0

a

p
0

b

π/2

接下来推导 Minkowski 时空中的 Feynman 传播子
根据 p4E = −ip0、p2E = −p2 和 pE · xE = p0x0 + p · x，用 Minkowski 时空中的

坐标和四维动量表达 DE
F(xE − yE)，有

DE
F(xE − yE) =

∫
d3pE

(2π)4

∫ +∞

−∞
dp4E

e−ipE·(xE−yE)

p2E +m2

=

∫
d3p

(2π)4

∫ +i∞

−i∞
(−i dp0) e−i[p0(x0−y0)+p·(x−y)]

−p2 +m2

=

∫
d3p

(2π)4

∫ +i∞

−i∞
dp0 i

p2 −m2
e−ip·(x−y)

最后一步作了变量替换 p → −p

上式沿实轴正向对 p4E ∈ (−∞,+∞) 积分等价于沿
虚轴正向对 p0 ∈ (−i∞,+i∞) 积分
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Minkowski 时空中的 Feynman 传播子

b b _2 p0

AK p0

−ET

+ET

CA

C6

为了得到 Minkowski 时空中的 Feynman 传播子，
需要将上式中的被积函数解析延拓到 p0 的实轴上，对
p0 沿实轴积分，即让积分路径顺时针转动 π/2 角
由 p2 −m2 = (p0)2 − |p|2 −m2 = (p0)2 − E2

p

可知，被积函数在 p0 复平面上具有两个单极点
p0 = ±Ep

除此之外在 p0 复平面上解析
因此，将 p0 沿虚轴的积分路径 CI 变形为沿实轴

的积分路径时，不能让变形后的路径触碰到两个极点，只能采用图中所示的路径 CF

CF 无限地贴近实轴，但与两个极点之间具有无穷小的距离
这样得到的积分结果就是 Minkowski 时空中的 Feynman 传播子，表达为

DF(x− y) =

∫
d3p

(2π)4

∫
CF

dp0 i
p2 −m2

e−ip·(x−y)
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iϵ 处理方案

b

b _2 p0

AK p0

−ET + Bǫ

+ET − Bǫ

如果采用 6.4.1 小节中的 iϵ 处理方案，将两个极点移动到 p0 = ±(Ep − iϵ)

其中 ϵ 是无穷小的正数，则沿实轴积分就等价于沿 CF 积分

因此，可将 Minkowski 时空中实标量场的 Feynman 传播子表达为

DF(x− y) =

∫
d4p

(2π)4
i

p2 −m2 + iϵ e−ip·(x−y)

这与正则量子化方法得到的结果相同
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Minkowski 时空中的生成泛函
借助解析延拓，将四维 Euclid 空间中的生成泛函

Z0,E[J ] = exp
[
1

2

∫
d4xE d4yE J(xE)B

−1(xE, yE)J(yE)

]
转换到 Minkowski 时空中
作替换 d4xE d4yE → i d4x i d4y = −d4x d4y、J(xE) → J(x) 和 B−1(xE, yE)

= DE
F(xE − yE) → DF(x− y)，得到自由实标量场的生成泛函

Z0[J ] = exp
[
−1

2

∫
d4x d4y J(x)DF(x− y)J(y)

]

根据 δJ(y)/δJ(x) = δ(4)(x− y)，对 Z0[J ] 求一阶泛函导数，有

δZ0[J ]

δJ(y)
= −1

2
Z0[J ]

δ

δJ(y)

∫
d4z d4w J(z)DF(z − w)J(w)

= −Z0[J ]

∫
d4z d4w J(z)DF(z − w)δ(4)(y − w) = −Z0[J ]

∫
d4z J(z)DF(z − y)
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两点关联函数

求二阶泛函导数，推出

δ2Z0[J ]

δJ(x)δJ(y)
= Z0[J ]

∫
d4w J(w)DF(w−x)

∫
d4z J(z)DF(z− y)−Z0[J ]DF(x− y)

取外源 J = 0，注意到归一化条件 Z0[0] = 1，有

δ2Z0[J ]

δJ(x)δJ(y)

∣∣∣∣
J=0

= −DF(x− y)

于是，自由实标量场理论中的两点关联函数为

⟨0|T[ϕH(x)ϕH(y)] |0⟩free =
1

i2
δ2Z0[J ]

δJ(x)δJ(y)

∣∣∣∣
J=0

= DF(x− y)

它恰好等于 Feynman 传播子

这与正则量子化方法得到的结论是相同的
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