
多点关联函数的微扰论 多点关联函数的 Feynman 图 光学定理 不稳定粒子

量 子 场 论
第 10 章　散射矩阵元与多点关联函数

10.4 节至 10.6 节

余钊焕
中山大学物理学院

https://yzhxxzxy.github.io

更新日期：2025 年 5 月 19 日

余钊焕 （中山大学） 第 10 章　散射矩阵元与多点关联函数 10.4 节至 10.6 节 1 / 76

https://yzhxxzxy.github.io


多点关联函数的微扰论 多点关联函数的 Feynman 图 光学定理 不稳定粒子

10.4 节　多点关联函数的微扰论
第 6、7 章借助相互作用绘景讨论了用微扰论处理散射矩阵的方法，引进了

Feynman 图和 Feynman 规则
既然 LSZ 约化公式将散射矩阵与多点关联函数联系起来，也可将微扰论研究转移

到多点关联函数上，得到与前述章节一致的结论，并为高阶计算和重整化过程作铺垫
下面仍然以实标量场为例进行讨论，n 点关联函数 ⟨0|T[ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)] |0⟩ 是用

Heisenberg 绘景中的场算符 ϕ(x) 定义的，但是存在相互作用时我们不知道如何将
ϕ(x) 精确地表达出来，因而需要把它转化成渐近场 ϕin(x) 或 ϕout(x) 来处理

渐近场相当于具有物理质量 m 的自由场，它们在本章讨论中取代了原先由相互作
用绘景的场算符所扮演的角色
类似于 Heisenberg 绘景与相互作用绘景之间的变换关系，假设 ϕ(x) 与 ϕin(x)

由含时幺正算符 W (t) 联系起来：
ϕ(x) =W †(t)ϕin(x)W (t), π(x) =W †(t)πin(x)W (t)

π(x) 和 πin(x) 分别是 ϕ(x) 与 ϕin(x) 对应的共轭动量密度
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渐近哈密顿量
将系统的哈密顿量分解为 H(ϕ, π) = H0(ϕ, π) +H1(ϕ, π)

其中 H0 是自由部分，H1 是相互作用部分
它们一般可表达为 ϕ、π 和 ∇ϕ 的多项式的全空间积分

比如自由实标量场的哈密顿量是 H =

∫
d3xH =

1

2

∫
d3x [π2 + (∇ϕ)2 +m2ϕ2]

ϕ(x) 所满足的 Heisenberg 运动方程是 i∂0ϕ = [ϕ,H(ϕ, π)]

类似地，ϕin(x) 的运动方程是 i∂0ϕin = [ϕin, Hin(ϕin, πin)]，其中渐近哈密顿量
Hin(ϕin, πin) 与 H0(ϕin, πin) 形式相同，但需要将 H0 中裸质量 m0 换成物理质量 m

例如，在实标量场的 ϕ4 理论中，

H0(ϕ, π) =
1

2

∫
d3x [π2 + (∇ϕ)2 +m2

0ϕ
2], H1(ϕ, π) =

λ

4!

∫
d3xϕ4

而渐近哈密顿量为 Hin(ϕin, πin) =
1

2

∫
d3x [π2

in + (∇ϕin)
2 +m2ϕ2

in]
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算符方程
ϕ(x) =W †(t)ϕin(x)W (t) 两边对时间求导，有

i∂0ϕ = i(∂0W †)ϕinW + iW †(∂0ϕin)W + iW †ϕin∂0W

由 W (t) 算符的幺正性条件 W †W = I 得

0 = ∂0(W
†W ) = (∂0W

†)W +W †∂0W

即
∂0W

† = −W †(∂0W )W †

从而，利用运动方程 i∂0ϕ = [ϕ,H(ϕ, π)] 和 i∂0ϕin = [ϕin, Hin(ϕin, πin)] 推出

[ϕ,H(ϕ, π)] = i∂0ϕ = −iW †(∂0W )W †ϕinW+W †[ϕin, Hin(ϕin, πin)]W+ iW †ϕin∂0W

左边乘以 W ，右边乘以 W †，得到

W [ϕ,H(ϕ, π)]W † = −i(∂0W )W †ϕin + [ϕin, Hin(ϕin, πin)] + iϕin(∂0W )W †
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H̃1(ϕin, πin)

注意 H(ϕ, π) 是 ϕ、π 和 ∇ϕ 的多项式的积分，在 H(ϕ, π) 里所有相邻算符之间
插入 W †W = I，利用 ϕin(x) =W (t)ϕ(x)W †(t) 和 πin(x) =W (t)π(x)W †(t)，推出

WH(ϕ, π)W † = H(ϕin, πin)

W [ϕ,H(ϕ, π)]W † = −i(∂0W )W †ϕin + [ϕin, Hin(ϕin, πin)] + iϕin(∂0W )W † 化为

[ϕin, H(ϕin, πin)] = −i[(∂0W )W †, ϕin] + [ϕin, Hin(ϕin, πin)]

这意味着
[i(∂0W )W † − H̃1(ϕin, πin), ϕin] = 0

其中 H̃1(ϕin, πin) ≡ H(ϕin, πin)−Hin(ϕin, πin)

将 ϕ 和 ϕin 替换成 π 和 πin，重复上述推导过程，得到

[i(∂0W )W † − H̃1(ϕin, πin), πin] = 0
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裸质量与物理质量的平方差
注意，物理质量 m 与裸质量 m0 不同
这里的 H̃1(ϕin, πin) ≡ H(ϕin, πin)−Hin(ϕin, πin) 也与 H1(ϕin, πin) 有所差别
如果相互作用项不包含 ϕ(x) 的时空导数 ∂µϕ，则 H̃1(ϕin, πin) 不依赖于 πin(x)，

只依赖于 ϕin(x)；下面只考虑这种情况，将它改记为 H̃1(ϕin)

比如，在 ϕ4 理论中，有

H(ϕin, πin) =
1

2

∫
d3x [π2

in + (∇ϕin)
2 +m2

0ϕ
2
in] +

λ

4!

∫
d3xϕ4

in

Hin(ϕin, πin) =
1

2

∫
d3x [π2

in + (∇ϕin)
2 +m2ϕ2

in]

故 H̃1(ϕin) =

∫
d3x

[
1

2
(m2

0 −m2)ϕ2
in +

λ

4!
ϕ4

in

]
=

∫
d3x

(
1

2
δm2ϕ2

in +
λ

4!
ϕ4

in

)

其中 δm2 ≡ m2
0 −m2 是裸质量与物理质量的平方差

余钊焕 （中山大学） 第 10 章　散射矩阵元与多点关联函数 10.4 节至 10.6 节 6 / 76



多点关联函数的微扰论 多点关联函数的 Feynman 图 光学定理 不稳定粒子

W (t) 的运动方程
[i(∂0W )W † − H̃1(ϕin), ϕin] = 0 和 [i(∂0W )W † − H̃1(ϕin), πin] = 0 表明，算符

A ≡ i(∂0W )W † − H̃1(ϕin) 与 ϕin、πin 都是对易的
由于 ϕin 和 πin 是系统的正则变量，用它们可以构建一组算符完备集，而这组完

备集中的任意算符都与 A 对易，这说明算符 A 必定正比于恒等算符 I，即
i(∂0W )W † − H̃1(ϕin) = c(t) I

其中系数 c(t) 是时间 t 的 c 数函数

；改写上式，得到 W (t) 的运动方程

i∂0W = H̃c
1(t)W

这里 H̃c
1(t) ≡ H̃1(ϕin) + c(t) 是用入场 ϕin(x) 表达出来的时间 t 的函数

此方程与 6.2 节时间演化算符的微分方程 i ∂
∂t
U(t, t0) = HI

1(t)U(t, t0) 形式相同
采用类似的求解方法，将解表达为

W (t) =W (t0)− i
∫ t

t0

dt1 H̃c
1(t1)W (t1)
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时间演化算符的 Dyson 级数
重复迭代，利用时序乘积得到

W (t) =
∞∑
n=0

(−i)n
n!

∫ t

t0

dt1 · · ·
∫ t

t0

dtn T[H̃c
1(t1) · · · H̃c

1(tn)]W (t0)

= T exp
[
−i
∫ t

t0

dt′ H̃c
1(t

′)

]
W (t0)

在 6.2 节中，时间演化算符 U(t, t0) = V (t)V †(t0) 依赖于联系 Heisenberg 绘景
和相互作用绘景的含时幺正算符 V (t)

现在渐近场 ϕin(x) 扮演了相互作用绘景的场算符的角色，因此应该用 W (t) 取代
V (t)，将时间演化算符定义为

U(t, t0) ≡W (t)W †(t0) = T exp
[
−i
∫ t

t0

dt′ H̃c
1(t

′)

]

这个结果也是一个 Dyson 级数，只不过 H̃c
1(t

′) 取代了原来的 HI
1(t

′)

这样定义的时间演化算符仍然具有 6.2 节所描述的性质
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n 点关联函数与渐近场
接下来用渐近场来表达 n 点关联函数，由变换关系 ϕ(x) =W †(t)ϕin(x)W (t) 得
G(n)(x1, · · · , xn) = ⟨0|T[ϕ(x1)ϕ(x2) · · ·ϕ(xn)] |0⟩

= ⟨0|T[W †(t1)ϕin(x1)W (t1)W
†(t2)ϕin(x2)W (t2) · · ·W †(tn)ϕin(xn)W (tn)] |0⟩

= ⟨0|T[W †(+∞)W (+∞)W †(t1)ϕin(x1)W (t1)W
†(t2)ϕin(x2)W (t2)

× · · ·W †(tn)ϕin(xn)W (tn)W
†(−∞)W (−∞)] |0⟩

= ⟨0|W †(+∞)T[U(+∞, t1)ϕin(x1)U(t1, t2)ϕin(x2)

× · · ·U(tn−1, tn)ϕin(xn)U(tn,−∞)]W (−∞) |0⟩

第三步在方括号中插入 W †(+∞)W (+∞) = I 和 W †(−∞)W (−∞) = I

最后一步改写成时间演化算符 U(t, t0) ≡W (t)W †(t0) 的形式
由于时序乘积里面的含时算符能够任意移动，可以让里面的时间演化算符相邻排

列，再由乘法规则 U(t2, t1)U(t1, t0) = U(t2, t0) 得到
U(+∞, t1)U(t1, t2) · · ·U(tn−1, tn)U(tn,−∞) = U(+∞,−∞)

G(n)(x1, · · · , xn) = ⟨0|W †(+∞)T[ϕin(x1) · · ·ϕin(xn)U(+∞,−∞)]W (−∞) |0⟩
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⟨Ψp; in|W (−∞) |0⟩

现在需要知道 W (+∞) 和 W (−∞) 对真空态 |0⟩ 作用的结果
设 |Ψp; in⟩ 是包含一个四维动量为 pµ 的粒子的任意入态，表达为

|Ψp; in⟩ =
√

2Ep a
†
p,in |Ψ; in⟩

其中 |Ψ; in⟩ 包含除这个粒子之外的其它成分

利用 ap,in =
i√
2Ep

∫
d3x eip·x←→∂0ϕin(x) 推出

⟨Ψp; in|W (−∞) |0⟩ =
√

2Ep ⟨Ψ; in| ap,inW (−∞) |0⟩

= i
∫

d3x eip·x←→∂0 ⟨Ψ; in|ϕin(x)W (−∞) |0⟩

= i
∫

d3x eip·x←→∂0 ⟨Ψ; in|W (t)ϕ(x)W †(t)W (−∞) |0⟩

已用到变换关系 ϕin(x) =W (t)ϕ(x)W †(t)；取 t→ −∞ 的极限，由渐近条件得

⟨Ψp; in|W (−∞) |0⟩ = i
√
Z lim
t→−∞

∫
d3x eip·x←→∂0 ⟨Ψ; in|W (t)ϕin(x)W

†(t)W (−∞) |0⟩
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处理 ⟨Ψp; in|W (−∞) |0⟩

eip·x←→∂0 [W (t)ϕin(x)W
†(t)] = eip·x∂0W (t)ϕin(x)W

†(t) + eip·xW (t)∂0ϕin(x)W
†(t)

+ eip·xW (t)ϕin(x)∂0W
†(t)− (∂0eip·x)W (t)ϕin(x)W

†(t)

= W (t)[eip·x←→∂0ϕin(x)]W
†(t)

+ eip·x[∂0W (t)ϕin(x)W
†(t) +W (t)ϕin(x)∂0W

†(t)]

从而 ⟨Ψp; in|W (−∞) |0⟩

= i
√
Z lim
t→−∞

∫
d3x eip·x←→∂0 ⟨Ψ; in|W (t)ϕin(x)W

†(t)W (−∞) |0⟩

= i
√
Z lim
t→−∞

∫
d3x ⟨Ψ; in|W (t)[eip·x←→∂0ϕin(x)]W

†(t)W (−∞) |0⟩

+i
√
Z lim
t→−∞

∫
d3x eip·x ⟨Ψ; in| [∂0W (t)ϕin(x)W

†(t)

+W (t)ϕin(x)∂0W
†(t)]W (−∞) |0⟩

=
√

2EpZ ⟨Ψ; in|W (−∞)ap,in |0⟩

+i lim
t→−∞

∫
d3x eip·x ⟨Ψ; in| [∂0W (t)ϕ(x) +W (t)ϕ(x)∂0W

†(t)W (t)] |0⟩

第一项的推导用到 W †(−∞)W (−∞) = I，由于 ap,in |0⟩ = 0，此项贡献为零
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W (+∞) |0⟩ ,W (−∞) |0⟩ 与真空态
用变换关系 ϕ(x) =W †(t)ϕin(x)W (t) 将 ⟨Ψp; in|W (−∞) |0⟩ 第二项中算符化为

∂0W (t)ϕ(x) +W (t)ϕ(x)∂0W
†(t)W (t)

= ∂0W (t)W †(t)ϕin(x)W (t) + ϕin(x)W (t)∂0W
†(t)W (t)

= ∂0W (t)W †(t)ϕin(x)W (t) + ϕin(x){∂0[W (t)W †(t)]− ∂0W (t)W †(t)}W (t)

= [∂0W (t)W †(t), ϕin(x)]W (t) = −i[H̃c
1(t), ϕin(x)]W (t)

最后一步用到运动方程 i∂0W = H̃c
1(t)W

已经假设 H̃c
1(t) 只依赖于 ϕin(x)，因此等时对易关系保证 [H̃c

1(t), ϕin(x)] = 0

从而 ⟨Ψp; in|W (−∞) |0⟩ 第二项的贡献也是零，于是
⟨Ψp; in|W (−∞) |0⟩ = 0

由于 |Ψp; in⟩ 是至少包含一个粒子的任意入态，上式表明态矢 W (−∞) |0⟩ 不包
含任何粒子，它至多与真空态相差一个相位因子 c−，即 W (−∞) |0⟩ = c− |0⟩

类似地，可以推出 W (+∞) |0⟩ = c+ |0⟩，其中 c+ 是另一个相位因子
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表达 n 点关联函数
由真空态的归一化条件和 W (t) 的幺正性得

1 = ⟨0|0⟩ = ⟨0|W †(+∞)W (+∞)W †(−∞)W (−∞) |0⟩

= ⟨0|W †(+∞)U(+∞,−∞)W (−∞) |0⟩ = c∗+c− ⟨0|U(+∞,−∞) |0⟩

故 c∗+c− =
1

⟨0|U(+∞,−∞) |0⟩

结合 Dyson 级数，将 n 点关联函数表达为
G(n)(x1, · · · , xn) = ⟨0|W †(+∞)T[ϕin(x1) · · ·ϕin(xn)U(+∞,−∞)]W (−∞) |0⟩

= c∗+c− ⟨0|T[ϕin(x1) · · ·ϕin(xn)U(+∞,−∞)] |0⟩

=
⟨0|T

{
ϕin(x1) · · ·ϕin(xn) exp

[
−i
∫∞
−∞ dt H̃c

1(t)
]}
|0⟩

⟨0|T exp
[
−i
∫∞
−∞ dt H̃c

1(t)
]
|0⟩

将 H̃c
1(t) ≡ H̃1(ϕin) + c(t) 代入上式的分子和分母中

则 c(t) 贡献一个因子 exp
[
−i
∫∞
−∞ dt c(t)

]
，分子和分母的这个共同因子相互抵消
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化简 n 点关联函数

因此，c(t) 实际上对 n 点关联函数没有贡献

可以用 H̃1(t) = H̃1(ϕin) = H(ϕin, πin)−Hin(ϕin, πin) 替代 H̃c
1(t)，得到

G(n)(x1, · · · , xn) =
1

N ⟨0|T
{
ϕin(x1) · · ·ϕin(xn) exp

[
−i
∫ ∞

−∞
dt H̃1(t)

]}
|0⟩

其中归一化因子
N ≡ ⟨0|T exp

[
−i
∫ ∞

−∞
dt H̃1(t)

]
|0⟩

只是一个相位因子

设 H̃1(x) 是 H̃1(t) 的空间密度，它是用渐近场 ϕin(x) 表达的，满足

H̃1(t) =

∫
d3x H̃1(x)

余钊焕 （中山大学） 第 10 章　散射矩阵元与多点关联函数 10.4 节至 10.6 节 14 / 76



多点关联函数的微扰论 多点关联函数的 Feynman 图 光学定理 不稳定粒子

n 点关联函数的微扰级数

将指数函数展开，得到 n 点关联函数的微扰级数

G(n)(x1, · · · , xn) =
1

N ⟨0|T
{
ϕin(x1) · · ·ϕin(xn) exp

[
−i
∫

d4x H̃1(x)

]}
|0⟩

=
1

N

∞∑
k=0

(−i)k
k!

∫
d4y1 · · · d4yk ⟨0|T[ϕin(x1) · · ·ϕin(xn)H̃1(y1) · · · H̃1(yk)] |0⟩

其中归一化因子展开为

N = ⟨0|T exp
[
−i
∫

d4x H̃1(x)

]
|0⟩

=
∞∑
k=0

(−i)k
k!

∫
d4y1 · · · d4yk ⟨0|T[H̃1(y1) · · · H̃1(yk)] |0⟩ .

可以利用 Wick 定理处理这个微扰级数，并导出 Feynman 图
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10.5 节　多点关联函数的 Feynman 图
本节在 ϕ4 理论中讨论多点关联函数的微扰论，并画出 Feynman 图
将 ϕ4 理论的 H̃1(x) 分为两个部分，H̃1(x) = Hδm2(x) +Hλ(x)

Hδm2(x) ≡ 1

2
δm2ϕ2

in(x), Hλ(x) ≡
λ

4!
ϕ4

in(x)

可见，H̃1(x) 中除了 ϕ4 相互作用项 Hλ 之外，还出现了 ϕin 的二次项 Hδm2，
它跟质量重整化 (mass renormalization) 有关

根据 7.3 节讨论，Hλ 在位置空间中给出的顶点规则为
x

= −iλ
∫

d4x

类似地，Hδm2 给出位置空间“顶点规则”
x

= −iδm2

∫
d4x

相应的动量空间规则为 = −iδm2
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两点关联函数展开式

现在将两点关联函数 G(2)(x1, x2) 与归一化因子 N 的乘积展开，得

NG(2)(x1, x2) = ⟨0|T
{
ϕin(x1)ϕin(x2) exp

[
−i
∫

d4x H̃1(x)

]}
|0⟩

= ⟨0|T[ϕin(x1)ϕin(x2)] |0⟩ −
iδm2

2

∫
d4x ⟨0|T[ϕin(x1)ϕin(x2)ϕ

2
in(x)] |0⟩

− iλ
4!

∫
d4x ⟨0|T[ϕin(x1)ϕin(x2)ϕ

4
in(x)] |0⟩+ · · ·

这里省略了高阶贡献

下面处理前三项中的真空期待值，应用 Wick 定理将时序乘积转化为正规乘积
由于任意多个场算符的正规乘积的真空期待值为零，只有正规乘积中所有的场算

符都发生了缩并，才能得到非平庸的结果
我们称这种情况为完全缩并
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两点关联函数的分解
NG(2)(x1, x2) 第一项是 6.4.1 小节讨论的实标量场 Feynman 传播子，

⟨0|T[ϕin(x1)ϕin(x2)] |0⟩ = ⟨0|N[ϕin(x1)ϕin(x2)] |0⟩ = DF(x1 − x2) = D12

为便于书写，这里引进 Feynman 传播子的缩写记号，定义为
Dij ≡ DF(xi − xj) = Dji, Dxy ≡ DF(x− y) = Dyx, Dix ≡ DF(xi − x) = Dxi

NG(2)(x1, x2) 第二项和第三项中的真空期待值分解为

⟨0|T[ϕin(x1)ϕin(x2)ϕ
2
in(x)] |0⟩ = A2

2 ⟨0|N[ϕin(x1)ϕin(x2)ϕin(x)ϕin(x)] |0⟩

+ ⟨0|N[ϕin(x1)ϕin(x2)ϕin(x)ϕin(x)] |0⟩

= 2D1xDx2 +D12Dxx

⟨0|T[ϕin(x1)ϕin(x2)ϕ
4
in(x)] |0⟩ = C2

4A
2
2 ⟨0|N[ϕin(x1)ϕin(x2)ϕin(x)ϕin(x)ϕin(x)ϕin(x)] |0⟩

+C1
3 ⟨0|N[ϕin(x1)ϕin(x2)ϕin(x)ϕin(x)ϕin(x)ϕin(x)] |0⟩

= 12D1xDxxDx2 + 3D12DxxDxx
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用 Feynman 图表示两点关联函数
将这些结果代回 NG(2)(x1, x2)，根据位置空间 Feynman 规则画出 Feynman 图，

NG(2)(x1, x2) = D12 − iδm2

∫
d4x

(
D1xDx2 +

1

2
D12Dxx

)
− iλ

∫
d4x

(
1

2
D1xDxxDx2 +

1

8
D12DxxDxx

)
+ · · ·

= x1 x2 +
x

x1 x2 +
x

x1 x2

+
x1 x2

x

+
x1 x2

x + · · ·

第一步中 3 个分数因子的分母正是 Feynman 图的对称性因子
2 点关联函数 G(2)(x1, x2) 的宗量是两个时空点 xµ1 和 xµ2 ，称为外点 (external

point)，在多点关联函数的 Feynman 图中用圆点表示
一般地，n 点关联函数 G(n)(x1, · · · , xn) 描述 n 个外点之间的关联，根据 LSZ

约化公式，这 n 个外点对应于 T 矩阵元相应 Feynman 图中的 n 条外线
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气泡图和连通图

NG(2)(x1, x2) 中有 3 项包含 D12，它对应于从 x1 到 x2 的 Feynman 传播子
合并这 3 个同类项，将 D12 的图形提取出来，余下 1 加上两个气泡图：

NG(2)(x1, x2) = x1 x2 ×

 1 + x +
x



+
x

x1 x2 +
x1 x2

x

+ · · ·

气泡图的特点是不与任何外点相连；将各个外点都连接起来且不包含气泡图的
Feynman 图称为连通图 (connected diagram)

可见，这里第一项因式分解为连通图与 1 加两个气泡图的乘积，这样的因子化
(factorization) 是普遍的，下面作一般论述
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归一化因子的 Feynman 图
归一化因子 N = ⟨0|T exp

[
−i
∫

d4x H̃1(x)

]
|0⟩ 对所有时空点都进行积分，而相

应的 Feynman 图不包含任何外点，必然对应着各种各样的气泡图
可以认为 N 描述了从真空态到真空态之间的跃迁过程
在 ϕ4 理论中，有

N = ⟨0|T exp
{
−i
∫

d4x

[
1

2
δm2ϕ2

in(x) +
λ

4!
ϕ4

in(x)

]}
|0⟩

= 1 + + + +

+ + + + + · · ·

这里前三项正是上一页 NG(2)(x1, x2) 图形表达式圆括号中的项
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多点关联函数与连通图

由此可以猜测，

n 点关联函数

G(n)(x1, · · · , xn) =
1

N ⟨0|T
{
ϕin(x1) · · ·ϕin(xn) exp

[
−i
∫

d4x H̃1(x)

]}
|0⟩

中的 1/N 因子正好抵消了所有气泡图对真空期待值

⟨0|T
{
ϕin(x1) · · ·ϕin(xn) exp

[
−i
∫

d4x H̃1(x)

]}
|0⟩

的贡献，故相关 Feynman 图都是连通图

接下来给出证明
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关于连通图的证明
证明 对 NG(n)(x1, · · · , xn) 应用 Wick 定理，只保留有非平庸贡献的完全缩并；

注意完全缩并的结果必定是 c 数，可用真空期待值表示
从而将相关贡献分解为两个真空期待值之积，要求第一个真空期待值只包含连通

图的贡献，第二个真空期待值只包含气泡图的贡献，得到
NG(n)(x1, · · · , xn)

=
∞∑
k=0

(−i)k
k!

∫
d4y1 · · · d4yk ⟨0|T[ϕin(x1) · · ·ϕin(xn)H̃1(y1) · · · H̃1(yk)] |0⟩

=
∞∑
k=0

(−i)k
k!

∫
d4y1 · · · d4yk

k∑
j=0

k!

j!(k − j)!

×⟨0|N[ϕin(x1) · · ·ϕin(xn)H̃1(y1) · · · H̃1(yk−j) 的所有完全缩并] |0⟩

× ⟨0|N[H̃1(yk−j+1) · · · H̃1(yk) 的所有完全缩并] |0⟩

对于某个 k 值，挑选 j 个 H̃1 放在第二个真空期待值中的方法有 Cjk =
k!

j!(k − j)!
种，因而需要考虑这个因子，再对 j 求和
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拆解积分
拆解积分，利用 1

m!
→ 0 (m < 0) 将 j 的求和上限扩展到无穷大，得

NG(n)(x1, · · · , xn)

=

∞∑
k=0

∞∑
j=0

(−i)k−j
(k − j)!

(−i)j
j!

×
∫

d4y1 · · · d4yk−j ⟨0|N[ϕin(x1) · · ·ϕin(xn)H̃1(y1) · · · H̃1(yk−j) 的所有完全缩并] |0⟩

×
∫

d4yk−j+1 · · · d4yk ⟨0|N[H̃1(yk−j+1) · · · H̃1(yk) 的所有完全缩并] |0⟩

=

∞∑
i=0

(−i)i
i!

∫
d4y1 · · · d4yi ⟨0|N[ϕin(x1) · · ·ϕin(xn)H̃1(y1) · · · H̃1(yi) 的所有完全缩并] |0⟩

×
∞∑
j=0

(−i)j
j!

∫
d4yi+1 · · · d4yi+j ⟨0|N[H̃1(yi+1) · · · H̃1(yi+j) 的所有完全缩并] |0⟩

第二步作变量替换，令 i ≡ k − j，分开两个求和，第二个求和式正是归一化因子

N =

∞∑
j=0

(−i)j
j!

∫
d4yi+1 · · · d4yi+j ⟨0|T[H̃1(yi+1) · · · H̃1(yi+j)] |0⟩
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完成证明

将归一化因子从左右两边同时约去，推出

G(n)(x1, · · · , xn) =

∞∑
i=0

(−i)i
i!

∫
d4y1 · · · d4yi

×⟨0|N[ϕin(x1) · · ·ϕin(xn)H̃1(y1) · · · H̃1(yi) 的所有完全缩并] |0⟩

= 包含 n 个外点 x1, · · · , xn 的所有连通图

=

· · ·
·
·
·

x1

x2

x3

xn

xn−1

第三步用灰色圆形表示所有连通图之和 证毕
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二次项对两点关联函数的贡献
下面考察二次项 Hδm2 =

1

2
δm2ϕ2

in(x) 的影响，考虑各种连通图，那么它对两点
关联函数的贡献为

G
(2)

δm2(x1, x2) ≡
1

N ⟨0|T
{
ϕin(x1)ϕin(x2) exp

[
−i
∫

d4xHδm2(x)

]}
|0⟩

= x1 x2 +
x

x1 x2 +
x y

x1 x2 + · · ·

= D12− iδm2

∫
d4xD1xDx2 + (−iδm2)2

∫
d4x d4y D1xDxyDy2 + · · ·

G
(2)

δm2(x1, 0) 的 Fourier 变换是 G̃
(2)

δm2(p) ≡
∫

d4x1 eip·x1G
(2)

δm2(x1, 0)

首先，G(2)

δm2(x1, x2) 第一项对 G̃
(2)

δm2(p) 的贡献是动量空间中的 Feynman 传播子

D̃F(p) =
i

p2 −m2 + iϵ =
p

其中第二步画出相应的动量空间 Feynman 图
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G
(2)

δm2(x1, x2) 第二项的贡献

其次，G(2)

δm2(x1, x2) 第二项对 G̃
(2)

δm2(p) 的贡献为

−iδm2

∫
d4x1 d4x eip·x1DF(x1 − x)DF(x)

= −iδm2

∫
d4x1 d4x d4p1 d4p2

(2π)8
eip·x1 i e−ip1·(x1−x)

p21 −m2 + iϵ
i e−ip2·x

p22 −m2 + iϵ

= −iδm2

∫
d4p1 d4p2 δ

(4)(p1 − p)δ(4)(p2 − p1)
i

p21 −m2 + iϵ
i

p22 −m2 + iϵ

=
i

p2 −m2 + iϵ (−iδm2)
i

p2 −m2 + iϵ

= D̃F(p)(−iδm2)D̃F(p)

=
p

最后一步根据动量空间 Feynman 规则画出 Feynman 图
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G
(2)

δm2(x1, x2) 第三项的贡献

最后，G(2)

δm2(x1, x2) 第三项对 G̃
(2)

δm2(p) 的贡献是

(−iδm2)2
∫

d4x1 d4x d4y eip·x1DF(x1 − x)DF(x− y)DF(y)

= (−iδm2)2
∫

d4x1 d4x d4y d4p1 d4p2 d4p3
(2π)12

eip·x1

× i e−ip1·(x1−x)

p21 −m2 + iϵ
i e−ip2·(x−y)

p22 −m2 + iϵ
i e−ip3·y

p23 −m2 + iϵ

= (−iδm2)2
∫

d4p1 d4p2 d4p3 δ
(4)(p1 − p)δ(4)(p2 − p1)δ(4)(p3 − p2)

× i
p21 −m2 + iϵ

i
p22 −m2 + iϵ

i
p23 −m2 + iϵ

=
i

p2 −m2 + iϵ (−iδm2)
i

p2 −m2 + iϵ (−iδm2)
i

p2 −m2 + iϵ

= D̃F(p)(−iδm2)D̃F(p)(−iδm2)D̃F(p) =
p
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二次项对动量空间传播子的贡献

综上，二次项 Hδm2 对动量空间传播子 G̃(2)(p) 的贡献为

G̃
(2)

δm2(p) = D̃F(p) + D̃F(p)(−iδm2)D̃F(p) + D̃F(p)(−iδm2)D̃F(p)(−iδm2)D̃F(p) + · · ·

=
p

+
p

+
p

+ · · ·

可见，对多点关联函数作 Fourier 变换后，作时空坐标和四维动量的积分，则
位置空间中的 Feynman 传播子 DF 转换为相应的动量空间 Feynman 传播子 D̃F

而与顶点联系在一起的时空积分已经用掉了，这说明剩下的因子正好可以用动量
空间中的 Feynman 规则描述，由此得到一个普遍结论：

多点关联函数的 Fourier 变换对应于动量空间中的 Feynman 图

因此可以利用动量空间 Feynman 规则直接计算多点关联函数的 Fourier 变换

余钊焕 （中山大学） 第 10 章　散射矩阵元与多点关联函数 10.4 节至 10.6 节 29 / 76



多点关联函数的微扰论 多点关联函数的 Feynman 图 光学定理 不稳定粒子

等比级数
现在 G̃

(2)

δm2(p) 表达式是一个等比级数，可改写为

G̃
(2)

δm2(p) = D̃F(p) + D̃F(p)(−iδm2)D̃F(p) + D̃F(p)(−iδm2)D̃F(p)(−iδm2)D̃F(p) + · · ·

= D̃F(p)
∞∑
k=0

[(−iδm2)D̃F(p)]
k =

i
p2 −m2 + iϵ

∞∑
k=0

(
δm2

p2 −m2 + iϵ

)k

由等比级数公式 1

1− z =
∞∑
k=0

zk (|z| < 1) 得

1

a− z =
1

a

1

1− z/a =
1

a

∞∑
k=0

( z
a

)k
, |z| < |a|

δm2 是微扰论中的小量，取 a = p2 −m2 + iϵ 和 z = δm2，有

G̃
(2)

δm2(p) =
i

p2 −m2 − δm2 + iϵ =
i

p2 −m2
0 + iϵ

第二步用到定义式 δm2 ≡ m2
0 −m2，可见，二次项 Hδm2 对两点关联函数的影

响是将极点位置从物理质量平方 m2 移动到裸质量平方 m2
0 处
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相互作用项对两点关联函数的贡献

接下来考虑 ϕ4 相互作用项 Hλ =
λ

4!
ϕ4

in(x)，对它对两点关联函数的贡献为

G
(2)
λ (x1, x2) ≡

1

N ⟨0|T
{
ϕin(x1)ϕin(x2) exp

[
−i
∫

d4xHλ(x)
]}
|0⟩

作 Fourier 变换，将各种连通图画出来，得

G̃
(2)
λ (p) ≡

∫
d4x1 eip·x1G

(2)
λ (x1, 0) =

p

λ

.

=
p

+
p

+
p

+
p

.

+

p

.

+
p

.

+ · · ·
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单粒子不可约图

G̃
(2)
λ (p) =

p

+
p

+
p

+
p

.

+

p

.

+
p

.

+ · · ·

在这些连通图中， 和 是可以约化的
如果从 中移除连接中间两个点的内线，那么它会分割成两个不相连的部分
如果从 中移除连接第三和第四个点的内线，它也会分割成两个不相连部分

像 、 、 这样，移除任意一条线之后不会分割成两个不相连的部分，这
种图称为单粒子不可约图 (one-particle irreducible diagram)，简称 1PI 图
注意 并不属于 1PI 图
可利用 1PI 图约化各种连通图，比如 约化成两个 ， 约化成 和
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单粒子不可约图

G̃
(2)
λ (p) =

p

+
p

+
p

+
p

.

+

p

.

+
p

.

+ · · ·

在这些连通图中， 和 是可以约化的
如果从 中移除连接中间两个点的内线，那么它会分割成两个不相连的部分
如果从 中移除连接第三和第四个点的内线，它也会分割成两个不相连部分
像 、 、 这样，移除任意一条线之后不会分割成两个不相连的部分，这

种图称为单粒子不可约图 (one-particle irreducible diagram)，简称 1PI 图
注意 并不属于 1PI 图
可利用 1PI 图约化各种连通图，比如 约化成两个 ， 约化成 和
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两点关联函数的所有 1PI 图

将所有由 Hλ 贡献的两点关联函数 1PI 图记作

−iΠ(p2) =
p

1PI

=
p

+

p

+

p

+ · · · (1)

这些 1PI 图都属于 7.3 节讨论过的 ϕ 粒子自能图
定义上 1PI 自能图 −iΠ(p2) 的表达式中不包含两个连接外点的 Feynman 传播子
Lorentz 对称性保证 Π(p2) 是 p2 的函数
Π(p2) 的领头阶是 λ1 阶，因而它是微扰论中的小量
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相互作用项对动量空间传播子的贡献
利用 1PI 自能图 −iΠ(p2) 可以将 G̃

(2)
λ (p) 表达为

G̃
(2)
λ (p) =

p

λ

.

=
p

+
p

1PI

.

+
p

1PI 1PI

.

+ · · ·

= D̃F(p) + D̃F(p)[−iΠ(p2)]D̃F(p) + D̃F(p)[−iΠ(p2)]D̃F(p)[−iΠ(p2)]D̃F(p) + · · ·

=
i

p2 −m2 + iϵ

∞∑
k=0

[
Π(p2)

p2 −m2 + iϵ

]k
=

i
p2 −m2 −Π(p2) + iϵ

最后一步用到 1

a− z =
1

a

∞∑
k=0

( z
a

)k
, |z| < |a|

这个结果表明相互作用项 Hλ 也会影响两点关联函数的极点位置
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动量空间中的完整传播子

将 Hδm2 和 Hλ 的贡献合起来，动量空间中的两点关联函数（即完整的传播子）是

G̃(2)(p) =
p

.

=
p

+
p

+
p

1PI

.

+
p

+
p

1PI 1PI

.

+
p

1PI

.

+
p

1PI

.

+ · · ·

=
i

p2 −m2 + iϵ

∞∑
k=0

[
δm2 +Π(p2)

p2 −m2 + iϵ

]k
=

i
p2 −m2 − δm2 −Π(p2) + iϵ
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质量重整化条件
在单粒子态极点附近，G̃(2)(p) 的行为应该与 Källén-Lehmann 谱表示

G̃(2)(p) =
iZ

p2 −m2 + iϵ +
∫ ∞

∼4m2

ds iρ(s)
p2 − s+ iϵ 的第一项相同，即

i
p2 −m2 − δm2 −Π(p2) + iϵ

p0→Ep−−−−→ iZ
p2 −m2 + iϵ

可见，为了保持极点位于物理质量 m 的平方处，必须要求 δm2 = −Π(m2)

这是质量重整化条件，它表明质量重整化常数 δm2 由 1PI 自能图的 Π(p2) 决定

由于 Π(p2) 的领头阶是 λ1 阶，δm2 的领头阶也是 λ1 阶
在圈图计算中，Π(p2) 是发散的，因而 δm2 也是发散的；不过，它们相加时发散

部分相互抵消，因此对传播子的修正量 f(p2) ≡ δm2 +Π(p2) 是有限的 O(λ) 小量
由于二次项 Hδm2 = 1

2
δm2ϕ2

in(x) 的贡献抵消了相互作用项 Hλ 对极点位置的影
响，我们称 Hδm2 为质量抵消项 (mass counter term)

换句话说，正是因为在高阶计算中相互作用项的贡献移动了极点位置，我们需要
从拉氏量中的裸质量平方 m2

0 里面分离出 δm2 来抵消它的影响

余钊焕 （中山大学） 第 10 章　散射矩阵元与多点关联函数 10.4 节至 10.6 节 36 / 76



多点关联函数的微扰论 多点关联函数的 Feynman 图 光学定理 不稳定粒子

质量重整化条件
在单粒子态极点附近，G̃(2)(p) 的行为应该与 Källén-Lehmann 谱表示

G̃(2)(p) =
iZ

p2 −m2 + iϵ +
∫ ∞

∼4m2

ds iρ(s)
p2 − s+ iϵ 的第一项相同，即

i
p2 −m2 − δm2 −Π(p2) + iϵ

p0→Ep−−−−→ iZ
p2 −m2 + iϵ

可见，为了保持极点位于物理质量 m 的平方处，必须要求 δm2 = −Π(m2)

这是质量重整化条件，它表明质量重整化常数 δm2 由 1PI 自能图的 Π(p2) 决定
由于 Π(p2) 的领头阶是 λ1 阶，δm2 的领头阶也是 λ1 阶
在圈图计算中，Π(p2) 是发散的，因而 δm2 也是发散的；不过，它们相加时发散

部分相互抵消，因此对传播子的修正量 f(p2) ≡ δm2 +Π(p2) 是有限的 O(λ) 小量
由于二次项 Hδm2 = 1

2
δm2ϕ2

in(x) 的贡献抵消了相互作用项 Hλ 对极点位置的影
响，我们称 Hδm2 为质量抵消项 (mass counter term)

换句话说，正是因为在高阶计算中相互作用项的贡献移动了极点位置，我们需要
从拉氏量中的裸质量平方 m2

0 里面分离出 δm2 来抵消它的影响
余钊焕 （中山大学） 第 10 章　散射矩阵元与多点关联函数 10.4 节至 10.6 节 36 / 76



多点关联函数的微扰论 多点关联函数的 Feynman 图 光学定理 不稳定粒子

展开 f(p2)

在 p2 = m2 附近将 f(p2) = δm2 +Π(p2) 展开，得

f(p2) ≃ δm2 +Π(m2) + (p2 −m2)
df(p2)

dp2

∣∣∣∣
p2=m2

+O[(p2 −m2)2]

= (p2 −m2)
dΠ(p2)

dp2

∣∣∣∣
p2=m2

+O[(p2 −m2)2]

从而 G̃(2)(p) 在 p2 = m2 附近近似为
i

p2 −m2 − δm2 −Π(p2) + iϵ ≃
i

(p2 −m2)
[
1− dΠ(p2)/dp2|p2=m2

]
+ iϵ

=
i

p2 −m2 + iϵ

[
1− dΠ(p2)

dp2

∣∣∣∣
p2=m2

]−1
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场强重整化条件

比较 i
p2 −m2 − δm2 −Π(p2) + iϵ ≃

i
p2 −m2 + iϵ

[
1− dΠ(p2)

dp2

∣∣∣∣
p2=m2

]−1

与

i
p2 −m2 − δm2 −Π(p2) + iϵ

p0→Ep−−−−→ iZ
p2 −m2 + iϵ ，推出

Z−1 = 1− dΠ(p2)

dp2

∣∣∣∣
p2=m2

这是场强重整化条件，它表明场强重整化常数 Z 也由 1PI 自能图 Π(p2) 决定

而且
Z = 1 +O(λ)
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四点关联函数
现在讨论四点关联函数，展开到 λ1 阶，有

NG(4)(x1, x2, x3, x4)

= ⟨0|T
{
ϕin(x1)ϕin(x2)ϕin(x3)ϕin(x4) exp

[
−i
∫

d4x H̃1(x)

]}
|0⟩

= ⟨0|T[ϕin(x1)ϕin(x2)ϕin(x3)ϕin(x4)] |0⟩

− iδm2

2

∫
d4x ⟨0|T[ϕin(x1)ϕin(x2)ϕin(x3)ϕin(x4)ϕ

2
in(x)] |0⟩

− iλ
4!

∫
d4x ⟨0|T[ϕin(x1)ϕin(x2)ϕin(x3)ϕin(x4)ϕ

4
in(x)] |0⟩+O(λ2)

首先，NG(4)(x1, x2, x3, x4) 第一项给出的连通图为

G
(4)
0 (x1, x2, x3, x4) =

x1

x3

x2

x4

+
x1

x2

x3

x4

+
x1

x2

x4

x3

= D12D34 +D13D24 +D14D23

这三个图各自描述两个独立传播的自由粒子，与散射过程无关
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四点关联函数
现在讨论四点关联函数，展开到 λ1 阶，有

NG(4)(x1, x2, x3, x4)

= ⟨0|T
{
ϕin(x1)ϕin(x2)ϕin(x3)ϕin(x4) exp

[
−i
∫

d4x H̃1(x)

]}
|0⟩

= ⟨0|T[ϕin(x1)ϕin(x2)ϕin(x3)ϕin(x4)] |0⟩

− iδm2

2

∫
d4x ⟨0|T[ϕin(x1)ϕin(x2)ϕin(x3)ϕin(x4)ϕ

2
in(x)] |0⟩

− iλ
4!

∫
d4x ⟨0|T[ϕin(x1)ϕin(x2)ϕin(x3)ϕin(x4)ϕ

4
in(x)] |0⟩+O(λ2)

首先，NG(4)(x1, x2, x3, x4) 第一项给出的连通图为

G
(4)
0 (x1, x2, x3, x4) =

x1

x3

x2

x4

+
x1

x2

x3

x4

+
x1

x2

x4

x3

= D12D34 +D13D24 +D14D23

这三个图各自描述两个独立传播的自由粒子，与散射过程无关

余钊焕 （中山大学） 第 10 章　散射矩阵元与多点关联函数 10.4 节至 10.6 节 39 / 76



多点关联函数的微扰论 多点关联函数的 Feynman 图 光学定理 不稳定粒子

质量重整化常数的修正

其次，NG(4)(x1, x2, x3, x4) 第二项给出的连通图为

G
(4)

δm2(x1, x2, x3, x4)

=
x1

x3

x2

x4

x

+
x1

x3

x2

x4

x

+
x1

x2

x3

x4

x

+
x1

x2

x3

x4

x

+
x1

x2

x4

x3

x

+
x1

x2

x4

x3

x

= −iδm2

∫
d4x (D1xDx2D34 +D12D3xDx4 +D1xDx3D24

+D13D2xDx4 +D1xDx4D23 +D14D2xDx3)

这些图在各个自由传播子上加入质量重整化常数的修正，跟散射过程也没有关系
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单圈自能图的修正

最后，NG(4)(x1, x2, x3, x4) 第三项给出的两种连通图，第一种连通图为

G
(4)
λ,1(x1, x2, x3, x4)

=
x1

x3

x2

x4

x

+
x1

x3

x2

x4

x

+
x1

x2

x3

x4

x

+
x1

x2

x3

x4

x

+
x1

x2

x4

x3

x

+
x1

x2

x4

x3

x

= −iλ
∫

d4x (D1xDxxDx2D34 +D12D3xDxxDx4 +D1xDxxDx3D24

+D13D2xDxxDx4 +D1xDxxDx4D23 +D14D2xDxxDx3)

这些图只是在各个自由传播子上加入单圈自能图的修正，与散射过程无关
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连通图与散射过程
NG(4)(x1, x2, x3, x4) 第三项给出的第二种连通图为

G
(4)
λ,2(x1, x2, x3, x4) =

x1

x3

x2

x4

x

= −iλ
∫

d4xD1xD2xD3xD4x

它会贡献到 ϕϕ → ϕϕ 散射过程，接下来应用 LSZ 约化公式以得到 T 矩阵元

为此，先计算 Klein-Gordon 微分算符对 Feynman 传播子的作用，有

(∂2
x +m2)DF(x− y) =

∫
d4p

(2π)4
i

p2 −m2 + iϵ (∂
2
x +m2)e−ip·(x−y)

=

∫
d4p

(2π)4
i

p2 −m2 + iϵ (−p
2 +m2)e−ip·(x−y) = −i

∫
d4p

(2π)4
e−ip·(x−y)

即 (∂2
x +m2)DF(x− y) = −iδ(4)(x− y)

可见，Feynman 传播子是 Klein-Gordon 算符的 Green 函数
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连通图与散射过程
NG(4)(x1, x2, x3, x4) 第三项给出的第二种连通图为

G
(4)
λ,2(x1, x2, x3, x4) =

x1

x3

x2

x4

x

= −iλ
∫

d4xD1xD2xD3xD4x

它会贡献到 ϕϕ → ϕϕ 散射过程，接下来应用 LSZ 约化公式以得到 T 矩阵元
为此，先计算 Klein-Gordon 微分算符对 Feynman 传播子的作用，有

(∂2
x +m2)DF(x− y) =

∫
d4p

(2π)4
i

p2 −m2 + iϵ (∂
2
x +m2)e−ip·(x−y)

=

∫
d4p

(2π)4
i

p2 −m2 + iϵ (−p
2 +m2)e−ip·(x−y) = −i

∫
d4p

(2π)4
e−ip·(x−y)

即 (∂2
x +m2)DF(x− y) = −iδ(4)(x− y)

可见，Feynman 传播子是 Klein-Gordon 算符的 Green 函数
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T 矩阵元
将 G

(4)
λ,2(x1, x2, x3, x4) 代入 LSZ 约化公式，得到 ϕϕ → ϕϕ 的 T 矩阵元为

iTfi =

(
i√
Z

)4 ∫
d4x1 d4x2 d4x3 d4x4 ei(q1·x1+q2·x2)e−i(p1·x3+p2·x4)

×(∂2
x1 +m2)(∂2

x2 +m2)(∂2
x3 +m2)(∂2

x4 +m2)G
(4)
λ,2(x1, x2, x3, x4)

= −iλ i4
Z2

∫
d4x d4x1 d4x2 d4x3 d4x4 ei(q1·x1+q2·x2)e−i(p1·x3+p2·x4)

×(∂2
x1 +m2)DF(x1 − x)(∂2

x2 +m2)DF(x2 − x)

×(∂2
x3 +m2)DF(x3 − x)(∂2

x4 +m2)DF(x4 − x)

= − iλ
Z2

∫
d4x d4x1 d4x2 d4x3 d4x4 ei(q1·x1+q2·x2)e−i(p1·x3+p2·x4)

×δ(4)(x1 − x)δ(4)(x2 − x)δ(4)(x3 − x)δ(4)(x4 − x)

= − iλ
Z2

∫
d4x e−i(p1+p2−q1−q2)·x = − iλ

Z2
(2π)4δ(4)(p1 + p2 − q1 − q2)
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领头阶计算

与 iTfi = (2π)4δ(4)(pi − pf ) iM 比较，则 ϕϕ → ϕϕ 散射过程的不变振幅为

iM = − iλ
Z2

= −iλ+O(λ2)

第二步用到 Z = 1 +O(λ)

在 λ1 阶，这里得到的 iM 与 7.3 节中的领头阶计算结果相同

可以看到，

在微扰论的领头阶计算中，可取 Z = 1 和 δm2 = 0

即不需要考虑重整化常数的影响

这说明第 7、8、9 章中关于领头阶过程的计算方法是合理的
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动量空间中的四点关联函数

对 G
(4)
λ,2(x1, x2, x3, x4) 作 Fourier 变换，得

G̃
(4)
λ,2(q1, q2,−p1,−p2)

=

∫ ( 4∏
i=1

d4xi

)
ei(q1·x1+q2·x2−p1·x3−p2·x4)G

(4)
λ,2(x1, x2, x3, x4)

= −iλ
∫

d4x

(
4∏
i=1

d4xi

)
ei(q1·x1+q2·x2−p1·x3−p2·x4)

×DF(x1 − x)DF(x2 − x)DF(x3 − x)DF(x4 − x)

= −iλ
∫

d4x

(
4∏
i=1

d4xi

)(
4∏
j=1

d4kj
(2π)4

)
ei(q1·x1+q2·x2−p1·x3−p2·x4)

× i e−ik1·(x1−x)

k21 −m2 + iϵ
i e−ik2·(x2−x)

k22 −m2 + iϵ
i e−ik3·(x3−x)

k23 −m2 + iϵ
i e−ik4·(x4−x)

k24 −m2 + iϵ
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动量空间中的 Feynman 图
完成积分，得到

G̃
(4)
λ,2(q1, q2,−p1,−p2)

= −iλ
∫ ( 4∏

j=1

d4kj

)
(2π)4δ(4)(k1 + k2 + k3 + k4)

× δ(4)(k1 − q1)δ(4)(k2 − q2)δ(4)(k3 + p1)δ
(4)(k4 + p2)

× i
k21 −m2 + iϵ

i
k22 −m2 + iϵ

i
k23 −m2 + iϵ

i
k24 −m2 + iϵ

= (2π)4δ(4)(p1 + p2 − q1 − q2)

×(−iλ) i
q21 −m2 + iϵ

i
q22 −m2 + iϵ

i
p21 −m2 + iϵ

i
p22 −m2 + iϵ

= (2π)4δ(4)(p1 + p2 − q1 − q2)×

.

p1

p2

q1

q2

.

可见，这个结果也对应于动量空间中的 Feynman 图
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再次得到 T 矩阵元

不过，额外出现了一个表征能动量守恒的 (2π)4δ(4)(p1 + p2 − q1 − q2) 因子
毕竟之前使用的动量空间 Feynman 规则是针对不变振幅 iM 设置的
而动量空间中的多点关联函数通过 LSZ 约化公式联系着 T 矩阵元 iTfi

后者相对于 iM 就是多了这个因子

10.3 小节推导的 LSZ 约化公式的另一种表述给出

G̃(4)(q1, q2,−p1,−p2)

p0i→Epi−−−−−→
q0j→Eqj

i
√
Z

q21 −m2 + iϵ
i
√
Z

q22 −m2 + iϵ
i
√
Z

p21 −m2 + iϵ
i
√
Z

p22 −m2 + iϵ iTfi

与上一页的结果比较，同样可以得到 ϕϕ→ ϕϕ 散射过程的 T 矩阵元

iTfi = −
iλ
Z2

(2π)4δ(4)(p1 + p2 − q1 − q2)
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再次得到 T 矩阵元

不过，额外出现了一个表征能动量守恒的 (2π)4δ(4)(p1 + p2 − q1 − q2) 因子
毕竟之前使用的动量空间 Feynman 规则是针对不变振幅 iM 设置的
而动量空间中的多点关联函数通过 LSZ 约化公式联系着 T 矩阵元 iTfi

后者相对于 iM 就是多了这个因子
10.3 小节推导的 LSZ 约化公式的另一种表述给出

G̃(4)(q1, q2,−p1,−p2)

p0i→Epi−−−−−→
q0j→Eqj

i
√
Z

q21 −m2 + iϵ
i
√
Z

q22 −m2 + iϵ
i
√
Z

p21 −m2 + iϵ
i
√
Z

p22 −m2 + iϵ iTfi

与上一页的结果比较，同样可以得到 ϕϕ→ ϕϕ 散射过程的 T 矩阵元

iTfi = −
iλ
Z2

(2π)4δ(4)(p1 + p2 − q1 − q2)
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LSZ 约化公式与四点关联函数
接下来讨论在微扰论中考虑所有阶贡献时的形式结果，LSZ 约化公式
G̃(4)(q1, q2,−p1,−p2)

p0i→Epi−−−−−→
q0j→Eqj

i
√
Z

q21 −m2 + iϵ
i
√
Z

q22 −m2 + iϵ
i
√
Z

p21 −m2 + iϵ
i
√
Z

p22 −m2 + iϵ iTfi

中的四点关联函数原则上包括了所有阶贡献的四点连通图，因而每个外点都会联系着
一个完整传播子，受到场强重整化常数 Z 的影响

结合完整传播子的形式 G̃(2)(p) =
iZ

p2 −m2 + iϵ +
∫ ∞

∼4m2

ds iρ(s)
p2 − s+ iϵ

将动量空间中完整的四点关联函数改写为

G̃(4)(q1, q2,−p1,−p2)
p0i→Epi−−−−−→
q0j→Eqj

iZ
q21 −m2 + iϵ

iZ
q22 −m2 + iϵ

iZ
p21 −m2 + iϵ

iZ
p22 −m2 + iϵ

iTfi
(
√
Z)4

即每个外点贡献一个 iZ/(q2i −m2 + iϵ) 或 iZ/(q2i −m2 + iϵ) 形式的完整传播子
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切断 Feynman 图
用 Feynman 图将四点关联函数表示为

G̃(4)(q1, q2,−p1,−p2)
p0i→Epi−−−−−→
q0j→Eqj

iZ
q21 −m2 + iϵ

iZ
q22 −m2 + iϵ

iZ
p21 −m2 + iϵ

iZ
p22 −m2 + iϵ

iTfi
(
√
Z)4

=

.

Amp.

p1

p2

q1

q2

将与外点相连的所有完整传播子从 Feynman 图上切除，得到的部分称为切断
(amputated) Feynman 图，在图中用 “Amp.” 标记

余钊焕 （中山大学） 第 10 章　散射矩阵元与多点关联函数 10.4 节至 10.6 节 49 / 76



多点关联函数的微扰论 多点关联函数的 Feynman 图 光学定理 不稳定粒子

切断 Feynman 图与动量空间 Feynman 规则

将四个完整传播子从 G̃(4)(q1, q2,−p1,−p2) 的 Feynman 图中抽取出来，得到

G̃(4)(q1, q2,−p1,−p2)
p0i→Epi−−−−−→
q0j→Eqj

iZ
q21 −m2 + iϵ

iZ
q22 −m2 + iϵ

iZ
p21 −m2 + iϵ

iZ
p22 −m2 + iϵ

×(2π)4δ(4)(p1 + p2 − q1 − q2)×

.

Amp.
p1

p2

q1

q2

这里还抽出了表征能动量守恒的 (2π)4δ(4)(p1 + p2 − q1 − q2) 因子，从而剩余
的切断 Feynman 图直接对应于动量空间 Feynman 规则
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2 → 2 散射过程的不变振幅
比较前两页的结果，推出 T 矩阵元的形式为

iTfi = (
√
Z)4(2π)4δ(4)(p1 + p2 − q1 − q2)×

.

Amp.
p1

p2

q1

q2

从而不变振幅表达成

iM = (
√
Z)4 ×

.

Amp.
p1

p2

q1

q2

可见，除了用动量空间 Feynman 规则计算所有切断的连通 Feynman 图之外，还
要乘上 (

√
Z)4 因子才能得到正确的不变振幅 iM
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任意 2 → n 散射过程的不变振幅

推广到任意 2→ n 散射过程，不变振幅为

iM = (
√
Z)n+2 ×

.

Amp.

p1

p2

q1

q2

·
·
·

qn

即每条外线贡献一个 √Z 因子，这个因子修正了外线的场强

在领头阶计算中，这些 √Z 因子都是 1，无关紧要

但在更高阶计算中必须把它们考虑进来才能获得正确的结果
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10.6 节　光学定理和不稳定粒子
在量子散射理论中，概率守恒体现为 S 算符的幺正性，它有一些重要的后果，其

中之一便是本节将要讨论的光学定理 (optical theorem)

将 S 算符的分解式 S = I+ iT 代入幺正性条件，得到
I = S†S = (I− iT †)(I+ iT ) = I+ i(T − T †) + T †T

可见， −i(T − T †) = T †T

上式右边在双粒子态 |p1, p2; in⟩ 和 |k1, k2; in⟩ 之间的期待值为
⟨k1, k2; in|T †T |p1, p2; in⟩，下面省略“in”记号，考虑插入一组中间态完备集

参考单粒子态的完备性关系，任意粒子态 |{qi}⟩ 的完备性关系表达成∑
n

(
n∏
i=1

∫
d3qi
(2π)3

1

2Eqi

)
|{qi}⟩ ⟨{qi}| = I

从而推出

⟨k1, k2|T †T |p1, p2⟩ =
∑
n

(
n∏
i=1

∫
d3qi
(2π)3

1

2Eqi

)
⟨k1, k2|T † |{qi}⟩ ⟨{qi}|T |p1, p2⟩
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10.6 节　光学定理和不稳定粒子
在量子散射理论中，概率守恒体现为 S 算符的幺正性，它有一些重要的后果，其

中之一便是本节将要讨论的光学定理 (optical theorem)

将 S 算符的分解式 S = I+ iT 代入幺正性条件，得到
I = S†S = (I− iT †)(I+ iT ) = I+ i(T − T †) + T †T

可见， −i(T − T †) = T †T

上式右边在双粒子态 |p1, p2; in⟩ 和 |k1, k2; in⟩ 之间的期待值为
⟨k1, k2; in|T †T |p1, p2; in⟩，下面省略“in”记号，考虑插入一组中间态完备集
参考单粒子态的完备性关系，任意粒子态 |{qi}⟩ 的完备性关系表达成∑

n

(
n∏
i=1

∫
d3qi
(2π)3

1

2Eqi

)
|{qi}⟩ ⟨{qi}| = I

从而推出

⟨k1, k2|T †T |p1, p2⟩ =
∑
n

(
n∏
i=1

∫
d3qi
(2π)3

1

2Eqi

)
⟨k1, k2|T † |{qi}⟩ ⟨{qi}|T |p1, p2⟩
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处理等式右边
根据 iTfi = (2π)4δ(4)(pi − pf ) iM，用不变振幅将右边两个 T 矩阵表达成

⟨{qi}|T |p1, p2⟩ = (2π)4δ(4)
(
p1 + p2 −

∑
i

qi

)
M(p1, p2 → {qi})

⟨k1, k2|T † |{qi}⟩ = ⟨{qi}|T |k1, k2⟩∗ = (2π)4δ(4)
(
k1+k2−

∑
i

qi

)
M∗(k1, k2 → {qi})

由此得到
⟨k1, k2|T †T |p1, p2⟩ =

∑
n

(
n∏
i=1

∫
d3qi
(2π)3

1

2Eqi

)
M∗(k1, k2 → {qi})M(p1, p2 → {qi})

×(2π)8δ(4)
(
p1 + p2 −

∑
i

qi

)
δ(4)
(
k1 + k2 −

∑
i

qi

)

=
∑
n

(
n∏
i=1

∫
d3qi
(2π)3

1

2Eqi

)
M∗(k1, k2 → {qi})M(p1, p2 → {qi})

×(2π)8δ(4)
(
p1 + p2 −

∑
i

qi

)
δ(4)(k1 + k2 − p1 − p2)

第二步用到 δ 函数的性质 f(x)δ(x− y) = f(y)δ(x− y)
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处理等式左边
另一方面，由于

⟨k1, k2|T |p1, p2⟩ = (2π)4δ(4)(p1 + p2 − k1 − k2)M(p1, p2 → k1, k2)

−i(T − T †) = T †T 左边在 |p1, p2⟩ 和 |k1, k2⟩ 之间的期待值为

−i ⟨k1, k2| (T − T †) |p1, p2⟩ = −i[M(p1, p2 → k1, k2)−M∗(k1, k2 → p1, p2)]

×(2π)4δ(4)(p1 + p2 − k1 − k2)

上式与上一页的 ⟨k1, k2|T †T |p1, p2⟩ 表达式相等，必有

−i[M(p1, p2 → k1, k2)−M∗(k1, k2 → p1, p2)]

=
∑
n

(
n∏
i=1

∫
d3qi
(2π)3

1

2Eqi

)
(2π)4δ(4)

(
p1 + p2 −

∑
i

qi

)
×M∗(k1, k2 → {qi})M(p1, p2 → {qi})
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推广的光学定理

将上式简记为

−i[M(a→ b)−M∗(b→ a)] =
∑
f

∫
dΠfM∗(b→ f)M(a→ f)

注意 ∫
dΠf 的定义类似于多体不变相空间，包含了 (2π)4 乘以四维 δ 函数的因子

这就是推广的光学定理

尽管这里以 2→ 2 散射为例开始讨论，最后得到结论是普遍适用的

a 和 b 可以是单粒子态，也可以是任意多粒子态，f 则需要取相互作用理论允许
的所有末态，涉及到的粒子可以具有自旋，也可以是不同种类的粒子

上式在微扰论的每一阶都成立，不过它的左边对应于振幅，而右边则对应于两个
振幅之积，所以会联系不同阶计算出来的振幅

余钊焕 （中山大学） 第 10 章　散射矩阵元与多点关联函数 10.4 节至 10.6 节 56 / 76



多点关联函数的微扰论 多点关联函数的 Feynman 图 光学定理 不稳定粒子

推广的光学定理

将上式简记为

−i[M(a→ b)−M∗(b→ a)] =
∑
f

∫
dΠfM∗(b→ f)M(a→ f)

以实标量场的 ϕ4 理论为例，在 λ2 阶讨论上式，则右边每个振幅是 λ1 阶的树图
振幅，而左边必须是 λ2 阶的单圈振幅才能与右边相匹配

因此，上式意味着圈图振幅与树图振幅有一定的联系

只要树图是存在的，则圈图必定也是存在的

通常认为树图代表着经典物理，而圈图代表着量子效应

推广的光学定理表明，只存在树图的经典相互作用理论会违反幺正性
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光学定理
回到 2→ 2 散射的情况，如果初末态完全相同，则相应的散射称为向前散射

(forward scattering)，此时 k1 = p1，k2 = p2，有
M(p1, p2 → k1, k2)−M∗(k1, k2 → p1, p2) = 2i ImM(p1, p2 → p1, p2)

推广的光学定理化为量子场论中的光学定理

2 ImM(p1, p2 → p1, p2) =
∑
f

∫
dΠf |M(p1, p2 → f)|2

用 Feynman 图将上式表示为

2 Im


p1

p2

p1

p2

 =
∑
f

∫
dΠf

 f
p1

p2

·
·
·


f

p1

p2

·
·
·


它表明向前散射振幅的虚部对应于所有可能中间态的贡献之和
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总散射截面

与 6.5.2 小节截面公式 σ =
1

S
1

4EAEB vMøl

∫
dΠn |M|2 对比

可以看出，2 ImM(p1, p2 → p1, p2) =
∑
f

∫
dΠf |M(p1, p2 → f)|2 右边正比于

包含所有末态过程的总散射截面 σtot

质心系总截面表达为 σtot =
1

4Ep1Ep2 |v1 − v2|
∑
f

∫
dΠf |M(p1, p2 → f)|2

这里将末态对称性因子的倒数 1/S 吸收到 ∫
dΠf 里面

为了得到简单的表达式，假设 p1 和 p2 对应的两个粒子具有相同质量

从而 Ep1 = Ep2 =
ECM

2
，且 |v1 − v2| =

2|p1|
Ep1

，于是

4Ep1Ep2 |v1 − v2| = 4Ep1Ep2
2|p1|
Ep1

= 4ECM|p1|

故
σtot =

1

4ECM|p1|
∑
f

∫
dΠf |M(p1, p2 → f)|2
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光学定理的另一个形式

从而，2 ImM(p1, p2 → p1, p2) =
∑
f

∫
dΠf |M(p1, p2 → f)|2 化为

ImM(p1, p2 → p1, p2) = 2ECM|p1|σtot

这是光学定理的常见形式

在量子理论中考虑束流打靶过程，那么，向前散射振幅的虚部对应于束流经过靶
时入射波的衰减

它应当正比于发生散射的概率，而后者是由总散射截面描述的

上式给出了精确的对应关系
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不稳定粒子
现在将推广的光学定理

−i[M(a→ b)−M∗(b→ a)] =
∑
f

∫
dΠfM∗(b→ f)M(a→ f)

应用到从一个不稳定粒子 A 跃迁到自身的 1→ 1“散射”过程上
在 A 的静止系中，有

2 ImM(A → A) =
∑
f

∫
dΠf |M(A → f)|2 = 2mA

∑
f

Γf

其中 Γf 就是衰变分宽度，而所有分宽度之和是 A 粒子的总宽度 ΓA =
∑
f

Γf

因此，振幅M(A → A) 虚部与衰变总宽度的关系为

ImM(A → A) = mA ΓA

另一方面，稳定粒子的衰变宽度为零，而相应振幅M(A → A) 是实数
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不稳定的实标量玻色子
对于不稳定的实标量玻色子 ϕ，前面的计算给出了完整的动量空间传播子

G̃(2)(p) =
p

.

=
i

p2 −m2 − δm2 −Π(p2) + iϵ

其中 Π(p2) 来自 1PI 自能图
p

1PI = −iΠ(p2)

将传播子看成 1→ 1“散射”过程，要求 pµ 满足质壳条件 p2 = m2

类比前面推出的不变振幅与切断 Feynman 图的关系，有

iM(ϕ→ ϕ) = (
√
Z)2 ×

 p

1PI

∣∣∣∣∣
p2=m2

= −iZΠ(m2)

注意这里切断的连通 Feynman 图就是 1PI 自能图

从而，ϕ 的衰变总宽度表达为 Γ =
1

m
ImM(ϕ→ ϕ) = −Z

m
ImΠ(m2)
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修正重整化条件

可见，不稳定 ϕ 粒子的 Π(p2) 必定具有虚部，将完整传播子改写为

G̃(2)(p) =
i

p2 −m2 − δm2 − ReΠ(p2)− i ImΠ(p2)

这里已经把分母中的无穷小量 ϵ≪ | ImΠ(p2)| 忽略掉了

从而，需要把质量重整化条件修改为

δm2 = −ReΠ(m2)

使物理质量 m 的平方对应于极点位置的实部

场强重整化条件修改为

Z−1 = 1− d ReΠ(p2)

dp2

∣∣∣∣
p2=m2
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完整传播子在极点附近的近似
ImΠ(p2) 的存在使 G̃(2)(p) 在 p2 复平面上的单粒子态极点远离实轴，具体位置

由 p2 = m2 + δm2 + ReΠ(p2) + i ImΠ(p2) 决定，G̃(2)(p) 在 p2 = m2 附近近似为

G̃(2)(p) ≃ i
(p2 −m2)[1− d ReΠ(p2)/dp2|p2=m2 ]− i ImΠ(p2)

=
i

(p2 −m2)Z−1 − i ImΠ(p2)
=

iZ
p2 −m2 − iZ ImΠ(p2)

.

如果 | ImΠ(p2)| 在极点附近远小于 m2，那么极点位置与 p2 = m2 的偏离较小
从而，完整的 ϕ 传播子在极点附近的行为是

G̃(2)(p) ≃ iZ
p2 −m2 − iZ ImΠ(m2)

=
iZ

p2 −m2 + imΓ
≃ i
p2 −m2 + imΓ

第二步用到 Γ = −Z
m

ImΠ(m2)，第三步取近似 Z ≃ 1

可见，极点位置在 p2 复平面实轴下方 p2 = m2 − imΓ 处
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相对论性 Breit-Wigner 分布

Gregory Breit
(1899–1981)

Eugene Wigner
(19102–1995)

若上述 ϕ 传播子出现在某个 s 通道散射过程中，有 p2 = s，
则散射截面满足

σ ∝
∣∣∣∣ 1

s−m2 + imΓ

∣∣∣∣2 =
1

(s−m2)2 +m2Γ2

它在 s = m2 附近呈示出相对论性 Breit-Wigner 分布
近似成立的条件 | ImΠ(m2)| ≪ m2 可以等价为窄宽度条件

Γ≪ m

相应的 s 通道不稳定粒子是一个共振态
散射截面在 s = m2 处得到共振增强，有 σ ∝ 1

(mΓ)2

也就是说，宽度越窄，截面越大
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Breit-Wigner 分布

在 s = m2 附近取 √s+m ≃ 2m 的近似，将散射截面化为

σ ∝ 1

(
√
s+m)2(

√
s−m)2 +m2Γ2

≃ 1

4m2(
√
s−m)2 +m2Γ2

=
1

4m2

1

(
√
s−m)2 + Γ2/4

可见，散射截面在 s = m2 附近正比于归一化的 Breit-Wigner 分布

fBW(
√
s) =

Γ

2π

1

(
√
s−m)2 + Γ2/4

这个概率密度分布也称为 Cauchy 分布或 Lorentz 分布
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Breit-Wigner 分布图象

m−Γ m−Γ/2 m m+ Γ/2 m+ Γ√
s

0

fp/2

fp

f B
W

(√ s
)

Γ

Breit-Wigner 分布的图象如右图所示
可见，不稳定粒子的质量并不取固定值，

而是呈现出一个 Breit-Wigner 分布
前面所说的物理质量 m 是这个分布的中

心值，也是概率最大的地方
衰变宽度 Γ 是这个分布的半峰全宽，这

是它被称为“宽度”的原因

任何归一化概率密度分布在宽度趋于零的极限下都会变成 δ 函数，故

lim
Γ→0

fBW(
√
s) = δ(

√
s−m)

当 Γ = 0 时，寿命 τ =
1

Γ
→∞，粒子是稳定的，而质量固定为 m
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不稳定粒子的动量空间内线规则

上述关于不稳定粒子的讨论可以推广到其它类型的量子场和粒子

在窄宽度条件下，假如要在树图计算中考虑衰变宽度的效应，只需采用下列不稳
定粒子的动量空间内线规则

1 实标量玻色子 ϕ 内线：
p

=
i

p2 −m2
ϕ + imϕΓϕ

2 复标量玻色子 ϕ 内线：
p

=
i

p2 −m2
ϕ + imϕΓϕ

3 有质量实矢量玻色子 A 内线：ν µ

p

=
−i(gµν − pµpν/m2

A)

p2 −m2
A + imAΓA

4 Dirac 费米子 ψ 内线：
p

=
i(/p+mψ)

p2 −m2
ψ + imψΓψ
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包含窄宽度内线的散射过程

φ
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B

a

f

pA

pB
q

·
·
·

·
·
·

考虑右图 2→ n 散射过程，它包含一条具有类时
动量 qµ 的窄宽度标量玻色子 ϕ 的内线

n 个末态粒子分为两部分，其中 a 部分包含 na

个粒子，而 f 部分的 n− na 个粒子都连接着 ϕ 玻
色子内线
如果这个散射过程的质心能足够高，使末态相空

间包含 ϕ 粒子质壳条件 q2 = m2 得到满足的区域
那么由于共振效应，在壳 ϕ 粒子的贡献将是主导的，可对散射截面进行因子化

将 A+ B → a+ f 散射过程的不变振幅分解为

iM = iMP(q
2)

i
q2 −m2 + imΓ

iMD(q
2)

其中 iMP(q
2) 是 A+ B → a+ ϕ 部分的振幅，iMD(q

2) 是 ϕ→ f 部分的振幅，
它们具有对 q2 的依赖性，由 ϕ 传播子连接起来
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表达散射截面
假设MP(q

2) 和MD(q
2) 都是实数，这对不包含其它不稳定粒子的树图过程一般

是成立的，则不变振幅模方为
|M|2 = |MP(q

2)|2 1

(q2 −m2)2 + (mΓ)2
|MD(q

2)|2

设末态对称性因子 S = 1，A+ B → a+ f 散射截面表达为

σ =
1

F

∫
dΠn |M|2 =

1

F

∫
dΠn |MP(q

2)|2 1

(q2 −m2)2 + (mΓ)2
|MD(q

2)|2

其中 F = 4EAEBvMøl 是入射流因子

将 a 和 f 的末态粒子的四维动量之和分别记作 pµa =

na∑
i=1

pµi 和 pµf =

n∑
j=na+1

pµj

n 体末态相空间表达成∫
dΠn =

(
na∏
i=1

∫
d3pi
(2π)3

1

2Ei

)(
n∏

j=na+1

∫
d3pj
(2π)3

1

2Ej

)
(2π)4δ(4)(pA + pB − pa − pf )

下面对它进行分解
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利用 δ 函数

把
∫

dp0 θ(p0)δ(p2 −m2) =
1

2Ep
改写成

∫
dq0 θ(q0)δ(q2 − sϕ) =

1

2Ẽq(sϕ)
, Ẽq(sϕ) ≡

√
|q|2 + sϕ, sϕ > 0

类时的 qµ 必定满足 q0 > 0，由 δ 函数的性质推出

1 =

∫
d4q δ(4)(q − pf )

∫
dsϕ θ(q0)δ(q2 − sϕ)

=

∫
dsϕ

∫
d3q

∫
dq0 θ(q0)δ(q2 − sϕ)δ(4)(q − pf )

=

∫
dsϕ
2π

∫
d3q

(2π)3
1

2Ẽq(sϕ)
(2π)4δ(4)(q − pf )

注意对 q0 积分之后，最后一行中的四维动量 qµ 满足

q0 = Ẽq(sϕ), q2 = sϕ

余钊焕 （中山大学） 第 10 章　散射矩阵元与多点关联函数 10.4 节至 10.6 节 70 / 76



多点关联函数的微扰论 多点关联函数的 Feynman 图 光学定理 不稳定粒子

分解末态相空间
将上页公式插入到 n 体末态相空间中，得∫

dΠn =

(
na∏
i=1

∫
d3pi
(2π)3

1

2Ei

)(
n∏

j=na+1

∫
d3pj
(2π)3

1

2Ej

)
(2π)4δ(4)(pA + pB − pa − pf )

×
∫

dsϕ
2π

∫
d3q

(2π)3
1

2Ẽq(sϕ)
(2π)4δ(4)(q − pf )

=

∫
dsϕ
2π

∫
dΠP(sϕ)

∫
dΠD(sϕ)

其中∫
dΠP(sϕ) ≡

∫
d3q

(2π)3
1

2Ẽq(sϕ)

(
na∏
i=1

∫
d3pi
(2π)3

1

2Ei

)
(2π)4δ(4)(pA + pB − pa − q)

∫
dΠD(sϕ) ≡

(
n∏

j=na+1

∫
d3pj
(2π)3

1

2Ej

)
(2π)4δ(4)(q − pf )

分别对应于 A+ B → a+ ϕ 部分和 ϕ→ f 部分的末态相空间
这里标注了它们对 sϕ 的依赖性
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分解散射截面
于是，A+ B → a+ f 散射截面化为

σ =
1

F

∫
dΠn |MP(q

2)|2 1

(q2 −m2)2 + (mΓ)2
|MD(q

2)|2

=
1

F

∫
dsϕ
2π

∫
dΠP(sϕ)

∫
dΠD(sϕ) |MP(sϕ)|2

1

(sϕ −m2)2 + (mΓ)2
|MD(sϕ)|2

将上式中 ϕ 玻色子内线的贡献改写为
1

(sϕ −m2)2 + (mΓ)2
=

π

mΓ

2mΓ

2π

1

(sϕ −m2)2 + (2mΓ)2/4

它正比于中心值为 m2、宽度为 2mΓ 的 Breit-Wigner 分布，比例因子为 π

mΓ

在 Γ

m
≪ 1 的窄宽度条件下取 Γ→ 0 的极限，由 lim

Γ→0
fBW(

√
s) = δ(

√
s−m) 得

lim
Γ→0

1

(sϕ −m2)2 + (mΓ)2
=

π

mΓ
δ(sϕ −m2)
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散射截面的因子化
从而 A+ B → a+ f 散射截面近似为

σ ≃ 1

F

∫
dsϕ
2π

∫
dΠP(sϕ)

∫
dΠD(sϕ) |MP(sϕ)|2

π

mΓ
δ(sϕ −m2)|MD(sϕ)|2

=
1

F

∫
dΠP(m

2) |MP(m
2)|2 1

Γ

1

2m

∫
dΠD(m

2) |MD(m
2)|2 = σP

Γf
Γ

其中
σP =

1

F

∫
dΠP(m

2) |MP(m
2)|2

是通过 A+ B → a+ ϕ 散射过程产生 ϕ 玻色子的产生截面

而
Γf =

1

2m

∫
dΠD(m

2) |MD(m
2)|2

是 ϕ→ f 衰变过程的分宽度

注意这些公式里面 ϕ 玻色子是在壳的，质量为 m

余钊焕 （中山大学） 第 10 章　散射矩阵元与多点关联函数 10.4 节至 10.6 节 73 / 76



多点关联函数的微扰论 多点关联函数的 Feynman 图 光学定理 不稳定粒子

窄宽度近似

φ

A

B

a

f

pA

pB
q

·
·
·

·
·
·

由分宽度与分支比之间的关系 Γf = ΓBf 将散射
截面改写为

σ ≃ σPBf

也就是说，只要 ϕ 玻色子内线在运动学允许的范
围内能够取得在壳动量，就可以把 Feynman 图中 ϕ

玻色子的内线剪开

得到 A+ B → a+ ϕ 和 ϕ→ f 的 Feynman 图，分别计算共振态 ϕ 的产生截面
σP 和衰变分支比 Bf，乘起来就得到 A+ B → a+ f 散射截面 σ

这种将包含共振态的散射截面因子化的方法称为窄宽度近似
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推广到矢量玻色子

以上讨论对于共振态为实标量玻色子或复标量玻色子的情况都成立，也可以将它
推广到其它共振态
如果共振态是有质量的矢量玻色子 A，用极化求和关系将它的传播子改写成

ν µ

q

=
−i(gµν − qµqν/m2

A)

q2 −m2
A + imAΓA

=
i

q2 −m2
A + imAΓA

∑
λ=±,0

εµ∗(q, λ)εν(q, λ)

那么，εµ∗(q, λ) 正好是产生过程中的 A 玻色子出射外线因子

而 εν(q, λ) 是衰变过程的 A 玻色子入射外线因子

对 λ 求和则考虑了所有极化态的贡献

因此同样可以应用窄宽度近似将散射截面因子化
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推广到 Dirac 费米子
如果共振态是 Dirac 正费米子 ψ，则 qµ 的方向与费米子内线上的箭头方向相同
用自旋求和关系将相应传播子改写为

q

=
i(/q +mψ)

q2 −m2
ψ + imψΓψ

=
i

q2 −m2
ψ + imψΓψ

∑
λ=±

u(q, λ)ū(q, λ)

那么 ū(q, λ) 和 u(q, λ) 刚好分别是产生过程和衰变过程中正费米子 ψ 的外线因子

如果共振态是 Dirac 反费米子 ψ̄，则 qµ 的方向与费米子内线上的箭头方向相反
相应的传播子为

q

=
i(−/q +mψ)

q2 −m2
ψ + imψΓψ

=
−i

q2 −m2
ψ + imψΓψ

∑
λ=±

v(q, λ)v̄(q, λ)

那么 v(q, λ) 和 v̄(q, λ) 也分别是产生过程和衰变过程中反费米子 ψ̄ 的外线因子
上式右边分子上的负号与费米子算符的反对易性有关
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