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第 9 章　分立对称性和 Majorana 旋量场

相对于连续变换，不能用连续变化的参数描述的对称变换称为分立 (discrete) 变
换，也称为离散变换

如果系统作用量在一种分立变换下不变，则系统具有相应的分立对称性 (discrete
symmetry)

1.3 节末提到的宇称变换和时间反演变换是两种重要的分立变换

另一种常见的分立变换是电荷共轭变换

本章讨论量子场的分立变换和分立对称性

顺便介绍 Majorana 旋量场，并深入了解 Weyl 旋量场
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9.1 节　标量场的分立变换 9.1.1 小节　标量场的 P 变换
1.3 节提到，时空坐标 xµ = (t, x) 的宇称变换为

Pµ
ν = (P−1)µν =


+1

−1

−1

−1


这是一种非固有保时向 Lorentz 变换
它将 xµ 和 ∂µ 分别变换为 x′µ = Pµ

νx
ν = (Px)µ = (t,−x) 和 ∂′

µ = (P−1)νµ∂ν

将四维动量 pµ = (E, p) 变换为 p′µ = (Pp)µ = (E,−p)

但同时保持时空体积元不变，d4x′ = |det(P)| d4x = d4x

如果场论系统的作用量 S =
∫

d4xL(x) 在宇称变换下不变，则运动方程的形式也
在宇称变换下不变，此时称系统是宇称守恒的，即具有空间反射对称性
在宇称守恒的理论中，拉氏量 L(x) 的宇称变换应当满足 L′(x′) = L(x)，从而使

得 S′ =
∫

d4x′ L′(x′) =
∫

d4xL(x) = S
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P 变换
类似于 3.1 节的讨论，在宇称守恒的量子理论中，宇称变换在 Hilbert 空间中诱导

出态矢 |Ψ⟩ 的线性幺正变换 ∣∣Ψ′〉 = U(P) |Ψ⟩ = P |Ψ⟩ ，称为 P 变换

P ≡ U(P) 是一个线性幺正算符，满足同态关系
U(P−1)U(P) = U(P−1P) = I = U−1(P)U(P)

由 P−1 = P 得 P−1 = U−1(P) = U(P−1) = U(P) = P

即 P 是自身的逆变换算符，从而 P 2 = P−1P = I

由 P 的幺正性得 P † = P−1 = P ，因而 P 是厄米算符

由量子场构成的拉氏量在宇称变换下不变意味着 L′(x′) = P−1L(x′)P = L(x)

作替换 x′ = Px→ x，x→ P−1x = Px，将这个式子等价地写成
P−1L(x)P = +L(Px)

使拉氏量满足上式，也就是说，让拉氏量具有偶宇称（指上式右边的 + 号），就能
得到宇称守恒的量子场论
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Poincaré 生成元算符的 P 变换
现在讨论量子 Poincaré 变换 U(Λ, a) 的生成元算符 Jµν 和 Pµ 在宇称守恒理论

中的 P 变换，此时可以将同态关系 U(Λ2, a2)U(Λ1, a1) = U(Λ2Λ1,Λ2a1 + a2) 推广
到宇称变换 P 上，于是

P−1U(Λ, a)P = U−1(P)U(Λ, a)U(P) = U−1(P)U(ΛP, a) = U(P−1ΛP,P−1a)

相应的无穷小变换为 P−1U(1 + ω, ε)P = U(1 + P−1ωP,P−1ε)，这类似于 3.1.1
小节得到的 U−1(Λ, a)U(1 + ω, ε)U(Λ, a) = U(1 + Λ−1ωΛ,Λ−1ωa+ Λ−1ε)

由此推出类似于 U−1(Λ)JµνU(Λ) = Λµ
ρΛ

ν
σJ

ρσ 和 U−1(Λ)PµU(Λ) = Λµ
νP

ν

的 P 变换规则
P−1JµνP = Pµ

ρPν
σJ

ρσ, P−1PµP = Pµ
νP

ν

从而，总角动量算符 J i ≡ εijkJjk/2 和增速算符 Ki ≡ J0i 在 P 变换下变成

P−1J iP =
1

2
εijkP−1JjkP =

1

2
εijkPj

lPk
mJ

lm =
1

2
εijk(−δj l)(−δkm)J lm = +J i

P−1KiP = P−1J0iP = P0
0Pi

jJ
0j = −δijJ0j = −Ki
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总角动量、动量和哈密顿量的 P 变换

写成三维矢量的形式，得 P−1JP = +J, P−1KP = −K

总角动量算符 J 具有偶宇称，体现了它作为三维轴矢量的变换性质
因此角动量在宇称变换下不变

将四维动量算符分解为 Pµ = (H,P)，则 P−1PµP = Pµ
νP

ν 分解成

P−1HP = +H, P−1PP = −P

动量算符 P 具有奇宇称，体现了它作为三维极矢量的变换性质
因而动量方向在宇称变换下反转
哈密顿量算符 H 的宇称为偶，而 P−1HP = +H 等价于 [H,P ] = 0

这在量子理论中意味着宇称算符 P 是一个守恒量
在宇称守恒的相互作用理论中，如果散射或衰变过程的初态是宇称本征态，那么

末态也将是宇称本征态，而且初末态的宇称本征值相等
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宇称守恒和宇称破坏

李政道 (1926–) 杨振宁 (1922–) 吴健雄 (1912–1997)

通常希望一个物理理论包含比较多的对称性，从而具有比较优良的性质
为了得到一个宇称守恒的量子场论，首先，需要让拉氏量中的自由部分在宇称变

换下不变，这是容易做到的
其次，还得要求拉氏量中的相互作用部分也在宇称变换下不变，这一点并不平庸
尽管宇称在电磁相互作用和强相互作用中守恒，在弱相互作用中却遭到极大破坏

这个出乎意料的现象是 1956 年李政道和杨振宁对实验结果作理论分析时发现的

随后由吴健雄在实验中确证

李政道和杨振宁因此获得
1957 年诺贝尔物理学奖

为了分析量子场论中的宇
称守恒情况，我们需要知道各
种量子场在 P 变换下的性质
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复标量场产生湮灭算符的 P 变换
下面先讨论自由的复标量场 ϕ(x)，拉氏量为 L = (∂µϕ†)∂µϕ−m2ϕ†ϕ

ϕ(x) 的运动方程是 Klein-Gordon 方程 (∂2 +m2)ϕ(x) = 0

宇称变换翻转动量方向，P 变换对正标量玻色子 ϕ 单粒子态 ∣∣p+
〉
=
√

2Ep a
†
p |0⟩

的作用为 P
∣∣p+
〉
= �ηP

∣∣−p+
〉

ηP 是一个复的相位因子，满足 |ηP | = 1

出现 ηP 的原因是相差一个相位因子的归一化态矢描述相同的物理

假设真空态在 P 变换下不变，即 P |0⟩ = |0⟩，从而

P
∣∣p+〉 = P−1|p+⟩ =

√
2Ep P

−1a†pP |0⟩

与 P
∣∣p+
〉
= ηP

∣∣−p+
〉
=
√

2Ep ηP a
†
−p |0⟩ 比较，推出产生湮灭算符的 P 变换

P−1a†pP = ηP a
†
−p, P−1apP = η∗P a−p

第二式由第一式取厄米共轭得到：(P−1a†pP )† = (P †a†pP )† = P †apP = P−1apP
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复标量场平面波展开式的 P 变换
另一方面，P 变换对反标量玻色子 ϕ̄ 的单粒子态 ∣∣p−〉 =√2Ep b

†
p |0⟩ 的作用为

P
∣∣p−〉 = η̃P

∣∣−p−〉，出现另一个相位因子 η̃P ，同理推出

P−1b†pP = η̃P b
†
−p, P−1bpP = η̃∗P b−p

复标量场 ϕ(x) 的平面波展开式在 P 变换下化为

P−1ϕ(x)P =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

(
P−1apP e−ip·x + P−1b†pP eip·x

)
=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

(
η∗P a−pe−ip·x + η̃P b

†
−peip·x

)
=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

[
η∗P ape−ip·(Px) + η̃P b

†
peip·(Px)

]
最后一步作了变量替换 p→ −p，并利用 (Pp) · x = p · (Px)
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复标量场的 P 变换
为了保持 ϕ(x) 的运动方程形式不变，必须要求 ηP 和 η̃P 满足关系式

η∗P = η̃P

使得 P−1ϕ(x)P =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

[
η∗P ape−ip·(Px) + η̃P b

†
peip·(Px)

]
= η∗Pϕ(Px)

故 ϕ(x) 和 ϕ†(x) 的 P 变换为

P−1ϕ(x)P = η∗Pϕ(Px), P−1ϕ†(x)P = ηPϕ
†(Px)

即 P−1ϕ(x)P 与 ϕ(Px) 只相差一个常数因子 η∗P

从而，作宇称变换之后的场 ϕ′(x′) = P−1ϕ(x′)P = η∗Pϕ(Px′) = η∗Pϕ(x) 也满足
Klein-Gordon 方程：(∂′2 +m2)ϕ′(x′) = η∗P (∂

2 +m2)ϕ(x) = 0

这样的话，b†p 和 bp 的 P 变换 P−1b†pP = η̃P b
†
−p 和 P−1bpP = η̃∗P b−p 变成

P−1b†pP = η∗P b
†
−p, P−1bpP = ηP b−p
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拉氏量的 P 变换
现在讨论自由复标量场的拉氏量 L = (∂µϕ†)∂µϕ−m2ϕ†ϕ 的宇称变换性质
拉氏量中的动能项涉及到时空导数 ∂µ，它满足

∂x,µ ≡
∂

∂xµ
=
∂(Pν

ρx
ρ)

∂xµ
∂

∂(Pν
ρxρ)

= Pν
ρδ

ρ
µ

∂

∂(Px)ν = (P−1)νµ
∂

∂(Px)ν

即
∂x,µ = (P−1)νµ∂Px,ν

这里在简写时把时空导数对时空点的依赖性明显写出来
在 Lorentz 逆变换定义式 (Λ−1)µν ≡ g

µβgναΛ
α
β 中取 Λ = P−1，得

Pµ
ν = gµβ(P−1)αβgνα

据此将 ∂µ
x = gµβ∂x,β = gµβ(P−1)αβ∂Px,α = gµβ(P−1)αβgαν∂

ν
Px 化为

∂µ
x = Pµ

ν∂
ν
Px
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由标量场构造的算符的 P 变换
于是，拉氏量中动能项算符 (∂µϕ†)∂µϕ 的 P 变换为

P−1∂µ
xϕ

†(x)∂x,µϕ(x)P = ∂µ
xP

−1ϕ†(x)P∂x,µP
−1ϕ(x)P

= |ηP |2Pµ
ν∂

ν
Pxϕ

†(Px)(P−1)ρµ∂Px,ρϕ(Px) = +∂µ
Pxϕ

†(Px)∂Px,µϕ(Px)

质量项算符 ϕ†ϕ 的 P 变换为

P−1ϕ†(x)ϕ(x)P = P−1ϕ†(x)PP−1ϕ(x)P = |ηP |2ϕ†(Px)ϕ(Px) = +ϕ†(Px)ϕ(Px)

以上两式最右边表达式中的 + 号表明算符 (∂µϕ†)∂µϕ 和 ϕ†ϕ 都具有偶宇称
因此，拉氏量满足 P−1L(x)P = +L(Px)，即在宇称变换下不变；这说明自由复

标量场理论是宇称守恒的，以上讨论是自洽的，而关系式 η∗P = η̃P 是合理的

在 P 变换下，U(1) 守恒流算符 iϕ†←→∂µϕ 变成

P−1iϕ†(x)
←→
∂µ
x ϕ(x)P = iP−1ϕ†(x)P Pµ

ν

←→
∂ν
PxP

−1ϕ(x)P = Pµ
ν iϕ†(Px)

←→
∂ν
Pxϕ(Px)

符合 iϕ†←→∂µϕ 作为极矢量的变换规则
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正反标量玻色子态
在质心系中考虑一对正反标量玻色子 ϕϕ̄ 组成的态 ∣∣ϕϕ̄〉 = ∫ d3pΦ(p)a†pb†−p |0⟩

Φ(p) 是动量空间波函数；当轨道角动量的量子数为 L、轨道磁量子数为 M 时，

Φ(p) 正比于球谐函数 YLM (θ, ϕ) = (−)M
√

(2L+ 1)(L−M)!

4π(L+M)!
PM

L (cos θ) eiMϕ

其中 θ 和 ϕ 分别是球坐标系中动量 p 的极角和方位角

连带 Legendre 函数 PM
L (x) =

(1− x2)M/2

2LL!

dL+M

dxL+M
(x2 − 1)L 满足

PM
L (−x) = (−)L+MPM

L (x)

−p 的极角为 π − θ，方位角为 π + ϕ，而 cos(π − θ) = − cos θ，eiMπ = (−)M

由 YLM (π − θ, π + ϕ) = (−)LYLM (θ, ϕ) 得

Φ(−p) = (−)LΦ(p)
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轨道宇称和内禀宇称
于是，∣∣ϕϕ̄〉 的 P 变换为

P
∣∣ϕϕ̄〉 =

∫
d3pΦ(p)P−1a†pPP

−1b†−pP |0⟩ = |ηP |
2

∫
d3pΦ(p)a†−pb

†
p |0⟩

=

∫
d3pΦ(−p)a†pb†−p |0⟩ = (−)L

∫
d3pΦ(p)a†pb†−p |0⟩ = (−)L

∣∣ϕϕ̄〉
第三步作了变量替换 p→ −p

这表明 ∣∣ϕϕ̄〉 是 P 算符的本征态，本征值 (−)L 是可观测量，称作 ∣∣ϕϕ̄〉 的宇称

宇称是一种相乘性量子数 (multiplicative quantum number)

态矢的总宇称是各部分贡献的宇称之积
波函数 Φ(p) 对 ∣∣ϕϕ̄〉 宇称的贡献为 (−)L，这部分称为轨道宇称 (orbital parity)

扣除轨道宇称之后，剩下的部分称为内禀宇称 (intrinsic parity)∣∣ϕϕ̄〉 的内禀宇称为 +，即一对正反标量玻色子的内禀宇称为偶
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实标量场的 P 变换
接下来讨论自由的实标量场 ϕ(x)，拉氏量为 L =

1

2
(∂µϕ)∂µϕ−

1

2
m2ϕ2

比较实标量场与复标量场的平面波展开式，可以看出，实标量场的情况相当于要
求以上讨论在 bp = ap 的条件下进行，由此推出 ηP = η̃P = η∗P

于是，相位因子 ηP 是实数，满足 η2P = |ηP |2 = 1，故 ηP = ±1

若 ηP = +1，则实标量场 ϕ(x) 是狭义的标量场，宇称为偶，P 变换为

P−1ϕ(x)P = +ϕ(Px)

若 ηP = −1，则称它是赝标量场，宇称为奇，P 变换为

P−1ϕ(x)P = −ϕ(Px)

无论实标量场 ϕ(x) 具有哪种宇称，拉氏量 L(x) 都在宇称变换下不变
不过，与旋量场发生宇称守恒的相互作用时，宇称不同的实标量场 ϕ(x) 具有不同

的性质，可以通过实验来分辨
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U(1) 整体对称性与宇称变换
对于复标量场 ϕ(x)，宇称变换相位因子的取值实际上是任意的
2.4.3 小节中自由复标量场具有变换形式为 ϕ′(x) = eiqθϕ(x) 的 U(1) 整体对称性
相应的守恒荷算符 Q 满足 [Q,ϕ] = −qϕ（习题 2.4），由此得到多重对易子表达式

[ϕ,Q(1)] = qϕ, [ϕ,Q(2)] = [[ϕ,Q(1)], Q] = q[ϕ,Q] = q2ϕ, · · · , [ϕ,Q(n)] = qnϕ

再利用 e−ABeA =

∞∑
n=0

1

n!
[B,A(n)]，推出

eiθQϕe−iθQ =

∞∑
n=0

1

n!
[ϕ, (−iθQ)(n)] =

∞∑
n=0

(−iθ)n
n!

[ϕ,Q(n)] =

∞∑
n=0

(−iqθ)n
n!

ϕ = e−iqθϕ

用厄米算符 Q 和 P 算符定义一个新的幺正算符 P ′ ≡ e−iθQP

它满足 P ′−1 = P ′† = P †eiθQ = P−1eiθQ，则复标量场 ϕ(x) 的 P ′ 变换为

P ′−1ϕ(x)P ′ = P−1eiθQϕ(x)e−iθQP = e−iqθP−1ϕ(x)P = e−iqθη∗Pϕ(Px) = η′∗P ϕ(Px)

其中 η′P ≡ eiqθηP 是 P ′ 算符的相位因子
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分立变换相位因子的任意性

尽管 P ′ 算符不是厄米的，它的作用与 P 算符的作用在实质上是相同的，能够将
ϕ(x) 变换成 ϕ(Px)，只相差一个相位因子 η′P

因此可以用 P ′ 取代 P 作为宇称变换算符，而相位因子 η′P 将取代原来的 ηP

由于 U(1) 变换参数 θ 是任意的，η′P = eiqθηP 的取值也是任意的

另一方面，实标量场 ϕ(x) 不具备 U(1) 整体对称性，因而相应宇称变换相位因
子不具有这样的任意性
实标量场的 U(1) 荷 q = 0，守恒荷算符 Q = 0，因而 P ′ ≡ e−iθQP 与 P 相同

这个结论可以推广到其它分立对称性和其它量子场：

分立变换的相位因子对于像复标量场这样的复场来说取值
是任意的，对于像实标量场这样的自共轭场则是确定的
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9.1.2 小节　标量场的 T 变换
时空坐标 xµ 的时间反演变换为

T µ
ν = (T −1)µν =


−1

+1

+1

+1


这是一种非固有反时向 Lorentz 变换
它将 xµ = (t, x) 变换为 x′µ = (T x)µ = (−t, x)

将 ∂µ 变换为 ∂′
µ = (T −1)νµ∂ν

将 pµ = (E, p) 变换为 p′µ = (T p)µ = (−E, p)

同时保持时空体积元不变，d4x′ = |det(T )| d4x = d4x

于是，只要拉氏量在时间反演变换下不变，满足 L′(x′) = L(x)，系统就具有时间
反演对称性
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T 变换
在具有时间反演对称性的量子理论中，时间反演变换在 Hilbert 空间中诱导出态矢

|Ψ⟩ 的 T 变换 ∣∣Ψ′〉 = U(T ) |Ψ⟩ = T |Ψ⟩ ，其中 T ≡ U(T )

T 是自身的逆变换算符，T−1 = T

仿照上面关于 P 变换的讨论，根据同态关系，量子 Poincaré 变换 U(Λ, a) 满足
T−1U(Λ, a)T = U−1(T )U(Λ, a)U(T ) = U(T −1ΛT , T −1a)

由此推出 T 变换规则 T−1iJµνT = iT µ
ρT ν

σJ
ρσ 和 T−1iPµT = iT µ

νP
ν

这里保留了推导过程中的虚数 i

如果时间反演算符 T 与宇称算符 P 一样是线性幺正算符，那么，
T−1HT = T−1P 0T = T 0

0P
0 = −H

这意味着哈密顿量算符 H 在 T 变换下发生改变，导致理论不具有时间反演对称
性，与我们的假设矛盾
因此，T 不可能是线性幺正算符
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反线性反幺正算符
不过，对称变换在量子力学中不一定要用线性幺正算符表述，也可以用反线性

(antilinear) 反幺正 (antiunitary) 算符描述
一般地，在反线性反幺正算符 U 的作用下，任意的态矢 |Ψ1⟩ 和 |Ψ2⟩ 满足

U(a |Ψ1⟩+ b |Ψ2⟩) = a∗U |Ψ1⟩+ b∗U |Ψ2⟩ , ⟨UΨ1|UΨ2⟩ = ⟨Ψ1|Ψ2⟩∗

其中 a 和 b 是任意复数，第一个等式代表反线性，第二个等式代表反幺正
反线性意味着 −i |Ψ1⟩ = U−1U(−i |Ψ1⟩) = U−1iU |Ψ1⟩，即

U−1iU = −i
对任意复数 a，则有 U−1aU = a∗

反线性反幺正算符 U 的厄米共轭算符 U† 通过下式定义，
⟨Ψ1|U†Ψ2⟩ ≡ ⟨UΨ1|Ψ2⟩∗ = ⟨Ψ2|UΨ1⟩

因而反幺正意味着 ⟨Ψ1|U−1UΨ2⟩ = ⟨Ψ1|Ψ2⟩ = ⟨UΨ1|UΨ2⟩∗ = ⟨Ψ1|U†UΨ2⟩

故 U−1 = U†，这个等式与线性幺正算符满足的等式相同
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T 变换的反线性反幺正性

现在将 T 算符定义为反线性反幺正算符，满足

T−1iT = −i, T−1 = T †

那么，T−1iJµνT = iT µ
ρT ν

σJ
ρσ 和 T−1iPµT = iT µ

νP
ν 表明生成元算符 Jµν

和 Pµ 的 T 变换为

T−1JµνT = −T µ
ρT ν

σJ
ρσ, T−1PµT = −T µ

νP
ν

即
T−1JT = −J, T−1KT = +K, T−1HT = +H, T−1PT = −P

从而，哈密顿量算符 H 在时间反演变换下不变，满足 [H,T ] = 0，符合理论具
有时间反演对称性的假设
动量算符 P 和总角动量算符 J 在 T 变换下分别反转成 −P 和 −J

时间反演变换相当于逆着时间方向进行观察，因而动量和角动量的方向都会反转
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复标量场平面波展开式的 T 变换
下面讨论自由复标量场 ϕ(x) 的 T 变换
T 变换会翻转粒子态对应的动量方向，因而产生湮灭算符的 T 变换为

T−1a†pT = ηT a
†
−p, T−1apT = η∗T a−p, T−1b†pT = η̃T b

†
−p, T−1bpT = η̃∗T b−p

ηT 和 η̃T 是两个模为 1 的相位因子

复标量场平面波展开式的 T 变换为

T−1ϕ(x)T =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

(
T−1apTT

−1e−ip·xT + T−1b†pTT
−1eip·xT

)
=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

(
η∗T a−peip·x + η̃T b

†
−pe−ip·x

)
=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

[
η∗T ape−ip·(T x) + η̃T b

†
peip·(T x)

]
最后一步作了变量替换 p→ −p，并利用 (Pp) · x = p · (Px) = −p · (T x)
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复标量场的 T 变换
为了保持 ϕ(x) 的运动方程形式不变，T−1ϕ(x)T 与 ϕ(T x) 最多只能相差一个常

数因子，因此必须要求 η∗T = η̃T

使得 ϕ(x) 和 ϕ†(x) 的 T 变换为

T−1ϕ(x)T = η∗Tϕ(T x), T−1ϕ†(x)T = ηTϕ
†(T x)

类似于 ∂x,µ = (P−1)νµ∂Px,ν 和 ∂µ
x = Pµ

ν∂
ν
Px，时空导数满足

∂x,µ = (T −1)νµ∂T x,ν , ∂µ
x = T µ

ν∂
ν
T x

那么算符 (∂µϕ†)∂µϕ、ϕ†ϕ 和 iϕ†←→∂µϕ 的 T 变换是

T−1∂µ
xϕ

†(x)∂x,µϕ(x)T = T µ
ν(T −1)ρµ∂

ν
T xϕ

†(T x)∂T x,ρϕ(T x) = +∂µ
T xϕ

†(T x)∂T x,µϕ(T x)

T−1ϕ†(x)ϕ(x)T = ϕ†(T x)ϕ(T x) = +ϕ†(T x)ϕ(T x)

T−1iϕ†(x)
←→
∂µ
x ϕ(x)T = −T µ

ν iϕ†(T x)
←→
∂ν
T xϕ(T x) = −T µ

ν iϕ†(T x)
←→
∂ν
T xϕ(T x)

自由复标量场的拉氏量在时间反演变换下不变，满足 T−1L(x)T = +L(T x)
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实标量场的 T 变换

令 bp = ap，就得到自由实标量场 ϕ(x) 的情况，此时 ηT = η̃T = η∗T

故 η2T = |ηT |2 = 1，有
ηT = ±1

因此，存在两类实标量场
一类实标量场具有 ηT = +1，相应的 T 变换为

T−1ϕ(x)T = +ϕ(T x)

另一类实标量场具有 ηT = −1，相应的 T 变换为

T−1ϕ(x)T = −ϕ(T x)

无论哪一类实标量场 ϕ(x)，自由拉氏量都具有时间反演不变性
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9.1.3 小节　标量场的 C 变换

除了宇称和时间反演，另一种重要的分立变换是电荷共轭 (charge conjugation)

电荷共轭变换将正反粒子互相转换，不只转换正反电荷，也转换所有其它正反
U(1) 荷，但对时空坐标、四维动量、角动量和螺旋度没有影响

在具有电荷共轭对称性的量子理论中，电荷共轭变换在 Hilbert 空间中诱导出态矢
|Ψ⟩ 的线性幺正变换 ∣∣Ψ′〉 = C |Ψ⟩

这个变换称为 C 变换

C 是自身的逆变换算符，满足

C† = C−1 = C

因而 C 算符是厄米的
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复标量场的 C 变换
对于自由复标量场 ϕ(x)，C 变换将正粒子态转化成反粒子态，C ∣∣p+

〉
= ηC

∣∣p−〉
ηC 是相位因子，假设真空态在 C 变换下不变，即 C |0⟩ = |0⟩，从而√

2Ep C
−1a†pC |0⟩ = C

√
2Ep a

†
p |0⟩ = C

∣∣p+〉 = ηC
∣∣p−〉 =√2Ep ηCb

†
p |0⟩

C−1a†pC = ηCb
†
p, C−1apC = η∗Cbp

第一个等式等价于 a†p = ηCCb
†
pC

−1，因而 η∗Ca
†
p = |ηC |2Cb†pC−1 = Cb†pC

−1，即
C−1b†pC = η∗Ca

†
p, C−1bpC = ηCap

于是，复标量场 ϕ(x) 的 C 变换为
C−1ϕ(x)C =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

(C−1apCe−ip·x + C−1b†pCeip·x)

=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

(η∗Cbpe−ip·x + η∗Ca
†
peip·x) = η∗Cϕ

†(x)

可见，C 变换使 ϕ(x) 与其厄米共轭场 ϕ†(x) 相互转换：

C−1ϕ(x)C = η∗Cϕ
†(x), C−1ϕ†(x)C = ηCϕ(x)
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内禀 C 宇称

注意到等时对易关系，算符 (∂µϕ†)∂µϕ、ϕ†ϕ 和 iϕ†←→∂µϕ 的 C 变换是
C−1∂µϕ†(x)∂µϕ(x)C = |ηC |2∂µϕ(x)∂µϕ

†(x) = +∂µϕ†(x)∂µϕ(x)

C−1ϕ†(x)ϕ(x)C = |ηC |2ϕ(x)ϕ†(x) = +ϕ†(x)ϕ(x)

C−1iϕ†(x)
←→
∂µϕ(x)C = |ηC |2iϕ(x)

←→
∂µϕ†(x) = −iϕ†(x)

←→
∂µϕ(x)

因此，自由复标量场的拉氏量在电荷共轭变换下不变，满足 C−1L(x)C = +L(x)

对正反标量玻色子态 ∣∣ϕϕ̄〉 = ∫ d3pΦ(p)a†pb†−p |0⟩ 作 C 变换，得
C
∣∣ϕϕ̄〉 =

∫
d3pΦ(p)C−1a†pCC

−1b†−pC |0⟩ = |ηC |
2

∫
d3pΦ(p)b†pa†−p |0⟩

=

∫
d3pΦ(p)a†−pb

†
p |0⟩ =

∫
d3pΦ(−p)a†pb†−p |0⟩

= (−)L
∫

d3pΦ(p)a†pb†−p |0⟩ = (−)L
∣∣ϕϕ̄〉∣∣ϕϕ̄〉 是 C 算符的本征态，本征值 (−)L 是可观测量，称为 C 宇称 (C-parity)

扣除波函数 Φ(p) 贡献的 (−)L 因子之后，剩下的 C 宇称为 +

即一对正反标量玻色子的内禀 C 宇称为偶
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标量场 P 变换 标量场 T 、C 变换 旋量场 C 变换 Majorana 旋量场 旋量场 P 、T 变换

实标量场的 C 变换

对于自由实标量场，ϕ†(x) = ϕ(x)

C−1ϕ(x)C = η∗Cϕ
†(x) 和 C−1ϕ†(x)C = ηCϕ(x) 表明 ηC = η∗C

故 η2C = |ηC |2 = 1，有 ηC = ±1

这是 C 宇称的两种取值，也就是说，存在两类实标量场
一类实标量场具有偶的 C 宇称，ηC = +1，相应的 C 变换为

C−1ϕ(x)C = +ϕ(x)

另一类实标量场具有奇的 C 宇称，ηC = −1，相应的 C 变换为

C−1ϕ(x)C = −ϕ(x)

无论实标量场 ϕ(x) 具有哪种 C 宇称，自由拉氏量都具有电荷共轭不变性
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9.2 节　旋量场的分立变换 9.2.1 小节　旋量场的 C 变换
现在讨论自由 Dirac 旋量场 ψ(x) 的 C 变换
C 变换在互换正反粒子的同时，不改变动量 p 和螺旋度 λ = ±，因此将正费米

子态 ∣∣p+, λ
〉
=
√

2Ep a
†
p,λ |0⟩ 转化成反费米子态

∣∣p−, λ
〉
=
√

2Ep b
†
p,λ |0⟩，

C
∣∣p+, λ

〉
= ζC

∣∣p−, λ
〉

ζC 是相位因子

，由此推出

C−1a†p,λC = ζCb
†
p,λ, C

−1ap,λC = ζ∗Cbp,λ, C
−1b†p,λC = ζ∗Ca

†
p,λ, C

−1bp,λC = ζCap,λ

ψ(x) 平面波展开式的 C 变换为

C−1ψ(x)C =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
u(p, λ)C−1ap,λCe−ip·x + v(p, λ)C−1b†p,λCeip·x

]

=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
ζ∗C u(p, λ)bp,λe−ip·x + ζ∗C v(p, λ)a†p,λeip·x

]
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螺旋态关系式
为了得到 ψ(x) 的电荷共轭场，需要探讨 u(p, λ) 和 v(p, λ) 之间相互转换的关系
在 Weyl 表象中，对 ū(p, λ) 和 v̄(p, λ) 进行转置，得

ūT(p, λ) =
(

ωλ(p)ξ∗λ(p)
ω−λ(p)ξ∗λ(p)

)
, v̄T(p, λ) =

(
−λω−λ(p)ξ∗−λ(p)
λωλ(p)ξ∗−λ(p)

)

另一方面，按照螺旋态的具体形式，iσ2 对 ξ∗λ(p) 的作用为

iσ2ξ∗+(p) = N

(
1

−1

)(
|p|+ p3

p1 − ip2

)
= N

(
p1 − ip2

−(|p|+ p3)

)
= −ξ−(p)

iσ2ξ∗−(p) = N

(
1

−1

)(
−p1 − ip2

|p|+ p3

)
= N

(
|p|+ p3

p1 + ip2

)
= +ξ+(p)

其中归一化因子 N ≡ [2|p|(|p|+ p3)]−1/2，归纳起来，得

iσ2ξ∗λ(p) = −λξ−λ(p), iσ2ξ∗−λ(p) = λξλ(p)

余钊焕 （中山大学） 第 9 章　分立对称性和 Majorana 旋量场 9.1 节和 9.2 节 30 / 61



标量场 P 变换 标量场 T 、C 变换 旋量场 C 变换 Majorana 旋量场 旋量场 P 、T 变换

电荷共轭场
引入旋量空间中的电荷共轭矩阵

C ≡ iγ0γ2 = i
(

1
1

)(
σ2

−σ2

)
=

(
−iσ2

iσ2

)

就可以导出平面波旋量系数 u(p, λ) 和 v(p, λ) 之间的转换关系式：

CūT(p, λ) =

(
−ωλ(p)iσ2ξ∗λ(p)
ω−λ(p)iσ2ξ∗λ(p)

)
=

(
λωλ(p)ξ−λ(p)

−λω−λ(p)ξ−λ(p)

)
= v(p, λ)

Cv̄T(p, λ) =

(
λω−λ(p)iσ2ξ∗−λ(p)
λωλ(p)iσ2ξ∗−λ(p)

)
=

(
ω−λ(p)ξλ(p)
ωλ(p)ξλ(p)

)
= u(p, λ)

于是，ψ(x) 的 C 变换化为

C−1ψ(x)C =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
ζ∗C u(p, λ)bp,λe−ip·x + ζ∗C v(p, λ)a†p,λeip·x

]
=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
ζ∗C Cv̄T(p, λ)bp,λe−ip·x + ζ∗C CūT(p, λ)a†p,λeip·x

]
= ζ∗Cψ

C(x)

这里 ψC(x) ≡ Cψ̄T(x) 便是 ψ(x) 的电荷共轭场
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电荷共轭矩阵的性质
现在研究电荷共轭矩阵 C 的性质
利用 (σ2)T = −σ2、γ0 的厄米性、γ2 的反厄米性和 γ2γ0 = −γ0γ2，有

CT =

(
−i(σ2)T

i(σ2)T

)
=

(
iσ2

−iσ2

)
= −C

C† = −i(γ2)†(γ0)† = iγ2γ0 = −iγ0γ2 = −C

C†C = γ0γ2γ0γ2 = −(γ0)2(γ2)2 = 1

可见，C 是幺正矩阵，满足
CT = C† = C−1 = −C

Pauli 矩阵满足 σ2σ1σ2 = iσ2σ3 = −σ1 = −(σ1)T、σ2σ2σ2 = σ2 = −(σ2)T 和
σ2σ3σ2 = iσ1σ2 = −σ3 = −(σ3)T，归纳得到 σ21σ2 = 1T 和 σ2σσ2 = −σT，因此

σ2σµσ2 = (σ̄µ)T, σ2σ̄µσ2 = (σµ)T
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σ2σ3σ2 = iσ1σ2 = −σ3 = −(σ3)T，归纳得到 σ21σ2 = 1T 和 σ2σσ2 = −σT，因此

σ2σµσ2 = (σ̄µ)T, σ2σ̄µσ2 = (σµ)T
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Dirac 矩阵的电荷共轭变换
利用 σ2σµσ2 = (σ̄µ)T 和 σ2σ̄µσ2 = (σµ)T 推出

C−1γµC =

(
iσ2

−iσ2

)(
σµ

σ̄µ

)(
−iσ2

iσ2

)
= −

(
σ2σµσ2

σ2σ̄µσ2

)

= −

 (σ̄µ)T

(σµ)T


C−1γ5C =

(
iσ2

−iσ2

)(
−1

1

)(
−iσ2

iσ2

)
=

(
−(σ2)2

(σ2)2

)
=

(
−1

1

)

即得 γµ 和 γ5 关于 C 的相似变换性质
C−1γµC = −(γµ)T, C−1γ5C = γ5

由于 C−1 = −C，这两个式子等价于

C−1(γµ)TC = −γµ, C−1(γ5)TC = γ5
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ψC(x) 的运动方程
如果 Dirac 旋量场 ψ(x) 携带电荷 Q，相应的运动方程是

[γµ(i∂µ −QeAµ)−m]ψ = 0

对上式取厄米共轭，再右乘 γ0，得
0 = ψ†[(γµ)†(−i∂µ −QeAµ)−m]γ0 = ψ̄[−γµ(i∂µ +QeAµ)−m]

转置，推出 [−(γµ)T(i∂µ +QeAµ)−m]ψ̄T = 0

利用 C−1γµC = −(γµ)T，将上式化为
0 = [C−1γµC(i∂µ +QeAµ)−m C−1C]ψ̄T = C−1[γµ(i∂µ +QeAµ)−m] Cψ̄T

从而得到电荷共轭场 ψC(x) 的运动方程
[γµ(i∂µ +QeAµ)−m]ψC = 0

对比 ψ(x) 的运动方程，可以看出 ψC(x) 确实携带相反的电荷 −Q
同理，ψC(x) 携带的任何 U(1) 荷都与 ψ(x) 相反
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ψ(x) 和 ψ̄(x) 的 C 变换
根据 CT = C† = C−1 = −C 和 C−1(γµ)TC = −γµ

电荷共轭场 ψC(x) = Cψ̄T(x) 的 Dirac 共轭为

ψ̄C = (ψC)†γ0 = (Cψ̄T)†γ0 = [(γ0)T(ψ̄CT)†]T = [(γ0)T(ψ†γ0C†)†]T = [(γ0)TCγ0ψ]T

= [CC−1(γ0)TCγ0ψ]T = −(Cγ0γ0ψ)T = (CTψ)T

即
ψ̄C(x) = ψT(x) C

于是 C−1ψ̄C = C†ψ†Cγ0 = (C−1ψC)†γ0 = (ζ∗Cψ
C)†γ0 = ζC ψ̄

C = ζCψ
TC

也就是说，Dirac 旋量场 ψ(x) 及其 Dirac 共轭场 ψ̄(x) 的 C 变换是

C−1ψ(x)C = ζ∗Cψ
C(x) = ζ∗C Cψ̄T(x), C−1ψ̄(x)C = ζC ψ̄

C(x) = ζCψ
T(x) C

仿照 ψ̄C(x) = ψT(x) C 的推导，由 CūT(p, λ) = v(p, λ) 和 Cv̄T(p, λ) = u(p, λ) 得
v̄(p, λ) = uT(p, λ) C, ū(p, λ) = vT(p, λ) C
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一般旋量双线性型的 C 变换
考虑一般旋量双线性型 ψ̄(x)Γψ(x)，其中 Γ 是旋量空间中的任意 4× 4 矩阵，则
C−1ψ̄ΓψC = C−1ψ̄CΓC−1ψC = |ζC |2ψTCΓCψ̄T = ψTCΓCψ̄T = −ψ̄ CTΓTCTψ

最后一步进行了转置，需要注意的是， 转置两个旋量场会交换两者的位置，为

了与反对易关系相匹配，必须引进一个额外的负号

从而，由 CT = C−1 = −C 得到 ψ̄Γψ 的 C 变换
C−1ψ̄(x)Γψ(x)C = ψ̄(x)C−1ΓTCψ(x) = ψ̄(x)ΓCψ(x)

其中 ΓC ≡ C−1ΓTC 可视为矩阵 Γ 的电荷共轭变换
根据 C−1(γµ)TC = −γµ 和 C−1(γ5)TC = γ5，有

1C = C−11TC = +1, (iγ5)C = C−1(iγ5)TC = +iγ5

(γµ)C = C−1(γµ)TC = −γµ, (γµγ5)C = C−1(γµγ5)TC = +γµγ5

(γµγν)C = C−1(γµγν)TC = +γνγµ, (σµν)C = C−1(σµν)TC = −σµν
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旋量双线性型的 C 变换
于是，各种旋量双线性型的 C 变换为

C−1ψ̄(x)ψ(x)C = +ψ̄(x)ψ(x)

C−1ψ̄(x)iγ5ψ(x)C = +ψ̄(x)iγ5ψ(x)

C−1ψ̄(x)γµψ(x)C = −ψ̄(x)γµψ(x)

C−1ψ̄(x)γµγ5ψ(x)C = +ψ̄(x)γµγ5ψ(x)

C−1ψ̄(x)σµνψ(x)C = −ψ̄(x)σµνψ(x)

拉氏量中的动能项算符 iψ̄γµ∂µψ 在 C 变换下化为
C−1iψ̄γµ∂µψC = iψTCγµC∂µψ̄T = −iψTC−1γµC∂µψ̄T = iψT(γµ)T∂µψ̄

T

= −i(∂µψ̄)γµψ = −i∂µ(ψ̄γµψ)+ iψ̄γµ∂µψ

最后的表达式中第一项是全散度，全时空积分后对作用量没有贡献，可以丢弃
因而上式表明动能项算符在 C 变换下不变
自由 Dirac 旋量场的拉氏量 L = iψ̄γµ∂µψ −mψ̄ψ 具有电荷共轭不变性
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手征旋量场算符的 C 变换
对于 8.3 节的手征旋量场 ψL(x) 和 ψR(x)，算符 ψ̄RψL = ψ̄PLψ = ψ̄(1− γ5)ψ/2

和 ψ̄LψR = ψ̄PRψ = ψ̄(1 + γ5)ψ/2 在 C 变换下不变，满足
C−1ψ̄R(x)ψL(x)C = +ψ̄R(x)ψL(x)

C−1ψ̄L(x)ψR(x)C = +ψ̄L(x)ψR(x)

另一方面，左手流算符 ψ̄Lγ
µψL = ψ̄γµPLψ =

1

2
ψ̄γµ(1− γ5)ψ 和

右手流算符 ψ̄Rγ
µψR = ψ̄γµPRψ =

1

2
ψ̄γµ(1 + γ5)ψ 的 C 变换为

C−1ψ̄L(x)γ
µψL(x)C = −ψ̄R(x)γ

µψR(x)

C−1ψ̄R(x)γ
µψR(x)C = −ψ̄L(x)γ

µψL(x)

两者在 C 变换下相互转化，并出现一个负号
在弱相互作用中，轻子和夸克的左手流算符和右手流算符参与不同的规范相互作

用，因而电荷共轭对称性遭到破坏
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手征旋量场算符的 C 变换
对于 8.3 节的手征旋量场 ψL(x) 和 ψR(x)，算符 ψ̄RψL = ψ̄PLψ = ψ̄(1− γ5)ψ/2
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另一方面，左手流算符 ψ̄Lγ
µψL = ψ̄γµPLψ =

1

2
ψ̄γµ(1− γ5)ψ 和
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1

2
ψ̄γµ(1 + γ5)ψ 的 C 变换为

C−1ψ̄L(x)γ
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9.2.2 小节 Majorana 旋量场

Ettore Majorana
(1906–?)

如果 ψ(x) 与它的电荷共轭场相同，ψ(x) = ψC(x)，即满
足自共轭条件

ψ(x) = Cψ̄T(x)

那么，ψ(x) 就是一种纯中性的场，不能携带任何 U(1) 荷，
称为 Majorana 旋量场，上式称为 Majorana 条件
于是，Majorana 旋量场满足 ψ̄(x) = ψ̄C(x)

根据 ψ̄C(x) = ψT(x) C，Majorana 条件等价于 ψ̄(x) = ψT(x) C

这里没出现 ψ†(x)，而出现 ψT(x)，表明 ψ̄a(x) = ψb(x) Cba 与 ψa(x) 线性相关
因此，ψ̄a(x) 并不是独立于 ψa(x) 的场变量，这一点与 Dirac 旋量场不同
根据前面的讨论，ψC(x) 的平面波展开式为

ψC(x) = ζCC
−1ψ(x)C =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
u(p, λ)bp,λe−ip·x + v(p, λ)a†p,λeip·x

]
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ψC(x) = ζCC
−1ψ(x)C =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
u(p, λ)bp,λe−ip·x + v(p, λ)a†p,λeip·x

]
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Majorana 费米子
将上式与 ψ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
u(p, λ)ap,λe−ip·x + v(p, λ)b†p,λeip·x

]
比较

可知 Majorana 条件 ψ(x) = ψC(x) 意味着 bp,λ = ap,λ

因此，Majorana 旋量场 ψ(x) 的平面波展开式是

ψ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±

[
u(p, λ)ap,λe−ip·x + v(p, λ)a†p,λeip·x

]
产生湮灭算符满足反对易关系

{ap,λ, a
†
q,λ′} = (2π)3δλλ′δ(3)(p− q), {ap,λ, aq,λ′} = {a†p,λ, a

†
q,λ′} = 0

类似于实标量场，Majorana 旋量场描述一种纯中性费米子
即正费米子与反费米子相同，称为 Majorana 费米子
C−1ap,λC = ζ∗Cbp,λ、C−1bp,λC = ζCap,λ 和 bp,λ = ap,λ 表明 ζC = ζ∗C

故 ζC = ±1 ，也就是说，Majorana 旋量场的 C 宇称要么为偶，要么为奇
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Majorana 旋量场双线性型的 C 变换

对于 Majorana 旋量场，C−1ψ(x)C = ζ∗Cψ
C(x) 和 C−1ψ̄(x)C = ζC ψ̄

C(x) 化为

C−1ψ(x)C = ζCψ(x), C−1ψ̄(x)C = ζC ψ̄(x)

在 C 变换下，由 Majorana 旋量场组成的一般旋量双线性型 ψ̄(x)Γψ(x) 变成

C−1ψ̄(x)Γψ(x)C = C−1ψ̄(x)CΓC−1ψ(x)C = ζ2C ψ̄(x)Γψ(x) = +ψ̄(x)Γψ(x)

即非平庸的 ψ̄Γψ 算符的 C 宇称必须为偶

这表明 Majorana 旋量场不能构成 C 宇称为奇的算符 ψ̄γµψ 和 ψ̄σµνψ，即

ψ̄(x)γµψ(x) = 0, ψ̄(x)σµνψ(x) = 0

由 Majorana 旋量场构成的非平庸双线性型则具有与 Dirac 旋量场相同的 C 变换
规则

余钊焕 （中山大学） 第 9 章　分立对称性和 Majorana 旋量场 9.1 节和 9.2 节 41 / 61



标量场 P 变换 标量场 T 、C 变换 旋量场 C 变换 Majorana 旋量场 旋量场 P 、T 变换

Majorana 旋量场双线性型的 C 变换

对于 Majorana 旋量场，C−1ψ(x)C = ζ∗Cψ
C(x) 和 C−1ψ̄(x)C = ζC ψ̄

C(x) 化为

C−1ψ(x)C = ζCψ(x), C−1ψ̄(x)C = ζC ψ̄(x)

在 C 变换下，由 Majorana 旋量场组成的一般旋量双线性型 ψ̄(x)Γψ(x) 变成

C−1ψ̄(x)Γψ(x)C = C−1ψ̄(x)CΓC−1ψ(x)C = ζ2C ψ̄(x)Γψ(x) = +ψ̄(x)Γψ(x)

即非平庸的 ψ̄Γψ 算符的 C 宇称必须为偶

这表明 Majorana 旋量场不能构成 C 宇称为奇的算符 ψ̄γµψ 和 ψ̄σµνψ，即

ψ̄(x)γµψ(x) = 0, ψ̄(x)σµνψ(x) = 0

由 Majorana 旋量场构成的非平庸双线性型则具有与 Dirac 旋量场相同的 C 变换
规则

余钊焕 （中山大学） 第 9 章　分立对称性和 Majorana 旋量场 9.1 节和 9.2 节 41 / 61



标量场 P 变换 标量场 T 、C 变换 旋量场 C 变换 Majorana 旋量场 旋量场 P 、T 变换

自由 Majorana 旋量场拉氏量
自由 Majorana 旋量场 ψ(x) 的 Lorentz 不变拉氏量为

L =
i
2
ψ̄γµ∂µψ −

1

2
mψ̄ψ =

i
2
ψTCγµ∂µψ −

1

2
mψTCψ

应用 Euler-Lagrange 方程求经典运动方程时，拉氏量中 ψT 扮演的角色跟 ψ 相同
如果将前后两个旋量场分别标记为 ψ1 和 ψ2，动能项算符可化为

ψT
1 Cγµ∂µψ2 = (ψT

1 Cγµ∂µψ2)
T = −(∂µψT

2 )(γ
µ)TCTψ1

= (∂µψ
T
2 ) CC−1(γµ)TCψ1 = −(∂µψT

2 ) Cγµψ1

质量项算符可化为 ψT
1 Cψ2 = (ψT

1 Cψ2)
T = −ψT

2 CTψ1 = ψT
2 Cψ1，则

∂L
∂ψ1

= − i
2
(∂µψ

T
2 ) Cγµ − 1

2
mψT

2 C,
∂L
∂ψ2

= −1

2
mψT

1 C

ψ1 和 ψ2 都是 ψ，因而
∂L

∂(∂µψ)
=

i
2
ψTCγµ,

∂L
∂ψ

=
∂L
∂ψ1

+
∂L
∂ψ2

= − i
2
(∂µψ

T) Cγµ −mψTC
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T
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1 Cψ2)
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2 CTψ1 = ψT
2 Cψ1，则

∂L
∂ψ1
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2
(∂µψ

T
2 ) Cγµ − 1

2
mψT

2 C,
∂L
∂ψ2

= −1

2
mψT

1 C

ψ1 和 ψ2 都是 ψ，因而
∂L

∂(∂µψ)
=

i
2
ψTCγµ,

∂L
∂ψ

=
∂L
∂ψ1

+
∂L
∂ψ2

= − i
2
(∂µψ
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余钊焕 （中山大学） 第 9 章　分立对称性和 Majorana 旋量场 9.1 节和 9.2 节 42 / 61



标量场 P 变换 标量场 T 、C 变换 旋量场 C 变换 Majorana 旋量场 旋量场 P 、T 变换

自由 Majorana 旋量场运动方程

根据 ∂L
∂(∂µψ)

=
i
2
ψTCγµ 和 ∂L

∂ψ
= − i

2
(∂µψ

T) Cγµ−mψTC

Euler-Lagrange 方程给出 0 = ∂µ
∂L

∂(∂µψ)
− ∂L
∂ψ

= i(∂µψT) Cγµ +mψTC

对上式转置，并利用 (γµ)TCT = −CC−1(γµ)TC = Cγµ = −CTγµ，推出

0 = i(γµ)TCT∂µψ +m CTψ = CT(−iγµ∂µψ +mψ)

可见，自由的 Majorana 旋量场 ψ(x) 也满足 Dirac 方程

(iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0

这与上述平面波展开式

ψ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±

[
u(p, λ)ap,λe−ip·x + v(p, λ)a†p,λeip·x

]
相容
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9.2.3 小节　旋量场的 P 变换
下面讨论自由 Dirac 旋量场 ψ(x) 的 P 变换
宇称变换反转动量方向，但保持角动量不变，因而会翻转螺旋度 λ 的符号
平面波旋量系数 u(p, λ) 和 v(p, λ) 都是用螺旋态 ξλ(p) 表达出来的
而宇称变换联系着螺旋态 ξλ(p) 和 ξ−λ(−p)

第五章中的本征方程 (p̂ · σ)ξλ(p) = λ ξλ(p) 和 (p̂ · σ)ξ−λ(−p) = λ ξ−λ(−p) 表
明，ξλ(p) 和 ξ−λ(−p) 都是 p̂ · σ 的归一化本征矢量，两者至多相差一个相位因子
这个相位因子的具体形式与螺旋态 ξλ(p) 的约定有关
将螺旋态 ξ+(p) 化为

ξ+(p) =
1√

2|p|(|p|+ p3)

|p|+ p3

p1 + ip2

 =
1√

2|p|(|p|+ p3)

 |p|+p3

p1−ip2 (p
1 − ip2)

p1+ip2
|p|−p3

(|p| − p3)


=

1√
2|p|(|p|+ p3)

 (|p|+p3)(p1+ip2)
(p1)2+(p2)2

(p1 − ip2)
p1+ip2
|p|−p3

(|p| − p3)
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螺旋态的宇称变换相位因子
利用 (|p|+ p3)(|p| − p3) = |p|2 − (p3)2 = (p1)2 + (p2)2，推出

ξ+(p) =
1√

2|p|(|p|+ p3)

 (|p|+p3)(p1+ip2)
(p1)2+(p2)2

(p1 − ip2)
p1+ip2
|p|−p3

(|p| − p3)


=

1√
2|p|(|p|+ p3)

p1 + ip2
|p| − p3

(
p1 − ip2

|p| − p3

)

=
1√

2|p|(|p| − p3)
p1 + ip2√

(p1)2 + (p2)2

(
p1 − ip2

|p| − p3

)
= κp,+ξ−(−p)

其中 κp,+ 是相位因子 κp,λ ≡
λp1 + ip2√
(p1)2 + (p2)2

在 λ = + 时的结果

再由 κ∗
p,+κp,+ = 1 推出 ξ−(−p) = κ∗

p,+ξ+(p)，故

ξ−(p) = κ∗
−p,+ξ+(−p) = −p1 + ip2√

(p1)2 + (p2)2
ξ+(−p) = κp,−ξ+(−p)

归纳起来，有 ξλ(p) = κp,λξ−λ(−p)，可见 κp,λ 就是想要得到的相位因子
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γ0u(p, λ) 和 γ0v(p, λ)

由于 ξλ(p) = κp,λξ−λ(−p)，Weyl 表象中的 u(p, λ) 和 v(p, λ) 满足

γ0u(p, λ) =

(
1

1

)(
ω−λ(p)ξλ(p)
ωλ(p)ξλ(p)

)
=

(
ωλ(p)ξλ(p)
ω−λ(p)ξλ(p)

)
= κp,λ

(
ωλ(−p)ξ−λ(−p)
ω−λ(−p)ξ−λ(−p)

)

γ0v(p, λ) =

(
1

1

)(
−λωλ(p)ξ−λ(p)
λω−λ(p)ξ−λ(p)

)
=

(
λω−λ(p)ξ−λ(p)
−λωλ(p)ξ−λ(p)

)

= κp,−λ

(
λω−λ(−p)ξλ(−p)
−λωλ(−p)ξλ(−p)

)

注意到 κp,−λ =
−λp1 + ip2√
(p1)2 + (p2)2

= − λp1 − ip2√
(p1)2 + (p2)2

= −κ∗
p,λ，有

γ0u(p, λ) = κp,λu(−p,−λ), γ0v(p, λ) = −κ∗
p,λv(−p,−λ)

可见，γ0 对平面波旋量系数 u(p, λ) 和 v(p, λ) 作用反转了相应的动量和螺旋度，
相当于作宇称变换
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产生湮灭算符的 P 变换
为得到自洽的宇称变换结果，将正反费米子态 ∣∣p+, λ

〉 和 ∣∣p−, λ
〉 的 P 变换设为

P
∣∣p+, λ

〉
= ζPκ

∗
−p,−λ

∣∣−p+,−λ
〉
, P

∣∣p−, λ
〉
= ζ̃Pκ

∗
−p,−λ

∣∣−p−,−λ
〉

其中 ζP 和 ζ̃P 是两个相位因子，从而推出 a†p,λ 和 ap,λ 的 P 变换

P−1a†p,λP = ζPκ
∗
−p,−λa

†
−p,−λ, P−1ap,λP = ζ∗Pκ−p,−λa−p,−λ

以及 b†p,λ 和 bp,λ 的 P 变换

P−1b†p,λP = ζ̃Pκ
∗
−p,−λb

†
−p,−λ, P−1bp,λP = ζ̃∗Pκ−p,−λb−p,−λ

Dirac 旋量场平面波展开式的 P 变换为

P−1ψ(x)P =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
u(p, λ)P−1ap,λP e−ip·x + v(p, λ)P−1b†p,λP eip·x

]
=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
ζ∗Pκ−p,−λu(p, λ)a−p,−λe−ip·x + ζ̃Pκ

∗
−p,−λv(p, λ)b†−p,−λeip·x

]
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产生湮灭算符的 P 变换
为得到自洽的宇称变换结果，将正反费米子态 ∣∣p+, λ

〉 和 ∣∣p−, λ
〉 的 P 变换设为

P
∣∣p+, λ

〉
= ζPκ

∗
−p,−λ

∣∣−p+,−λ
〉
, P

∣∣p−, λ
〉
= ζ̃Pκ

∗
−p,−λ

∣∣−p−,−λ
〉

其中 ζP 和 ζ̃P 是两个相位因子，从而推出 a†p,λ 和 ap,λ 的 P 变换

P−1a†p,λP = ζPκ
∗
−p,−λa

†
−p,−λ, P−1ap,λP = ζ∗Pκ−p,−λa−p,−λ

以及 b†p,λ 和 bp,λ 的 P 变换

P−1b†p,λP = ζ̃Pκ
∗
−p,−λb

†
−p,−λ, P−1bp,λP = ζ̃∗Pκ−p,−λb−p,−λ

Dirac 旋量场平面波展开式的 P 变换为

P−1ψ(x)P =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
u(p, λ)P−1ap,λP e−ip·x + v(p, λ)P−1b†p,λP eip·x

]
=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
ζ∗Pκ−p,−λu(p, λ)a−p,−λe−ip·x + ζ̃Pκ

∗
−p,−λv(p, λ)b†−p,−λeip·x

]
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ψ(x) 的 P 变换
作变量替换 p→ −p 和 λ→ −λ，得

P−1ψ(x)P

=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
ζ∗Pκ−p,−λu(p, λ)a−p,−λe−ip·x + ζ̃Pκ

∗
−p,−λv(p, λ)b†−p,−λeip·x

]
=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
ζ∗Pκp,λu(−p,−λ)ap,λe−ip·(Px) + ζ̃Pκ

∗
p,λv(−p,−λ)b†p,λeip·(Px)

]
=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
ζ∗P γ

0u(p, λ)ap,λe−ip·(Px)− ζ̃P γ0v(p, λ)b†p,λeip·(Px)
]

最后一步用到 γ0u(p, λ) = κp,λu(−p,−λ) 和 γ0v(p, λ) = −κ∗
p,λv(−p,−λ)

为了保持 ψ(x) 的运动方程形式不变，必须要求 ζ∗P = −ζ̃P ，使 b†p,λ 和 bp,λ 的
P 变换化为 P−1b†p,λP = −ζ∗Pκ∗

−p,−λb
†
−p,−λ 和 P−1bp,λP = −ζPκ−p,−λb−p,−λ

从而 ψ(x) 的 P 变换为 P−1ψ(x)P = ζ∗PD(P)ψ(Px)

其中 D(P) ≡ γ0 正是 5.1 节引入的旋量空间中的宇称变换矩阵，它是幺正的
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ψ̄(x) 的 P 变换
现在，作宇称变换后，ψ′(x′) = P−1ψ(x′)P = ζ∗PD(P)ψ(Px′) = ζ∗PD(P)ψ(x) 也

满足 Dirac 方程，
(iγµ∂′

µ −m)ψ′(x′) = ζ∗P [iγµ(P−1)νµ∂ν −m]D(P)ψ(x)

= ζ∗PD(P)[iD−1(P)γµD(P)(P−1)νµ∂ν −m]ψ(x)

= ζ∗PD(P)[iPµ
ργ

ρ(P−1)νµ∂ν −m]ψ(x) = ζ∗PD(P)(iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0

第三步用到 5.1 节公式 D−1(P)γµD(P) = Pµ
νγ

ν

宇称变换矩阵 D(P) 的幺正性表明 D−1(P) = D†(P) = (γ0)† = γ0

由 P−1ψ†(x)P = [P−1ψ(x)P ]† = [ζ∗P γ
0ψ(Px)]† = ζPψ

†(Px)γ0 得

P−1ψ̄(x)P = P−1ψ†(x)P γ0 = ζPψ
†(Px)γ0γ0 = ζP ψ̄(Px)γ0

即 ψ̄(x) 的 P 变换为

P−1ψ̄(x)P = ζP ψ̄(Px)D−1(P)
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ψ̄(x) 的 P 变换
现在，作宇称变换后，ψ′(x′) = P−1ψ(x′)P = ζ∗PD(P)ψ(Px′) = ζ∗PD(P)ψ(x) 也

满足 Dirac 方程，
(iγµ∂′

µ −m)ψ′(x′) = ζ∗P [iγµ(P−1)νµ∂ν −m]D(P)ψ(x)
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= ζ∗PD(P)[iPµ
ργ

ρ(P−1)νµ∂ν −m]ψ(x) = ζ∗PD(P)(iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0

第三步用到 5.1 节公式 D−1(P)γµD(P) = Pµ
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ν

宇称变换矩阵 D(P) 的幺正性表明 D−1(P) = D†(P) = (γ0)† = γ0

由 P−1ψ†(x)P = [P−1ψ(x)P ]† = [ζ∗P γ
0ψ(Px)]† = ζPψ

†(Px)γ0 得

P−1ψ̄(x)P = P−1ψ†(x)P γ0 = ζPψ
†(Px)γ0γ0 = ζP ψ̄(Px)γ0

即 ψ̄(x) 的 P 变换为

P−1ψ̄(x)P = ζP ψ̄(Px)D−1(P)
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旋量双线性型的 P 变换
从而，一般旋量双线性型 ψ̄(x)Γψ(x) 的 P 变换为
P−1ψ̄(x)Γψ(x)P = P−1ψ̄(x)PΓP−1ψ(x)P = ψ̄(Px)D−1(P)ΓD(P)ψ(Px)

利用在 5.1 节推导出来的结果，D−1(P)1D(P) = +1

D−1(P)iγ5D(P) = −iγ5, D−1(P)γµD(P) = Pµ
νγ

ν

D−1(P)γµγ5D(P) = −Pµ
νγ

νγ5, D−1(P)σµνD(P) = Pµ
ρPν

σσ
ρσ

得到 P−1ψ̄(x)ψ(x)P = +ψ̄(Px)ψ(Px)

P−1ψ̄(x)iγ5ψ(x)P = −ψ̄(Px)iγ5ψ(Px)

P−1ψ̄(x)γµψ(x)P = Pµ
ν ψ̄(Px)γνψ(Px)

P−1ψ̄(x)γµγ5ψ(x)P = −Pµ
ν ψ̄(Px)γνγ5ψ(Px)

P−1ψ̄(x)σµνψ(x)P = Pµ
ρPν

σψ̄(Px)σρσψ(Px)

因此，ψ̄ψ 是狭义的标量算符，ψ̄iγ5ψ 是赝标量算符
ψ̄γµψ 是极矢量算符，ψ̄γµγ5ψ 是轴矢量算符
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旋量双线性型的 P 变换
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手征旋量双线性型的 P 变换
进一步推出

P−1ψ̄R(x)ψL(x)P = ψ̄L(Px)ψR(Px)

P−1ψ̄L(x)ψR(x)P = ψ̄R(Px)ψL(Px)

P−1ψ̄L(x)γ
µψL(x)P = Pµ

ν ψ̄R(Px)γνψR(Px)

P−1ψ̄R(x)γ
µψR(x)P = Pµ

ν ψ̄L(Px)γνψL(Px)

左手流算符 ψ̄Lγ
µψL 和右手流算符 ψ̄Rγ

µψR 在 P 变换下相互转化
在弱相互作用中，轻子和夸克的左手流算符和右手流算符参与不同的规范相互作

用，因而空间反射对称性遭到破坏，即宇称不守恒

利用 ∂x,µ = (P−1)νµ∂Px,ν，动能项算符 iψ̄γµ∂µψ 的 P 变换为
P−1iψ̄(x)γµ∂x,µψ(x)P = iP−1ψ̄(x)Pγµ∂x,µP

−1ψ(x)P

= iψ̄(Px)D−1(P)γµD(P)(P−1)νµ∂Px,νψ(Px)

= iψ̄(Px)Pµ
ργ

ρ(P−1)νµ∂Px,νψ(Px) = +iψ̄(Px)γµ∂Px,µψ(Px)

因此，自由 Dirac 旋量场的拉氏量在宇称变换下不变
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手征旋量双线性型的 P 变换
进一步推出

P−1ψ̄R(x)ψL(x)P = ψ̄L(Px)ψR(Px)

P−1ψ̄L(x)ψR(x)P = ψ̄R(Px)ψL(Px)

P−1ψ̄L(x)γ
µψL(x)P = Pµ

ν ψ̄R(Px)γνψR(Px)
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µψR(x)P = Pµ

ν ψ̄L(Px)γνψL(Px)

左手流算符 ψ̄Lγ
µψL 和右手流算符 ψ̄Rγ

µψR 在 P 变换下相互转化
在弱相互作用中，轻子和夸克的左手流算符和右手流算符参与不同的规范相互作

用，因而空间反射对称性遭到破坏，即宇称不守恒
利用 ∂x,µ = (P−1)νµ∂Px,ν，动能项算符 iψ̄γµ∂µψ 的 P 变换为

P−1iψ̄(x)γµ∂x,µψ(x)P = iP−1ψ̄(x)Pγµ∂x,µP
−1ψ(x)P

= iψ̄(Px)D−1(P)γµD(P)(P−1)νµ∂Px,νψ(Px)

= iψ̄(Px)Pµ
ργ

ρ(P−1)νµ∂Px,νψ(Px) = +iψ̄(Px)γµ∂Px,µψ(Px)

因此，自由 Dirac 旋量场的拉氏量在宇称变换下不变
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正反费米子态的 P 变换

在质心系中考虑一对正反费米子 ψψ̄ 组成的系统

设两个粒子的螺旋度相反，轨道角动量量子数为 L 的态矢为
∣∣ψψ̄〉 =∑

λ

∫
d3pΦ(p)a†p,λb

†
−p,−λ |0⟩ , Φ(−p) = (−)LΦ(p)

相应的 P 变换是

P
∣∣ψψ̄〉 =

∑
λ

∫
d3pΦ(p)P−1a†p,λPP

−1b†−p,−λP |0⟩

= −|ζP |2
∑
λ

∫
d3pΦ(p)κ∗

−p,−λκ
∗
p,λa

†
−p,−λb

†
p,λ |0⟩

= −
∑
λ

∫
d3pΦ(−p)κ∗

p,λκ
∗
−p,−λa

†
p,λb

†
−p,−λ |0⟩

最后一步作了变量替换 p→ −p 和 λ→ −λ

余钊焕 （中山大学） 第 9 章　分立对称性和 Majorana 旋量场 9.1 节和 9.2 节 52 / 61



标量场 P 变换 标量场 T 、C 变换 旋量场 C 变换 Majorana 旋量场 旋量场 P 、T 变换

内禀宇称

利用 κ∗
p,λκ

∗
−p,−λ =

λp1 − ip2√
(p1)2 + (p2)2

λp1 + ip2√
(p1)2 + (p2)2

= 1，推出

P
∣∣ψψ̄〉 = −

∑
λ

∫
d3pΦ(−p)κ∗

p,λκ
∗
−p,−λa

†
p,λb

†
−p,−λ |0⟩

= −(−)L
∑
λ

∫
d3pΦ(p)a†p,λb

†
−p,−λ |0⟩ = (−)L+1

∣∣ψψ̄〉
可见，∣∣ψψ̄〉 的总宇称为 (−)L+1，包含轨道宇称 (−)L 和内禀宇称 −
也就是说，一对正反费米子的内禀宇称为奇

对于自由的 Majorana 旋量场 ψ(x)，bp,λ = ap,λ，则 ζ̃P = ζP

从而 ζ∗P = −ζ̃P = −ζP ，因此
ζP = ±i

故 Majorana 旋量场的宇称是虚数
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9.2.4 小节　旋量场的 T 变换
下面讨论自由 Dirac 旋量场 ψ(x) 的 T 变换
时间反演变换同时反转动量和角动量的方向，因而会保持螺旋度 λ 不变
另一方面，T 变换是反线性的，将一个复数变换成它的复共轭
因此 T 变换联系着螺旋态 ξλ(p) 和 ξ∗λ(−p)

对 9.2.1 小节推出的关系 iσ2ξ∗λ(p) = −λξ−λ(p) 取复共轭
再利用 ξλ(p) = κp,λξ−λ(−p)，得到 ξλ(p) 和 ξ∗λ(−p) 之间的关系

iσ2ξλ(p) = −λξ∗−λ(p) = −λκ∗
p,−λξ

∗
λ(−p)

作变量替换 λ→ −λ，有 iσ2ξ−λ(p) = λκ∗
p,λξ

∗
−λ(−p)

iσ2 出现在矩阵 Cγ5 =

(
−iσ2

iσ2

)(
−1

1

)
=

(
iσ2

iσ2

)
的两个对角分块中
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9.2.4 小节　旋量场的 T 变换
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产生湮灭算符的 T 变换
现在，Cγ5u(p, λ) =

(
iσ2

iσ2

)(
ω−λ(p)ξλ(p)
ωλ(p)ξλ(p)

)
= −λκ∗

p,−λ

(
ω−λ(−p)ξ∗λ(−p)
ωλ(−p)ξ∗λ(−p)

)
Cγ5v(p, λ) =

(
iσ2

iσ2

)(
λωλ(p)ξ−λ(p)

−λω−λ(p)ξ−λ(p)

)
= λκ∗

p,λ

(
λωλ(−p)ξ∗−λ(−p)

−λω−λ(−p)ξ∗−λ(−p)

)
由 κp,−λ = −κ∗

p,λ 得 κ∗
p,−λ = −κp,λ，从而推出

Cγ5u(p, λ) = λκp,λu
∗(−p, λ), Cγ5v(p, λ) = λκ∗

p,λv
∗(−p, λ)

可见， D(T ) ≡ Cγ5 是旋量空间中的时间反演矩阵，它对 u(p, λ) 和 v(p, λ) 的
作用反转了相应的动量，并将它们转换成各自的复共轭

为得到自洽时间反演变换结果，设正反费米子态 ∣∣p+, λ
〉 和 ∣∣p−, λ

〉 的 T 变换为
T
∣∣p+, λ

〉
= ζTλκ

∗
−p,λ

∣∣−p+, λ
〉
, T

∣∣p−, λ
〉
= ζ̃Tλκ

∗
−p,λ

∣∣−p−, λ
〉

其中 ζT 和 ζ̃T 是两个相位因子，由此得到 a†p,λ、ap,λ、b†p,λ 和 bp,λ 的 T 变换
T−1a†p,λT= ζTλκ

∗
−p,λa

†
−p,λ, T−1ap,λT= ζ∗Tλκ−p,λa−p,λ

T−1b†p,λT= ζ̃Tλκ
∗
−p,λb

†
−p,λ, T−1bp,λT= ζ̃∗Tλκ−p,λb−p,λ
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平面波展开式的 T 变换
注意到 T−1iT = −i，Dirac 旋量场平面波展开式的 T 变换是

T−1ψ(x)T

=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

T−1
[
u(p, λ)ap,λe−ip·x + v(p, λ)b†p,λeip·x

]
T

=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
ζ∗Tλκ−p,λu

∗(p, λ)a−p,λeip·x + ζ̃Tλκ
∗
−p,λv

∗(p, λ)b†−p,λe−ip·x
]

=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
ζ∗Tλκp,λu

∗(−p, λ)ap,λe−ip·(T x) + ζ̃Tλκ
∗
p,λv

∗(−p, λ)b†p,λeip·(T x)
]

=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
ζ∗T Cγ5u(p, λ)ap,λe−ip·(T x) + ζ̃T Cγ5v(p, λ)b†p,λeip·(T x)

]

第三步作了变量替换 p→ −p

第四步用到 Cγ5u(p, λ) = λκp,λu
∗(−p, λ) 和 Cγ5v(p, λ) = λκ∗

p,λv
∗(−p, λ)
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ψ(x) 的 T 变换
为了让 ψ(x) 的运动方程具有时间反演对称性，

T−1ψ(x)T =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
ζ∗T Cγ5u(p, λ)ap,λe−ip·(T x)

+ ζ̃T Cγ5v(p, λ)b†p,λeip·(T x)
]

与 ψ(T x) 最多只能相差一个常数矩阵，因而必须要求

ζ∗T = ζ̃T

使得 T−1b†p,λT = ζ̃Tλκ
∗
−p,λb

†
−p,λ 和 T−1bp,λT = ζ̃∗Tλκ−p,λb−p,λ 化为

T−1b†p,λT = ζ∗Tλκ
∗
−p,λb

†
−p,λ, T−1bp,λT = ζTλκ−p,λb−p,λ

从而 ψ(x) 的 T 变换为

T−1ψ(x)T = ζ∗TD(T )ψ(T x)
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ψ̄(x) 的 T 变换
由 D†(T )D(T ) = γ5C†Cγ5 = γ5C−1Cγ5 = 1 可知
时间反演矩阵 D(T ) 是幺正的，满足 D−1(T ) = D†(T ) = γ5C−1

对 T−1ψ(x)T = ζ∗TD(T )ψ(T x) 取厄米共轭，得
T−1ψ†(x)T = ζTψ

†(T x)D†(T ) = ζTψ
†(T x)γ5C−1

由 γ0 的厄米性有 (γ0)∗ = (γ0)T，由 C−1(γµ)TC = −γµ 得 C−1(γ0)T = −γ0C−1

再利用 γ5γ0 = −γ0γ5 推出

T−1ψ̄(x)T = T−1ψ†(x)T (γ0)∗ = ζTψ
†(T x)γ5C−1(γ0)T = ζTψ

†(T x)γ0γ5C−1

即 ψ̄(x) 的 T 变换为 T−1ψ̄(x)T = ζT ψ̄(T x)D−1(T )

据此，一般旋量双线性型 ψ̄(x)Γψ(x) 的 T 变换是

T−1ψ̄(x)Γψ(x)T = T−1ψ̄(x)TT−1ΓTT−1ψ(x)T = ψ̄(T x)D−1(T )Γ∗D(T )ψ(T x)

即问题归结为计算 D−1(T )Γ∗D(T )
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旋量空间中矩阵的 T 变换
根据 γ5 的厄米性、γi 的反厄米性、C−1(γµ)TC = −γµ 和 C−1(γ5)TC = γ5，有

D−1(T )(γ5)∗D(T ) = γ5C−1(γ5)TCγ5 = (γ5)3 = γ5

D−1(T )(γ0)∗D(T ) = γ5C−1(γ0)TCγ5 = −γ5γ0γ5 = γ0

D−1(T )(γi)∗D(T ) = −γ5C−1(γi)TCγ5 = γ5γiγ5 = −γi

进而得到
D−1(T )1∗D(T ) = +1

D−1(T )(iγ5)∗D(T ) = −iγ5

D−1(T )(γµ)∗D(T ) = −T µ
νγ

ν

D−1(T )(γµγ5)∗D(T ) = D−1(T )(γµ)∗D(T )D−1(T )(γ5)∗D(T ) = −T µ
νγ

νγ5

D−1(T )(σµν)∗D(T ) = − i
2
D−1(T )[(γµ)∗(γν)∗ − (γν)∗(γµ)∗]D(T )

= − i
2
T µ

ρT ν
σ(γ

ργσ − γσγµ) = −T µ
ρT ν

σσ
ρσ
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旋量双线性型的 T 变换

于是，各种旋量双线性型的 T 变换为

T−1ψ̄(x)ψ(x)T = +ψ̄(T x)ψ(T x)

T−1ψ̄(x)iγ5ψ(x)T = −ψ̄(T x)iγ5ψ(T x)

T−1ψ̄(x)γµψ(x)T = −T µ
ν ψ̄(T x)γνψ(T x)

T−1ψ̄(x)γµγ5ψ(x)T = −T µ
ν ψ̄(T x)γνγ5ψ(T x)

T−1ψ̄(x)σµνψ(x)T = −T µ
ρT ν

σψ̄(T x)σρσψ(T x)

T−1ψ̄R(x)ψL(x)T = +ψ̄R(T x)ψL(T x)

T−1ψ̄L(x)ψR(x)T = +ψ̄L(T x)ψR(T x)

T−1ψ̄L(x)γ
µψL(x)T = −T µ

ν ψ̄L(T x)γνψL(T x)

T−1ψ̄R(x)γ
µψR(x)T = −T µ

ν ψ̄R(T x)γνψR(T x)
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拉氏量和运动方程的时间反演对称性
利用 ∂x,µ = (T −1)νµ∂T x,ν，动能项算符 iψ̄γµ∂µψ 的 T 变换为

T−1iψ̄(x)γµ∂x,µψ(x)T = −iψ̄(T x)D−1(T )(γµ)∗D(T )(T −1)νµ∂T x,νψ(T x)

= iψ̄(T x)T µ
ργ

ρ(T −1)νµ∂T x,νψ(T x) = +iψ̄(T x)γµ∂T x,µψ(T x)

因此，自由 Dirac 旋量场的拉氏量在时间反演变换下不变

由于 T 变换是反线性的，Dirac 方程 (iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0 的时间反演对称性意
味着运动方程 [−i(γµ)∗∂′

µ −m]ψ′(x′) = 0 成立，这一点在下面的推导中得到验证：
[−i(γµ)∗∂′

µ −m]ψ′(x′) = [−i(γµ)∗(T −1)νµ∂ν −m]T−1ψ(x′)T

= ζ∗TD(T )[−iD−1(T )(γµ)∗D(T )(T −1)νµ∂ν −m]ψ(T x′)

= ζ∗TD(T )[iT µ
ργ

ρ(T −1)νµ∂ν −m]ψ(x)

= ζ∗TD(T )(iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0

对于自由的 Majorana 旋量场 ψ(x)，bp,λ = ap,λ，则 ζT = ζ̃T = ζ∗T ，故

ζT = ±1
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= iψ̄(T x)T µ
ργ

ρ(T −1)νµ∂T x,νψ(T x) = +iψ̄(T x)γµ∂T x,µψ(T x)

因此，自由 Dirac 旋量场的拉氏量在时间反演变换下不变
由于 T 变换是反线性的，Dirac 方程 (iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0 的时间反演对称性意

味着运动方程 [−i(γµ)∗∂′
µ −m]ψ′(x′) = 0 成立，这一点在下面的推导中得到验证：

[−i(γµ)∗∂′
µ −m]ψ′(x′) = [−i(γµ)∗(T −1)νµ∂ν −m]T−1ψ(x′)T

= ζ∗TD(T )[−iD−1(T )(γµ)∗D(T )(T −1)νµ∂ν −m]ψ(T x′)

= ζ∗TD(T )[iT µ
ργ

ρ(T −1)νµ∂ν −m]ψ(x)

= ζ∗TD(T )(iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0

对于自由的 Majorana 旋量场 ψ(x)，bp,λ = ap,λ，则 ζT = ζ̃T = ζ∗T ，故

ζT = ±1
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