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8.6 节 Compton 散射

Arthur Holly Compton
(1892–1962)

Joseph John Thomson
(1856–1940)

电子与光子的散射过程 e−γ → e−γ 称为 Compton 散射
1923 年，Arthur Compton 用 X 射线照射核外电子，发

现 X 射线因失去能量而波长变长
他使用的 X 射线光子能量约为 17 keV，远大于原子结合

能，因而核外电子可以看成是自由的
根据相对论运动学，Compton 推导出光子的波长变化 ∆λ

与散射角 θ 的关系 ∆λ =
2π

me
(1− cos θ)

他的实验证实了这条公式，为光的粒子性提供了直接证据

另一方面，对于低能电磁辐射与电子散射的过程，Joseph
Thomson 根据经典电磁学推导出微分散射截面

dσ
d cos θ = πr2e(1 + cos2 θ) = πα2

m2
e

(1 + cos2 θ)

re ≡ α/me 是电子的经典半径
QED 将给出这条微分截面公式的相对论修正
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Compton 散射振幅
Compton 散射在 QED 领头阶具有 s 通道和 u 通道的 Feynman 图，不变振幅为

iM =

e−

γ

γ

e−

k1

k2

k1+k2

p1

p2

+

e−

γ

γ

e−

k1

k2

k1−p2

p1

p2

= ε∗µ(p2) ū(p1) (ieγµ)
i(/k1 + /k2 +me)

(k1 + k2)2 −m2
e

(ieγν)u(k1) εν(k2)

+ εν(k2) ū(p1) (ieγν)
i(/k1 − /p2 +me)

(k1 − p2)2 −m2
e

(ieγµ)u(k1) ε
∗
µ(p2)

= −ie2ε∗µ(p2) εν(k2) ū(p1)
[
γµ(/k1 + /k2 +me)γ

ν

(k1 + k2)2 −m2
e

+
γν(/k1 − /p2 +me)γ

µ

(k1 − p2)2 −m2
e

]
u(k1)

两幅图的电子线拓扑结构相同，可通过连续变形相互转换，因而相对符号为正
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化简振幅
根据质壳关系 k21 = m2

e 和 k22 = p22 = 0，传播子的分母化为

(k1 + k2)
2 −m2

e = 2 k1 · k2, (k1 − p2)
2 −m2

e = −2 k1 · p2

利用 /k1γ
ν = 2kν1 − γν/k1 和运动方程 (/k1 −me)u(k1) = 0，有

(/k1 +me)γ
νu(k1) = (2kν1 − γν/k1 +meγ

ν)u(k1)

= 2kν1u(k1)− γν(/k1 −me)u(k1) = 2kν1u(k1)

利用这些结果化简振幅，得

iM = −ie2ε∗µ(p2) εν(k2) ū(p1)
[
γµ(/k1 + /k2 +me)γ

ν

(k1 + k2)2 −m2
e

+
γν(/k1 − /p2 +me)γ

µ

(k1 − p2)2 −m2
e

]
u(k1)

= −ie2ε∗µ(p2)εν(k2)ū(p1)
(
γµ/k2γ

ν + 2γµkν1
2 k1 · k2

+
γν

/p2γ
µ − 2γνkµ1

2 k1 · p2

)
u(k1)
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8.6.1 小节　光子极化求和与 Ward 恒等式
接下来需要对初态自旋状态取平均、末态自旋状态求和以计算非极化振幅模方
这将涉及对光子螺旋度求和，即对光子的极化状态求和，亦即计算∑

spins
ε∗µ(p)εν(p) =

∑
λ=±

ε∗µ(p, λ)εν(p, λ) = −gµν − pµpν
(p · n)2 +

pµnν + pνnµ

p · n

第二步用到极化矢量求和关系，本小节讨论光子极化求和的简化方法

考虑出射一个动量为 pµ 的光子的任意 QED 过程，不变振幅为
γ

p

= iM(p) = iMµ(p) ε∗µ(p)

对光子极化求和，振幅模方变成∑
spins

|M(p)|2 =
∑
λ=±

ε∗µ(p, λ)εν(p, λ)Mµ(p)Mν∗(p)

=

[
−gµν − pµpν

(p · n)2 +
pµnν + pνnµ

p · n

]
Mµ(p)Mν∗(p)
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守恒流方程的推论
QED 相互作用项为 Lint = −AµJ

µ
EM，其中电磁流 Jµ

EM =
∑
f

Qfeψ̄fγ
µψf

因此，上述过程的 T 矩阵元具有以下形式，

⟨f | iT |i⟩ ∝
∫

d4x1 · · · d4xn ⟨· · · ; p, λ|N[Aµ(x1)J
µ
EM(x1) · · · ] |i⟩

=

∫
d4x1 · · · d4xn ε

∗
µ(p, λ)eip·x1 ⟨· · · |N[Jµ

EM(x1) · · · ] |i⟩

可见 Mµ(p) ∝
∫

d4x1 · · · d4xn eip·x1 ⟨· · · |N[Jµ
EM(x1) · · · ] |i⟩

在经典层面上，电磁流 Jµ
EM 满足守恒流方程 ∂µJ

µ
EM = 0

如果假设 ∂µJ
µ
EM = 0 在量子层面上也成立，就可以推出

0 =

∫
d4x1 · · · d4xn eip·x1 ⟨· · · |N[∂µJ

µ
EM(x1) · · · ] |i⟩

= −
∫

d4x1 · · · d4xn (∂µeip·x1) ⟨· · · |N[Jµ
EM(x1) · · · ] |i⟩

= −ipµ
∫

d4x1 · · · d4xn eip·x1 ⟨· · · |N[Jµ
EM(x1) · · · ] |i⟩ ∝ pµM

µ(p)

分部积分
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Ward 恒等式
γ

p

= iMµ(p) ε∗µ(p)

John Clive Ward
(1924–2000)

于是得到 Ward 恒等式

pµM
µ(p) = 0

它对于入射光子的情况同样成立

Ward 恒等式表明， 只要将不变振幅中任何一个入射或

出射光子的极化矢量替换成相应的四维动量，则结果为零

虽然这里利用了经典的守恒流方程，但实际上可以在量子场
论中严格证明 Ward 恒等式，相关证明留待后文叙述

Ward 恒等式是电磁流守恒在量子层面上的体现，与 QED 的规范对称性密切相关

规范变换 Aµ → Aµ + ∂µχ 在动量空间中体现为 ε∗µ(p) → ε∗µ(p)− ipµ

因此振幅 ε∗µ(p)M
µ(p) 的规范不变性等价于 Ward 恒等式 pµM

µ(p) = 0
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光子极化求和
对前面的∑

spins
|M(p)|2 =

∑
λ=±

ε∗µ(p, λ)εν(p, λ)Mµ(p)Mν∗(p)

=

[
−gµν −

pµpν
(p · n)2 +

pµnν + pνnµ

p · n

]
Mµ(p)Mν∗(p)

应用 Ward 恒等式 pµM
µ(p) = 0，则方括号中后两项都没有贡献，得到∑

λ=±

ε∗µ(p, λ)εν(p, λ)Mµ(p)Mν∗(p) = −gµνMµ(p)Mν∗(p)

也就是说，在 QED 计算中可以使用替换关系

∑
spins

ε∗µ(p)εν(p) → −gµν

这就是处理光子极化求和的简化方法
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验证 Ward 恒等式
现在用 e−γ → e−γ 散射振幅验证 Ward 恒等式
将这个振幅表达为 iM = iε∗µ(p2) εν(k2)Mµν

Mµν = −e2 ū(p1)

[
γµ(/k1 + /k2 +me)γ

ν

(k1 + k2)2 −m2
e

+
γν(/k1 − /p2 +me)γ

µ

(k1 − p2)2 −m2
e

]
u(k1)

电子场旋量系数的运动方程为 (/k1 −me)u(k1) = 0，即
/k1u(k1) = meu(k1)

两边取厄米共轭，右乘 γ0，得
ū(k1)/k1 = ū(k1)me, 同理 ū(p1)/p1 = ū(p1)me

再利用 kµ1 + kµ2 = pµ1 + pµ2 ，推出

/p2u(k1) = −(/k1 − /p2 − /k1)u(k1) = −(/k1 − /p2 −me)u(k1)

ū(p1)/p2 = ū(p1)(/k1 + /k2 − /p1) = ū(p1)(/k1 + /k2 −me)
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验证 Ward 恒等式：光子外线
从而

p2µM
µν = −e2 ū(p1)

[
/p2(/k1 + /k2 +me)γ

ν

(k1 + k2)2 −m2
e

+
γν(/k1 − /p2 +me)/p2
(k1 − p2)2 −m2

e

]
u(k1)

= −e2 ū(p1)
[
(/k1 + /k2 −me)(/k1 + /k2 +me)γ

ν

(k1 + k2)2 −m2
e

−
γν(/k1 − /p2 +me)(/k1 − /p2 −me)

(k1 − p2)2 −m2
e

]
u(k1)

= −e2 ū(p1)

[
(/k1 + /k2)

2 −m2
e

(k1 + k2)2 −m2
e

γν − γν
(/k1 − /p2)

2 −m2
e

(k1 − p2)2 −m2
e

]
u(k1)

由 /p/p = p2 得 (/k1 + /k2)
2 = (k1 + k2)

2 和 (/k1 − /p2)
2 = (k1 − p2)

2

故 Ward 恒等式 p2µM
µν = 0 对 iM = iε∗µ(p2) εν(k2)Mµν 成立

同理可以验证 Ward 恒等式 k2νM
µν = 0 成立
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e+e− → γγ

验证 Ward 恒等式：光子内线

e−

e+

µ−

µ+

k1

k2
q

p1

p2

其实，Ward 恒等式不仅对光子外线成立，对光子内线也成立
光子传播子动量 qµ 流入或流出的振幅 Mµ(q) 满足 Ward 恒等式 qµM

µ(q) = 0

以 e+e− → µ+µ− 振幅 iM =
ie2
q2

v̄(k2)γ
µu(k1) ū(p1)γµv(p2) 为例

光子传播子动量为 qµ = kµ1 + kµ2 ，电子线部分振幅为 Mµ(q) = iev̄(k2)γµu(k1)

运动方程 (/k2 +me)v(k2) = 0 表明 /k2v(k2) = −mev(k2)

两边取厄米共轭，右乘 γ0，得 v̄(k2)/k2 = −v̄(k2)me

再利用 /k1u(k1) = meu(k1) 即可推出 Ward 恒等式

qµM
µ(q) = iev̄(k2)/qu(k1) = iev̄(k2)(/k1 + /k2)u(k1)

= iev̄(k2)(me −me)u(k1) = 0

同理可验证 µ 子线部分振幅也满足 Ward 恒等式
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8.6.2 小节　非极化振幅模方和 Klein-Nishina 公式
对 e−γ → e−γ 不变振幅
iM = −ie2ε∗µ(p2)εν(k2)ū(p1)

(
γµ/k2γ

ν + 2γµkν1
2 k1 · k2

+
γν

/p2γ
µ − 2γνkµ1

2 k1 · p2

)
u(k1)

取复共轭，利用 [ū(p1)γ
µγργνu(k1)]

∗ = u†(k1)(γ
ν)†(γρ)†(γµ)†γ0u(p1)

= u†(k1)γ
0γνγργµu(p1) = ū(k1)γ

νγργµu(p1)

得 (iM)∗ = ie2ερ(p2)ε∗σ(k2)ū(k1)
(
γσ/k2γ

ρ + 2γρkσ1
2 k1 · k2

+
γρ

/p2γ
σ − 2γσkρ1

2 k1 · p2

)
u(p1)

非极化振幅模方为

|M|2 =
1

4

∑
spins

|M|2 =
e4

4

∑
spins

ε∗µ(p2)ερ(p2)εν(k2)ε
∗
σ(k2)

× tr
[
u(p1)ū(p1)

(
γµ/k2γ

ν + 2γµkν1
2 k1 · k2

+
γν

/p2γ
µ − 2γνkµ1

2 k1 · p2

)

×u(k1)ū(k1)

(
γσ/k2γ

ρ + 2γρkσ1
2 k1 · k2

+
γρ

/p2γ
σ − 2γσkρ1

2 k1 · p2

)]
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非极化振幅模方
对光子极化态和费米子螺旋度求和，得

|M|2 =
e4

4
(−gµρ) (−gνσ) tr

[
(/p1 +me)

(
γµ/k2γ

ν + 2γµkν1
2 k1 · k2

+
γν

/p2γ
µ − 2γνkµ1

2 k1 · p2

)

×(/k1 +me)

(
γσ/k2γ

ρ + 2γρkσ1
2 k1 · k2

+
γρ

/p2γ
σ − 2γσkρ1

2 k1 · p2

)]
=

e4

16

[
A

(k1 · k2)2
+

B + C

(k1 · k2)(k1 · p2)
+

D

(k1 · p2)2

]
A ≡ tr[(/p1 +me)(γ

µ/k2γ
ν + 2γµkν1 )(/k1 +me)(γν/k2γµ + 2γµk1ν)]

B ≡ tr[(/p1 +me)(γ
µ/k2γ

ν + 2γµkν1 )(/k1 +me)(γµ/p2γν − 2γνk1µ)]

C ≡ tr[(/p1 +me)(γ
ν
/p2γ

µ − 2γνkµ1 )(/k1 +me)(γν/k2γµ + 2γµk1ν)]

D ≡ tr[(/p1 +me)(γ
ν
/p2γ

µ − 2γνkµ1 )(/k1 +me)(γµ/p2γν − 2γνk1µ)]

A 来自 s 通道 Feynman 图，D 来自 u 通道 Feynman 图
B 和 C 是两个通道的交叉项
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化简 A

利用 8.2.2 小节提供的求迹和缩并公式化简 A，经过繁琐的计算，得到

A = 32(k1 · k2)(p1 · k2)− 32m2
e p1 · k2 − 32m2

e p1 · k1 + 64m2
e k1 · k2 + 64m4

e

用 Mandelstam 变量 s = (k1 + k2)
2、t = (k1 − p1)

2 和 u = (k1 − p2)
2 表达，有

k1 · k2 = p1 · p2 =
1

2
(s−m2

e), k1 · p1 = −1

2
(t− 2m2

e), k2 · p2 = − t

2
,

k1 · p2 = k2 · p1 = −1

2
(u−m2

e), s+ t+ u = 2m2
e

进而将 A 化为
A = 8[−(s−m2

e)(u−m2
e) + 2m2

e(u−m2
e) + 2m2

e(t− 2m2
e) + 4m2

e(s−m2
e) + 8m4

e]

= 8[−(s−m2
e)(u−m2

e) + 2m2
e(2s+ t+ u)− 2m4

e]

= 8[−(s−m2
e)(u−m2

e) + 2m2
es+ 2m4

e]

= 8[−(s−m2
e)(u−m2

e) + 2m2
e(s−m2

e) + 4m4
e]

这里消去 t，保留 s 和 u，毕竟，e−γ → e−γ 是 s 和 u 通道的过程
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A 与 D 的交叉对称性

e−

γ

γ

e−

k1

k2

k1+k2

p1

p2

+

e−

γ

γ

e−

k1

k2

k1−p2

p1

p2

容易看出，对 A = tr[(/p1 +me)(γ
µ/k2γ

ν + 2γµkν1 )(/k1 +me)(γν/k2γµ + 2γµk1ν)]

作动量替换 kµ2 ↔ −pµ2 ，就得到
D = tr[(/p1 +me)(γ

ν
/p2γ

µ − 2γνkµ1 )(/k1 +me)(γµ/p2γν − 2γνk1µ)]

注意到光子是自身的反粒子，将 e−γ → e−γ 过程 s 通道 Feynman 图的初态和末
态光子相互交叉，就得到 u 通道 Feynman 图，因而动量替换规则是 kµ2 ↔ −pµ2

据此，对上面得到的 A = 8[−(s−m2
e)(u−m2

e) + 2m2
e(s−m2

e) + 4m4
e] 作替换

(k1 + k2)
2 = s↔ u = (k1 − p2)

2，就得到 D 的表达式
D = 8[−(s−m2

e)(u−m2
e) + 2m2

e(u−m2
e) + 4m4

e]
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B 与 C

对 B = tr[(/p1 +me)(γ
µ/k2γ

ν + 2γµkν1 )(/k1 +me)(γµ/p2γν − 2γνk1µ)] 作动量替换
kµ2 ↔ −pµ2 ，即

C = tr[(/p1 +me)(γ
ν
/p2γ

µ − 2γνkµ1 )(/k1 +me)(γν/k2γµ + 2γµk1ν)]

经过复杂的计算，得到

B = −32(p1 · k1)(p2 · k2)− 32(p1 · k1)(p2 · k1) + 32(p1 · k1)(k1 · k2)

+16m2
e p1 · p2 − 16m2

e p1 · k2 − 16m2
e p1 · k1 + 16m2

e p2 · k2

+32m2
e p2 · k1 − 32m2

e k1 · k2 − 16m4
e

= −8[m2
e(s−m2

e) +m2
e(u−m2

e) + 4m4
e]

作替换 s↔ u，就得到
C = −8[m2

e(u−m2
e) +m2

e(s−m2
e) + 4m4

e] = B

s 与 u 通道的交叉项 B 和 C 恰好相等
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非极化振幅模方
现在重新用四维动量内积表达，有

A = 32[(k1 · k2)(k1 · p2) +m2
e k1 · k2 +m4

e]

B = C = 16(−m2
e k1 · k2 +m2

e k1 · p2 − 2m4
e)

D = 32[(k1 · k2)(k1 · p2)−m2
e k1 · p2 +m4

e]

代入到非极化振幅模方中，得

|M|2 =
e4

16

[
A

(k1 · k2)2
+

2B

(k1 · k2)(k1 · p2)
+

D

(k1 · p2)2

]
= 2e4

[
k1 · p2
k1 · k2

+
m2

e

k1 · k2
+

m4
e

(k1 · k2)2
− m2

e

k1 · p2
+

m2
e

k1 · k2
− 2m4

e

(k1 · k2)(k1 · p2)

+
k1 · k2
k1 · p2

− m2
e

k1 · p2
+

m4
e

(k1 · p2)2

]
= 2e4

[
k1 · p2
k1 · k2

+
k1 · k2
k1 · p2

+ 2m2
e

(
1

k1 · k2
− 1

k1 · p2

)
+m4

e

(
1

k1 · k2
− 1

k1 · p2

)2
]
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实验室参考系

γ

e
−

γ

e
−

θ

k
µ

1
= (me,y)

k
µ

2
= (ω,F2)

p µ
1 =

(p 0
1 ,T

1 )

p
µ

2

=
(ω
′ ,T

2
)

考虑实验室参考系，初态电子静止
初态光子通过 Compton 散射将能动量传递

给末态电子，如右图所示
在自然单位制中，h̄ = c = 1，光子的能量

E 等于角频率 ω，即 E = h̄ω = ω，而波长 λ

与角频率的关系为 λ = 2πc/ω = 2π/ω

因此可用角频率 ω 和 ω′ 分别表示初末态光子的能量

初末态四维动量表示为
kµ1 = (me, 0), kµ2 = (ω, k2), pµ1 = (p01, p1), pµ2 = (ω′, p2)

其中 ω = |k2|，ω′ = |p2|，利用质壳条件和能动量守恒推出
m2

e = p21 = (k1 + k2 − p2)
2 = k21 + 2k1 · (k2 − p2)− 2k2 · p2

= m2
e + 2me(ω − ω′)− 2ωω′(1− cos θ)

(p01)
2 = m2

e + |p1|2 = m2
e + |k2 − p2|2 = m2

e + ω2 + ω′2 − 2ωω′ cos θ
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实验室系运动学
于是得到 me(ω − ω′) = ωω′(1− cos θ) 和 p01 =

√
m2

e + ω2 + ω′2 − 2ωω′ cos θ

由 1

ω′ −
1

ω
=
ω − ω′

ω′ω
=

1− cos θ
me

得到出射光子与入射光子的波长之差

∆λ = λ′ − λ = 2π

(
1

ω′ −
1

ω

)
=

2π

me
(1− cos θ)

这就是 Arthur Compton 得到的关系式

用入射光子角频率 ω 和散射角 θ 将出射光子角频率表达成

ω′ =

(
1− cos θ
me

+
1

ω

)−1

=
ω

1 +
ω

me
(1− cos θ)

再利用 k1 · k2 = meω 和 k1 · p2 = meω
′，将非极化振幅模方化为

|M|2 = 2e4
[
ω′

ω
+
ω

ω′ + 2me

(
1

ω
− 1

ω′

)
+m2

e

(
1

ω
− 1

ω′

)2
]

= 2e4
[
ω′

ω
+
ω

ω′ − 2me
1− cos θ
me

+m2
e
(1− cos θ)2

m2
e

]
= 2e4

(
ω′

ω
+
ω

ω′ − sin2 θ

)
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1
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1

ω
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)2
]
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ω
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ω
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末态相空间积分
对末态两体不变相空间积分，得∫
dΠ2 =

∫
d3p1

(2π)32p01

d3p2
(2π)32p02

(2π)4δ(4)(k1 + k2 − p1 − p2)

=

∫
d3p2

(2π)24p01p
0
2

δ(me + ω − p01 − ω′)

=

∫
dϕ d cos θ dω′ ω′2

16π2ω′p01
δ
(
me + ω −

√
m2

e + ω2 + ω′2 − 2ωω′ cos θ − ω′
)

=

∫
d cos θ ω′

8πp01

∣∣∣∣∂(√m2
e + ω2 + ω′2 − 2ωω′ cos θ + ω′)

∂ω′

∣∣∣∣−1

=

∫
d cos θ ω′

8πp01

∣∣∣∣2ω′ − 2ω cos θ
2p01

+ 1

∣∣∣∣−1

=

∫
d cos θ
8π

ω′

ω′ + p01 − ω cos θ

=

∫
d cos θ
8π

ω′

me + ω(1− cos θ) =

∫
d cos θ
8π

ω′

me +me(ω − ω′)/ω′

=

∫
d cos θ ω′2

8πmeω

倒数第三步用到能量守恒关系 p01 + ω′ = me + ω

倒数第二步用到 me(ω − ω′) = ωω′(1− cos θ)
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e+e− → γγ

Klein-Nishina 公式

Oskar Benjamin Klein
(1894–1977)

仁科芳雄 (Yoshio Nishina)
(1890–1951)

散射截面表达为

σ =
1

4EAEB|vA − vB|

∫
dΠ2 |M|2

=
1

4k01k
0
2|k2|/k02

∫
d cos θ ω′2

8πmeω
|M|2

=

∫
d cos θ ω′2

32πm2
eω2

|M|2

微分散射截面是
dσ

d cos θ =
ω′2

32πm2
eω2

|M|2 =
2e4ω′2

32πm2
eω2

(
ω′

ω
+
ω

ω′ − sin2 θ

)

=
πα2ω′2

m2
eω2

(
ω′

ω
+
ω

ω′ − sin2 θ

)
上式称为 Klein-Nishina 公式，它是 Thomson 微分截面

dσ
d cos θ =

πα2

m2
e

(1 + cos2 θ) 的 QED 修正
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非相对论近似

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
θ

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

d
σ
/d

Ω
(b
/s

r)

ω
=

10
ke

V

ω=100
keV

ω= 1 MeV

Compton scattering

Thomson
Klein-Nishina

在非相对论近似下，入射光子能量 ω ≃ 0，
ω′

ω
=

1

1 +
ω

me
(1− cos θ)

≃ 1

从而得到
dσ

d cos θ =
πα2ω′2

m2
eω2

(
ω′

ω
+
ω

ω′ − sin2 θ

)
≃ πα2

m2
e

(1 + cos2 θ)

此时 Klein-Nishina 公式退化到 Thomson 微分截面公式

散射截面近似为 Thomson 散射截面

σ ≃
∫ 1

−1

d cos θ πα
2

m2
e

(1 + cos2 θ) = 8πα2

3m2
e
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e+e− → γγ

8.6.3 小节　高能行为和极化振幅

e− γ

e−

γ

θF1

F2

T1

T2
x

z

下面讨论 Compton 散射的高能极限
在质心系中，动量如右图所示
散射角 θ 定义为初末态电子动量 k1 与 p1 方向之间的夹角
根据 6.5.3 小节知识，粒子能量为

k01 = p01 =
s+m2

e

2
√
s

≡ Ee

k02 = p02 =
s−m2

e

2
√
s

≡ ω

动量大小为 |k1| = |k2| = |p1| = |p2| = ω

于是得到
k1 · k2 = k01k

0
2 − k1 · k2 = ω(Ee + ω)

k1 · p2 = k01p
0
2 − k1 · p2 = ω(Ee + ω cos θ)

k1 · p2
k1 · k2

=
Ee + ω cos θ
Ee + ω
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高能极限

在高能极限下，√
s≫ me，或者说，ω ≫ me，因而可以忽略电子质量，得到

Ee ≃ ω ≃
√
s

2

利用上述 k1 · p2
k1 · k2

=
Ee + ω cos θ
Ee + ω

，将非极化振幅模方近似为

|M|2 = 2e4
[
k1 · p2
k1 · k2

+
k1 · k2
k1 · p2

+ 2m2
e

(
1

k1 · k2
− 1

k1 · p2

)
+m4

e

(
1

k1 · k2
− 1

k1 · p2

)2
]

≃ 2e4
(
k1 · p2
k1 · k2

+
k1 · k2
k1 · p2

)
= 2e4

(
Ee + ω cos θ
Ee + ω

+
Ee + ω

Ee + ω cos θ

)

≃ 4e4
(
1 + cos θ

4
+

1

1 + cos θ

)
对于向后散射，θ = π，而 cos θ = −1，上式发散，奇性来自圆括号中的第二项
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e+e− → γγ

避免发散
若要避免发散，则在奇性项分母处不能忽略 me

将 Ee 展开到 m2
e/ω

2 阶，得

Ee =
√
m2

e + ω2 = ω

√
1 +

m2
e

ω2
≃ ω

(
1 +

m2
e

2ω2

)
+O

(
m4

e

ω4

)

奇性项分母化为 Ee + ω cos θ ≃ ω

(
1 + cos θ + m2

e

2ω2

)
+O

(
m4

e

ω4

)

因此，不发散的表达式是

|M|2 ≃ 4e4
[
1 + cos θ

4
+

1

1 + cos θ +m2
e/(2ω2)

]
微分截面为

dσ
d cos θ ≃ 2π

64π2

1

2ω2

ω

2ω
|M|2 ≃ πα2

2ω2

[
1 + cos θ

4
+

1

1 + cos θ +m2
e/(2ω2)

]
当 ω ≫ me 时，微分截面虽然在 θ = π 处没有发散，但数值非常大
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)
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e
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e
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1
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ω
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e+e− → γγ

极化振幅
接下来分析 Compton 散射的极化振幅
不变振幅按 Feynman 图分解为 s 和 u 通道贡献的两个部分，M = Ms +Mu

将螺旋度依赖显明写出来，两个通道的极化振幅为

Ms(λ1, λ2, λ
′
1, λ

′
2) = −

e2

s−m2
e

ε∗µ(p2, λ
′
2)εν(k2, λ2)ū(p1, λ

′
1)γ

µ(/k1 + /k2 +me)γ
νu(k1, λ1)

≃ −
e2

4ω2
ū(p1, λ

′
1)/ε

∗(p2, λ
′
2)(/k1 + /k2)/ε(k2, λ2)u(k1, λ1)

Mu(λ1, λ2, λ
′
1, λ

′
2) = −

e2

u−m2
e

ε∗µ(p2, λ
′
2)εν(k2, λ2)ū(p1, λ

′
1)γ

ν(/k1 − /p2 +me)γ
µu(k1, λ1)

≃
e2

4ω2c2
θ/2

ū(p1, λ
′
1)/ε(k2, λ2)(/k1 − /p2)/ε

∗(p2, λ
′
2)u(k1, λ1)

第二步在高能极限下忽略电子质量，并利用了

s−m2
e = (k1 + k2)

2 −m2
e = 2 k1 · k2 = 2ω(Ee + ω) ≃ 4ω2

u−m2
e = (k1 − p2)

2 −m2
e = −2 k1 · p2 = −2ω(Ee + ω cos θ) ≃ −4ω2 cos2 θ

2
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e+e− → γγ

奇性分析

e− γ

e−

γ

θF1

F2

T1

T2
x

z

容易看出，θ = π 处的奇性来自 u 通道振幅Mu ∝ (2c2θ/2)
−1

不过，因子 (2c2θ/2)
−1 = (1 + cos θ)−1 在模方 |Mu|2 中变成 (1 + cos θ)−2

这样的奇性看起来强于非极化振幅模方 |M|2 中 ∼ (1 + cos θ)−1 的奇性
通过下面的计算将看到奇性是如何减弱的

为计算极化振幅，先导出振幅中各个因子的显明表达式
在高能极限下，初末态电子四维动量近似为

kµ1 ≃ ω(1, 0, 0, 1), pµ1 ≃ ω(1, sθ, 0, cθ)

参照 8.2.4 小节，相应的螺旋态为

ξ+(k1) =

1

0

 , ξ−(k1) =

0

1

 , ξ+(p1) =

cθ/2
sθ/2

 , ξ−(p1) =

−sθ/2
cθ/2
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e+e− → γγ

电子的平面波旋量系数
根据 8.3 节，高能极限下的平面波旋量系数为

u(k1,+) ≃
√
2ω

 0

ξ+(k1)

 =
√
2ω


0

0

1

0

 , u(k1,−) ≃
√
2ω

ξ−(k1)
0

 =
√
2ω


0

1

0

0



u(p1,+) ≃
√
2ω

 0

ξ+(p1)

 =
√
2ω


0

0

cθ/2

sθ/2

 , u(p1,−) ≃
√
2ω

ξ−(p1)

0

 =
√
2ω


−sθ/2

cθ/2

0

0


u(p1, λ

′
1) 的 Dirac 共轭是

ū(p1,+) = u†(p1,+)γ0 ≃
√
2ω

(
0 ξ†+(p1)

) 1
1


=

√
2ω

(
ξ†+(p1) 0

)
≃

√
2ω

(
cθ/2 sθ/2 0 0

)
ū(p1,−) ≃

√
2ω

(
0 ξ†−(p1)

)
≃

√
2ω

(
0 0 −sθ/2 cθ/2

)
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e+e− → γγ

光子的极化矢量

e− γ

e−

γ

θF1

F2

T1

T2
x

z

初末态光子的四维动量是 kµ2 = ω(1, 0, 0,−1) 和 pµ2 = ω(1,−sθ, 0,−cθ)

根据极化矢量表达式
εµ(p,+) =

1√
2|p||pT|

(0, p1p3 − ip2|p|, p2p3 + ip1|p|, − |pT|2)

εµ(p,−) =
1√

2|p||pT|
(0, p1p3 + ip2|p|, p2p3 − ip1|p|, − |pT|2)

求得末态光子极化矢量为
εµ(p2,+) =

1√
2
(0, cθ,−i,−sθ)

εµ(p2,−) =
1√
2
(0, cθ, i,−sθ)

与动量一样，末态光子极化矢量的空间分
量转动的角度为 θ，这是自旋为 1 的体现
令 θ = 0，即得初态光子极化矢量

εµ(k2,+) =
1√
2
(0, 1,−i, 0), εµ(k2,−) =

1√
2
(0, 1, i, 0)
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e+e− → γγ

初态极化矢量缩并

初态极化矢量与 Dirac 矩阵的缩并为

/ε(k2,+) = γµεµ(k2,+) =
1√
2
(γ1 − iγ2)

=
1√
2

 −σ1 + iσ2

σ1 − iσ2

 =
√
2


0

−1

0

1


/ε(k2,−) = γµεµ(k2,−) =

1√
2
(−γ1 − iγ2)

=
1√
2

 −σ1 − iσ2

σ1 + iσ2

 =
√
2


−1

0

1

0
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e+e− → γγ

末态极化矢量缩并
末态极化矢量与 Dirac 矩阵的缩并为

/ε
∗(p2,+) = γµε∗µ(p2,+) =

1√
2
(−cθγ1 − iγ2 + sθγ

3)

=
√
2


sθ/2cθ/2 −c2θ/2
s2θ/2 −sθ/2cθ/2

−sθ/2cθ/2 c2θ/2

−s2θ/2 sθ/2cθ/2


/ε
∗(p2,−) = γµε∗µ(p2,−) =

1√
2
(−cθγ1 + iγ2 + sθγ

3)

=
√
2


sθ/2cθ/2 s2θ/2

−c2θ/2 −sθ/2cθ/2
−sθ/2cθ/2 −s2θ/2
c2θ/2 sθ/2cθ/2
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s 通道极化振幅计算之一
第一步计算 s 通道极化振幅，Ms 中的因子 ū(p1, λ

′
1)/ε

∗(p2, λ
′
2) 化为

ū(p1,+)/ε
∗(p2,+) ≃ 2

√
ω
(
0 0 sθ/2 −cθ/2

)
, ū(p1,+)/ε

∗(p2,−) ≃
(
0 0 0 0

)
ū(p1,−)/ε

∗(p2,−) ≃ 2
√
ω
(
cθ/2 sθ/2 0 0

)
, ū(p1,−)/ε

∗(p2,+) ≃
(
0 0 0 0

)
可见，当末态中电子与光子具有相反螺旋度时，贡献为零
(k1 + k2)

µ ≃ (2ω, 0, 0, 0) 与 Dirac 矩阵的缩并表达成

/k1 + /k2 = (k1 + k2)µ

(
σµ

σ̄µ

)
≃ 2ω

(
1

1

)
= 2ω


1 0

0 1

1 0

0 1


乘到 ū(p1, λ

′
1)/ε

∗(p2, λ
′
2) 后面，得

ū(p1,+)/ε
∗(p2,+)(/k1 + /k2) ≃ 4ω3/2

(
sθ/2 −cθ/2 0 0

)
ū(p1,−)/ε

∗(p2,−)(/k1 + /k2) ≃ 4ω3/2
(
0 0 cθ/2 sθ/2

)
ū(p1,+)/ε

∗(p2,−)(/k1 + /k2) ≃
(
0 0 0 0

)
ū(p1,−)/ε

∗(p2,+)(/k1 + /k2) ≃
(
0 0 0 0

)
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s 通道极化振幅计算之二

Ms 中最后两个因子 /ε(k2, λ2)u(k1, λ1) 的表达式是

/ε(k2,+)u(k1,+) ≃ −2
√
ω


0

1

0

0

 , /ε(k2,+)u(k1,−) ≃


0

0

0

0



/ε(k2,−)u(k1,−) ≃ 2
√
ω


0

0

1

0

 , /ε(k2,−)u(k1,+) ≃


0

0

0

0


当初态中电子与光子具有相反螺旋度时，贡献也为零
将这些因子乘起来，就得到Ms 的计算结果
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e+e− → γγ

零贡献原因

e−

γ

γ

e−

k1

k2

k1+k2

p1

p2

+

e−

γ

γ

e−

k1

k2

k1−p2

p1

p2

e
− γ

e
−

γ

⇒

1/2

⇒

1⇒

3/2

⇒

1/2

⇒
1

⇒

3/2

以上结果表明，无论是初态还是末态，只要电子与光子具有相反螺旋度，对 s 通
道振幅的贡献就是零

这是因为螺旋度相反的电子和光子组成一个角动量为 3/2 的系统，而 s 通道电子
传播子对应于一个自旋为 1/2 的类时虚粒子，违背角动量守恒

如果不忽略电子质量，则会出现受到螺旋度压低的非零贡献
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e+e− → γγ

s 通道极化振幅计算之三
Ms 的初末态平面波旋量系数之间夹着 3 个 Dirac 矩阵
由 ū(q,−λ)γµγνγρu(p, λ) ≃ 0 推断螺旋度相反的初末态电子在高能极限下没有

贡献，即 ū(p1,−λ)/ε∗(p2, λ
′
2)(/k1 + /k2)/ε(k2, λ2)u(k1, λ) ≃ 0, λ = ±

对于初末态电子螺旋度相同的情况，高能极限下的非零结果只有

ū(p1,+)/ε
∗(p2,+)(/k1 + /k2)/ε(k2,+)u(k1,+) ≃ 8ω2cθ/2

ū(p1,−)/ε
∗(p2,−)(/k1 + /k2)/ε(k2,−)u(k1,−) ≃ 8ω2cθ/2

相应的极化振幅为

Ms(+,+,+,+) = Ms(−,−,−,−) ≃ −2e2cθ/2

s 通道贡献只来自四个粒子全部右旋极化和全部左旋极化的螺旋度构型
这两种构型在宇称变换下相互转换
由于宇称守恒，它们的振幅至多相差一个相位因子，此处相位因子为 1
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ū(p1,−)/ε
∗(p2,−)(/k1 + /k2)/ε(k2,−)u(k1,−) ≃ 8ω2cθ/2

相应的极化振幅为

Ms(+,+,+,+) = Ms(−,−,−,−) ≃ −2e2cθ/2

s 通道贡献只来自四个粒子全部右旋极化和全部左旋极化的螺旋度构型
这两种构型在宇称变换下相互转换
由于宇称守恒，它们的振幅至多相差一个相位因子，此处相位因子为 1

余钊焕 （中山大学） 第 8 章　量子电动力学 8.6 节 35 / 43



o o o

Compton 散射

o o o o o o o

光子极化求和与 Ward 恒等式

o o o o o o o o o o o

非极化振幅模方和 Klein-Nishina 公式

o o o o o o o o o o o o o o o o

高能行为和极化振幅

o o o o

e+e− → γγ

u 通道极化振幅计算之一
第二步计算 u 通道极化振幅，Mu 中因子 ū(p1, λ

′
1)/ε(k2, λ2) 化为

ū(p1,+)/ε(k2,+) ≃ −2
√
ω
(
0 0 sθ/2 0

)
ū(p1,+)/ε(k2,−) ≃ −2

√
ω
(
0 0 0 cθ/2

)
ū(p1,−)/ε(k2,+) ≃ 2

√
ω
(
cθ/2 0 0 0

)
ū(p1,−)/ε(k2,−) ≃ −2

√
ω
(
0 sθ/2 0 0

)
(k1 − p2)

µ ≃ ω(0, sθ, 0, 1 + cθ) = 2ω(0, sθ/2cθ/2, 0, c
2
θ/2) 与 Dirac 矩阵的缩并是

/k1 − /p2 = (k1 − p2)µ

(
σµ

σ̄µ

)
≃ 2ω

(
−sθ/2cθ/2σ

1 − c2
θ/2

σ3

sθ/2cθ/2σ
1 + c2

θ/2
σ3

)

= 2ω


−c2

θ/2
−sθ/2cθ/2

−sθ/2cθ/2 c2
θ/2

c2
θ/2

sθ/2cθ/2

sθ/2cθ/2 −c2
θ/2
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e+e− → γγ

u 通道极化振幅计算之二
将 /k1 − /p2 乘到 ū(p1, λ

′
1)/ε(k2, λ2) 后面，得

ū(p1,+)/ε(k2,+)(/k1 − /p2) ≃ −4ω3/2
(
sθ/2c

2
θ/2

s2
θ/2

cθ/2 0 0
)

ū(p1,−)/ε(k2,−)(/k1 − /p2) ≃ 4ω3/2
(
0 0 s2

θ/2
cθ/2 −sθ/2c

2
θ/2

)
ū(p1,+)/ε(k2,−)(/k1 − /p2) ≃ 4ω3/2

(
−sθ/2c

2
θ/2

c3
θ/2

0 0
)

ū(p1,−)/ε(k2,+)(/k1 − /p2) ≃ −4ω3/2
(
0 0 c3

θ/2
sθ/2c

2
θ/2

)
Mu 中最后两个因子 /ε∗(p2, λ

′
2)u(k1, λ1) 的表达式是

/ε∗(p2,+)u(k1,+) ≃ 2
√
ω


sθ/2cθ/2

s2
θ/2

0

0

 , /ε∗(p2,+)u(k1,−) ≃ 2
√
ω


0

0

c2
θ/2

sθ/2cθ/2



/ε∗(p2,−)u(k1,+) ≃ 2
√
ω


sθ/2cθ/2

−c2
θ/2

0

0

 , /ε∗(p2,−)u(k1,−) ≃ 2
√
ω


0

0

−s2
θ/2

sθ/2cθ/2


余钊焕 （中山大学） 第 8 章　量子电动力学 8.6 节 37 / 43



o o o

Compton 散射

o o o o o o o

光子极化求和与 Ward 恒等式

o o o o o o o o o o o

非极化振幅模方和 Klein-Nishina 公式

o o o o o o o o o o o o o o o o

高能行为和极化振幅

o o o o

e+e− → γγ

u 通道极化振幅计算之三
同样，螺旋度相反的初末态电子没有贡献，即

ū(p1,−λ)/ε(k2, λ2)(/k1 − /p2)/ε
∗(p2, λ

′
2)u(k1, λ) ≃ 0, λ = ±

对于初末态电子螺旋度相同的情况，高能极限下的非零结果只有
ū(p1,+)/ε(k2,+)(/k1 − /p2)/ε

∗(p2,+)u(k1,+) ≃ −8ω2s2θ/2cθ/2

ū(p1,−)/ε(k2,−)(/k1 − /p2)/ε
∗(p2,−)u(k1,−) ≃ −8ω2s2θ/2cθ/2

ū(p1,+)/ε(k2,−)(/k1 − /p2)/ε
∗(p2,−)u(k1,+) ≃ −8ω2c3θ/2

ū(p1,−)/ε(k2,+)(/k1 − /p2)/ε
∗(p2,+)u(k1,−) ≃ −8ω2c3θ/2

Mu(+,+,+,+) = Mu(−,−,−,−) ≃ −
2e2s2θ/2
cθ/2

Mu(+,−,+,−) = Mu(−,+,−,+) ≃ −2e2cθ/2

θ = π 处的奇性来自全部粒子螺旋度相同的 u 通道振幅Mu(±,±,±,±)

ū(p1,±)/ε(k2,±)(/k1 − /p2)/ε
∗(p2,±)u(k1,±) 包含一个 cθ/2 因子

将振幅中原本 ∼ c−2
θ/2 的奇性减弱成 ∼ c−1

θ/2 的奇性
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e+e− → γγ

非极化振幅模方

将 s 和 u 通道的贡献加起来，M = Ms +Mu，得到非零极化振幅

M(+,+,+,+) = M(−,−,−,−) ≃ −2e2cθ/2 −
2e2s2θ/2
cθ/2

= − 2e2

cθ/2
,

M(+,−,+,−) = M(−,+,−,+) ≃ −2e2cθ/2

于是，非极化振幅模方为

|M|2 =
1

4

∑
spins

|M|2 ≃ 1

4

[
2|M(+,−,+,−)|2 + 2|M(+,+,+,+)|2

]
≃ 1

2

(
4e4c2θ/2 +

4e4

c2θ/2

)
= 4e4

(
1 + cθ

4
+

1

1 + cθ

)

与前面通过求迹运算得到的表达式一致
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e+e− → γγ

8.6.4 小节　正负电子湮灭到双光子

e−

e+

γ

γ

k′1

k′2

k′1−p′2

p′1

p′2

+

e−

e+

γ

γ

k′1

k′2

k′1−p′1

p′1

p′2

e−

γ

γ

e−

k1

k2

k1+k2

p1

p2

+

e−

γ

γ

e−

k1

k2

k1−p2

p1

p2

在 QED 领头阶，正负电子湮灭到
双光子过程 e+e− → γγ 的 Feynman
图如右上图所示

它与 Compton 散射过程（右下图）
具有交叉对称性

设初态 e− 和 e+ 的动量为 k′1 和
k′2，末态两个光子的动量为 p′1 和 p′2

将 e−γ → e−γ 交叉成 e+e− → γγ

时，需要把初态 γ (动量为 k2) 换成
末态 γ (动量为 p′1)，同时把末态 e−

(动量为 p1) 换成初态 e+ (动量为 k′2)，引起动量替换规则
kµ1 → k′µ1 , kµ2 → −p′µ1 , pµ1 → −k′µ2 , pµ2 → p′µ2
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+
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+
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在 QED 领头阶，正负电子湮灭到
双光子过程 e+e− → γγ 的 Feynman
图如右上图所示

它与 Compton 散射过程（右下图）
具有交叉对称性

设初态 e− 和 e+ 的动量为 k′1 和
k′2，末态两个光子的动量为 p′1 和 p′2

将 e−γ → e−γ 交叉成 e+e− → γγ

时，需要把初态 γ (动量为 k2) 换成
末态 γ (动量为 p′1)，同时把末态 e−

(动量为 p1) 换成初态 e+ (动量为 k′2)，引起动量替换规则
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e+e− → γγ

非极化振幅模方

e−γ → e−γ 非极化振幅模方为

|M|2 = 2e4
[
k1 · p2
k1 · k2

+
k1 · k2
k1 · p2

+ 2m2
e

(
1

k1 · k2
− 1

k1 · p2

)
+m4

e

(
1

k1 · k2
− 1

k1 · p2

)2
]

应用上面的替换规则 kµ1 → k′µ1 , kµ2 → −p′µ1 , pµ1 → −k′µ2 , pµ2 → p′µ2

由于只交叉一个费米子，需要移除一个整体负号

从而得到 e+e− → γγ 非极化振幅模方

|M|2 = 2e4
[
k′1 · p′2
k′1 · p′1

+
k′1 · p′1
k′1 · p′2

+ 2m2
e

(
1

k′1 · p′1
+

1

k′1 · p′2

)
−m4

e

(
1

k′1 · p′1
+

1

k′1 · p′2

)2
]
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e+e− → γγ

质心系中的微分散射截面
在质心系中，记 k′

1 与 p′
1 之间的夹角为 θ，βe =

√
1− 4m2

e/s，则
k′1 · p′1 = k′01 p

′0
1 − |k′

1||p′
1| cos θ =

s

4
(1− βe cos θ)

k′1 · p′2 = k′01 p
′0
2 + |k′

1||p′
2| cos θ =

s

4
(1 + βe cos θ)

k′1 · p′2
k′1 · p′1

+
k′1 · p′1
k′1 · p′2

=
1 + βe cos θ
1− βe cos θ +

1− βe cos θ
1 + βe cos θ =

2(1 + β2
e cos2 θ)

1− β2
e cos2 θ

1

k′1 · p′1
+

1

k′1 · p′2
=

4

s

(
1

1− βe cos θ +
1

1 + βe cos θ

)
=

8

s(1− β2
e cos2 θ)

|M|2 = 32π2α2

[
2(1 + β2

e cos2 θ)
1− β2

e cos2 θ + 2m2
e

8

s(1− β2
e cos2 θ) −m4

e
64

s2(1− β2
e cos2 θ)2

]

e+e− → γγ 微分散射截面为
dσ
dΩ =

|M|2
64π2sβe

=
α2

sβe

[
1 + β2

e cos2 θ
1− β2

e cos2 θ +
8m2

e

s(1− β2
e cos2 θ) − 32m4

e

s2(1− β2
e cos2 θ)2

]
对上式积分计算散射截面 σ 时，应当注意此过程的末态对称性因子 S = 2
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e+e− → γγ

质心系中的微分散射截面
在质心系中，记 k′

1 与 p′
1 之间的夹角为 θ，βe =

√
1− 4m2

e/s，则
k′1 · p′1 = k′01 p
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1 − |k′

1||p′
1| cos θ =

s

4
(1− βe cos θ)

k′1 · p′2 = k′01 p
′0
2 + |k′
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2| cos θ =

s

4
(1 + βe cos θ)
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k′1 · p′1

+
k′1 · p′1
k′1 · p′2

=
1 + βe cos θ
1− βe cos θ +

1− βe cos θ
1 + βe cos θ =

2(1 + β2
e cos2 θ)

1− β2
e cos2 θ

1

k′1 · p′1
+

1

k′1 · p′2
=

4

s

(
1

1− βe cos θ +
1

1 + βe cos θ

)
=

8

s(1− β2
e cos2 θ)

|M|2 = 32π2α2

[
2(1 + β2

e cos2 θ)
1− β2

e cos2 θ + 2m2
e

8

s(1− β2
e cos2 θ) −m4

e
64

s2(1− β2
e cos2 θ)2

]
e+e− → γγ 微分散射截面为

dσ
dΩ =

|M|2
64π2sβe

=
α2

sβe

[
1 + β2

e cos2 θ
1− β2

e cos2 θ +
8m2

e

s(1− β2
e cos2 θ) − 32m4

e

s2(1− β2
e cos2 θ)2

]
对上式积分计算散射截面 σ 时，应当注意此过程的末态对称性因子 S = 2
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Compton 散射
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光子极化求和与 Ward 恒等式

o o o o o o o o o o o

非极化振幅模方和 Klein-Nishina 公式

o o o o o o o o o o o o o o o o o

高能行为和极化振幅

o o o

e+e− → γγ

与实验数据对比

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
|cos θ|

10-2

10-1

100

d
σ
/d

Ω
(n

b
/s

r) √
s = 14 GeV

√
s = 22 GeV √

s = 34.6 GeV

e + e −→ γγ

QED
JADE

1983 年，PETRA 对撞机上 JADE 探测器测量了质心能 √
s = 14, 22, 34.6 GeV

的 e+e− → γγ 微分散射截面，数据如下图所示
将以上 QED 领头阶预言值用实线画在图上，与实验数据基本吻合。
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