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QED U(1) 规范对称性与 QED e+e− → µ+µ− 求迹和缩并技巧 非极化散射截面 极化振幅

第 8 章　量子电动力学
除了中微子之外，基本费米子都携带电荷，参与电磁相互作用
下表列出基本费米子 f 的电菏和质量，其中 Qf 是以 e 为单位的正费米子电荷

标准模型中的基本费米子
费米子 f 带电轻子 e, µ, τ 中微子 νe, νµ, ντ 下型夸克 d, s, b 上型夸克 u, c, t

电荷 Qf −1 0 −1/3 2/3

质量 mf

me = 0.5110 MeV
mµ = 105.7 MeV
mτ = 1.777 GeV

mνe = 0

mνµ = 0

mντ = 0

md = 4.70 MeV
ms = 93.5 MeV
mb = 4.18 GeV

mu = 2.16 MeV
mc = 1.27 GeV
mt = 172.6 GeV

带电轻子的正粒子带负电，记作 e−、µ−、τ−；反粒子带正电，记作 e+、µ+、τ+

表中 (d, u, s)、c、b 夸克的质量分别是能标 µ = 2 GeV、mc、mb 处的 MS 质量
标准模型中 3 代中微子都没有质量，但 1998 年实验发现中微子振荡，表明中微

子具有质量，所以需要扩充标准模型才能正确描述中微子物理
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量子电动力学 (QED)

朝永振一郎
(1906–1979)

Julian Schwinger
(1918–1994)

Richard Feynman
(1918–1988)

Freeman Dyson
(1923–2020)

电荷是电磁相互作用的源，单位电荷量 e 表征电磁相互作用的强度
光子是传递电磁相互作用的媒介粒子
描述带电粒子如何参与电磁相互作用的量子场理论称为量子电动力学 (quantum

electrodynamics)，简称 QED，它是标准模型的一个组成部分
QED 于 20 世纪中叶由朝永振一郎、Julian Schwinger、Richard Feynman 和

Freeman Dyson 建立起来，是第一个自洽的相对论性量子场论
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8.1 节 U(1) 规范对称性与 QED

记 f 为标准模型中某种带电的基本费米子，它对应于一个 Dirac 旋量场 ψf (x)

写下相应的自由场拉氏量
Lfree(x) = iψ̄f (x)γ

µ∂µψf (x)−mf ψ̄f (x)ψf (x)

mf 是费米子 f 的质量
如 5.5.3 小节所述，Lfree 具有 U(1) 整体对称性

具体来说，对 Dirac 旋量场 ψf (x) 作 U(1) 整体变换
ψ′

f (x) = eiQf θψf (x)

Qf 是正费米子 f 的电荷，也看成是场 ψf (x) 的电荷；θ 是连续变换参数
从而，ψ̄′

f (x) = ψ̄f (x)e−iQf θ，拉氏量不变：
L′

free = iψ̄′
fγ

µ∂µψ
′
f −mf ψ̄

′
fψ

′
f = iψ̄fγ

µ∂µψf −mf ψ̄fψf = Lfree

根据 Noether 定理，电荷守恒定律成立
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U(1) 规范变换
将变换参数 θ 改为依赖于 xµ 的 Lorentz 标量函数 θ(x)，就变成 U(1) 规范变换

ψ′
f (x) = eiQf θ(x)ψf (x)

由于 ∂µψ
′
f (x) = eiQf θ(x)∂µψf (x) + iQf∂µθ(x)eiQf θ(x)ψf (x)

不会得到 L′
free = Lfree，故不存在相应的对称性

原因是 ∂µψ
′
f (x) 包含正比于 ∂µθ(x) 的第二项，导致 ∂µψ

′
f (x) ̸= eiQf θ(x)∂µψf (x)

为了得到对称性，将作用在 ψf (x) 上的 ∂µ 替换为协变导数 (covariant derivative)

Dµ = ∂µ + iQfeAµ(x)

Aµ(x) 是电磁场，e 是单位电荷量
要求在 ψf (x) 作 U(1) 规范变换的同时，电磁场 Aµ(x) 作规范变换

A′
µ(x) = Aµ(x)−

1

e
∂µθ(x)

4.4.2 小节中用到的规范变换函数 χ(x) 与 θ(x) 的关系为 θ(x) = −eχ(x)
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U(1) 规范对称性
这样一来，Dµψf (x) 的变换形式就与 ψf (x) 相同：

[Dµψf (x)]
′ = ∂µψ

′
f (x) + iQfeA

′
µ(x)ψ

′
f (x)

= eiQf θ(x)∂µψf (x) + iQf∂µθ(x)eiQf θ(x)ψf (x)

+ iQfe

[
Aµ(x)−

1

e
∂µθ(x)

]
eiQf θ(x)ψf (x)

= eiQf θ(x)[∂µ + iQfeAµ(x)]ψf (x) = eiQf θ(x)Dµψf (x)

只要将拉氏量修改为 Lgauge = iψ̄f (x)γ
µDµψf (x)−mf ψ̄f (x)ψf (x)

那么，同时让 ψf (x) 作 U(1) 规范变换 ψ′
f (x) = eiQf θ(x)ψf (x)、Aµ(x) 作规范

变换 A′
µ(x) = Aµ(x)− e−1 ∂µθ(x) 会使得 L′

gauge = Lgauge

这种对称性称为 U(1) 规范对称性
4.4.2 小节表明，当电磁场 Aµ(x) 作规范变换时，场强张量 Fµν = ∂µAν − ∂νAµ

不变，因此动能项 −FµνF
µν/4 是规范对称性所允许的

但是，质量项 m2AµA
µ/2 不满足规范对称性，即规范对称性禁止光子具有质量
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QED 拉氏量
现在写下量子电动力学的拉氏量，

LQED =
∑
f

(iψ̄fγ
µDµψf −mf ψ̄fψf )−

1

4
FµνF

µν , f = e, µ, τ, di, si, bi, ui, ci, ti

i = 1, 2, 3 是夸克的颜色指标，同味异色的夸克具有相同的质量和电荷
LQED 具有 U(1) 规范对称性，因此称 QED 是 U(1) 规范理论 (gauge theory)，

电磁场是 U(1) 规范场 (gauge field)，光子是规范玻色子 (gauge boson)

LQED 包含场的动能项和质量项
将协变导数 Dµ = ∂µ + iQfeAµ(x) 展开，发现 LQED 还包含相互作用项

Lint = −
∑
f

QfeAµψ̄fγ
µψf

Lint 描述费米子 f 的电磁相互作用
这样的相互作用称为规范相互作用，而单位电荷量 e 是一个规范耦合常数
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电磁流和 Maxwell 方程
容易看出，LQED 也具有 U(1) 整体对称性
类似于 5.5.3 小节的做法，根据 Noether 定理将相应守恒流定义成

Jµ
EM =

∑
f

Qfeψ̄fγ
µψf

Jµ
EM 称为电磁流 (electromagnetic current)，满足电磁流守恒方程 ∂µJ

µ
EM = 0

可见，QED 相互作用拉氏量具有流耦合形式 Lint = −AµJ
µ
EM

求导得 ∂LQED

∂(∂µAν)
= −Fµν，∂LQED

∂Aν
= −Jν

EM

Euler-Lagrange 方程给出 0 = ∂µ
∂LQED

∂(∂µAν)
− ∂LQED

∂Aν
= −∂µFµν + Jν

EM

故电磁场的经典运动方程为
∂µF

µν = Jν
EM

这是有源的 Maxwell 方程，源为带电费米子的电磁流
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费米子场经典运动方程

求导得 ∂LQED

∂(∂µψf )
= iψ̄fγ

µ，∂LQED

∂ψf
= −mf ψ̄f −QfeAµψ̄fγ

µ，Euler-Lagrange

方程给出 0 = ∂µ
∂LQED

∂(∂µψf )
− ∂LQED

∂ψf
= i(∂µψ̄f )γ

µ +mf ψ̄f +QfeAµψ̄fγ
µ

取厄米共轭，利用 (γµ)†γ0 = γ0γµ，有

0 = −i(γµ)†γ0∂µψf+mfγ
0ψf+QfeAµ(γ

µ)†γ0ψf = −γ0(iγµ∂µ−mf−QfeAµγ
µ)ψf

于是推出费米子场 ψf 的经典运动方程 (iγµDµ −mf )ψf = 0

这个方程只是将 Dirac 方程中的普通导数替换成协变导数 Dµ = ∂µ + iQfeAµ

对运动方程左乘 (iγνDν +mf )，得
0 = (iγνDν +mf )(iγµDµ −mf )ψf = (−γνγµDνDµ −m2

f )ψf = −( /D
2
+m2

f )ψf

/D
2
= γµγνDµDν =

1

2
({γµ, γν}+ [γµ, γν ])DµDν

=
1

2
(2gµν + [γµ, γν ])DµDν = D2 +

1

2
[γµ, γν ]DµDν
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协变导数的对易子
调整 Lorentz 指标，得
1

2
[γµ, γν ]DµDν =

1

4
([γµ, γν ]DµDν + [γν , γµ]DνDµ)

=
1

4
([γµ, γν ]DµDν − [γµ, γν ]DνDµ) =

1

4
[γµ, γν ][Dµ, Dν ]

根据 σµν ≡ i
2
[γµ, γν ]，有 /D

2
= D2 +

1

2
[γµ, γν ]DµDν = D2 − i

2
σµν [Dµ, Dν ]

对 ψf 连续作用两次协变导数，得
DµDνψf = (∂µ + iQfeAµ)(∂νψf + iQfeAνψf )

= ∂µ∂νψf + iQfe∂µ(Aνψf ) + iQfeAµ∂νψf −Q2
fe

2AµAνψf

故 [Dµ, Dν ] 对 ψf 的作用为
[Dµ, Dν ]ψf = DµDνψf −DνDµψf

= iQfe[∂µ(Aνψf ) +Aµ∂νψf − ∂ν(Aµψf )−Aν∂µψf ]

= iQfe[(∂µAν)ψf − (∂νAµ)ψf ] = iQfeFµνψf
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ψf 的运动方程
由 ψf 场的任意性有

[Dµ, Dν ] = iQfeFµν

也就是说，协变导数的对易子 [Dµ, Dν ] 实际上不包含对 ψf 的求导操作，而直接
对应于场强张量 Fµν

/D
2
= D2 − i

2
σµν [Dµ, Dν ] 进一步化为

/D
2
= D2 +

Qfe

2
Fµνσ

µν

于是，ψf 的运动方程 ( /D
2
+m2

f )ψf = 0 变成(
D2 +m2

f +
Qfe

2
Fµνσ

µν

)
ψf = 0

与自由 Dirac 旋量场满足的 Klein-Gordon 方程 (∂2 +m2)ψf = 0 相比，不仅普
通导数替换成协变导数，还多出一个正比于 Fµνσ

µν 的项
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电子场的运动方程
由于 Fij = F ij = −εijkBk，F0i = −F 0i = Ei，

σij = 2Sij = εijk
(
σk

σk

)
, σ0i = 2S0i = i

(
−σi

σi

)

Fµνσ
µν = Fijσ

ij + 2F0iσ
0i = −εijkεijlBk

(
σl

σl

)
+ 2iEi

(
−σi

σi

)

= −2δkl
(
Bkσl

Bkσl

)
+ 2

(
−iEiσi

iEiσi

)
= −2

(
(B + i E) · σ

(B − i E) · σ

)

注意到 Qe = −1，电子场 ψe 的运动方程化为(∂µ − ieAµ)
2 +m2

e + e

(B + i E) · σ
(B − i E) · σ

ψe = 0

这里采用缩写 (∂µ − ieAµ)
2 ≡ (∂µ − ieAµ)(∂

µ − ieAµ)，即 Lorentz 矢量的平方
指它的自我内积
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Schrödinger-Pauli 方程

Niels Bohr
(1885–1962)

电子场 ψe(x) 的运动方程[
(∂µ − ieAµ)

2 +m2
e + e

(
(B+ i E) · σ

(B− i E) · σ

)]
ψe = 0

在非相对论近似下对应于量子力学里的 Schrödinger-Pauli 方程

i ∂
∂t

|Ψ⟩ =
[

1

2me
(−i∇+ eA)2 − eA0 + µB B · σ

]
|Ψ⟩

它描述电子在电磁场中的运动
|Ψ⟩ 是电子的自旋双重态

µB =
e

2me
是 Bohr 磁子，用来衡量磁偶极矩的大小

可见，正比于 Fµνσ
µν 的项描述费米子的内禀磁偶极矩

(magnetic dipole moment)

±i E · σ 项是相对论修正
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QED 的 Feynman 规则
由于电磁场是无质量矢量场，如 4.4.2 小节所述，对 QED 进行正则量子化时，需

要加入规范固定项 − 1

2ξ
(∂µA

µ)2

可采用 Feynman 规范 (ξ = 1) 以得到简单的结果

根据第 7 章知识，QED 的动量空间 Feynman 规则如下

1 正费米子 f 入射外线：f, λ
p

= u(p, λ)

2 反费米子 f̄ 入射外线： f̄ , λ

p

= v̄(p, λ)

3 正费米子 f 出射外线： f, λ
p

= ū(p, λ)

4 反费米子 f̄ 出射外线： f̄ , λ

p

= v(p, λ)

5 费米子 f 传播子：
p

=
i(/p+mf )

p2 −m2
f + iϵ =

i
/p−mf + iϵ
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QED 的 Feynman 规则

在这些 Feynman 规
则中，Lorentz 指标 µ

和 ν 既可写成上标，也
可写成下标，只要在写
出振幅表达式时保证相
同指标上下缩并即可

QED 顶点线头处标
注了对应的正粒子名
一个 QED 顶点只能

联系同一种费米子 f 及
其反粒子 f̄，而无法联
系不同的费米子 f 和 f ′

这里将光子记作 γ，但不要与 Dirac 矩阵 γµ 混淆

6 光子 γ 入射外线：γ, λ;µ

p

= εµ(p, λ)

7 光子 γ 出射外线： γ, λ;µ

p

= ε∗µ(p, λ)

8 光子 γ 传播子：ν µ

p

=
−igµν
p2 + iϵ (Feynman 规范)

9 QED 相互作用顶点：

f f

γ;µ

= −iQfeγ
µ

剥离相互作用拉氏量 −QfeAµψ̄fγ
µψf 中的场算符

Aµ、ψf 和 ψ̄f，再乘以 i，就得到 QED 顶点规则表达式 −iQfeγ
µ
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8.2 节　正负电子湮灭到正负 µ 子

γ

e
−

e
+

µ
−

µ
+

e+e− → µ+µ− 领头阶
Feynman 图

本节讨论一个典型的 QED 散射过程，一对正负电子湮灭成一对正负 µ 子，即

e+e− → µ+µ−

利用 QED 的 Feynman 规则中的图形拼接
出这个过程的领头阶 Feynman 图，得到一个
包含 2 个 QED 顶点的树图

如右图所示，它只有 1 种拓扑结构

由于 µ 子质量比电子质量大得多，根据能
动量守恒定律，此过程仅当正负电子对的质心
能 ECM > 2mµ 时才能发生
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8.2.1 小节　不变振幅

只要不涉及传播子的极点，
则无穷小量 iϵ 可以忽略
在圈图计算中，圈动量积分

通常会涉及到传播子的极点，
则 iϵ 不可忽略

根据 QED 的 Feynman 规则和 Qe = Qµ = −1，e+e− → µ+µ− 不变振幅为

iM =

e−, λ1

e+, λ2

µ−, λ′

1

µ+, λ′

2

µ ν

k1

k2
q

p1

p2

= v̄(k2, λ2) (ieγµ)u(k1, λ1)
−igµν
q2

ū(p1, λ
′
1) (ieγν) v(p2, λ

′
2)

=
ie2
q2

v̄(k2, λ2)γ
µu(k1, λ1) ū(p1, λ

′
1)γµv(p2, λ

′
2)

根据能动量守恒，光子传播子的四维动量 qµ 满足 qµ = kµ1 + kµ2 = pµ1 + pµ2

运动学要求 q2 = (p1 + p2)
2 = E2

CM > 4m2
µ

光子传播子 −igµν
q2 + iϵ 在运动学允许的区域上没有极点，可以丢弃无穷小量 iϵ
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不变振幅模方

第三步采取计
算 7.1.1 小节用过
的 Casimir 技巧，
因而出现求迹运算

根据 (γ0)† = γ0 和 (γµ)†γ0 = γ0γµ

iM 中旋量双线性型 v̄(k2, λ2)γ
µu(k1, λ1) 的复共轭为

(v̄γµu)∗ = (v̄γµu)† = (v†γ0γµu)† = u†(γµ)†γ0v = u†γ0γµv = ūγµv

(ūγµv)
∗ = v̄γµu，iM =

ie2
q2

v̄(k2, λ2)γ
µu(k1, λ1) ū(p1, λ

′
1)γµv(p2, λ

′
2) 的复共轭为

(iM)∗ = − ie2
q2

ū(k1, λ1)γ
νv(k2, λ2) v̄(p2, λ

′
2)γνu(p1, λ

′
1)

不变振幅模方 |M|2 =
e4

(q2)2
v̄(k2, λ2)γ

µu(k1, λ1) ū(p1, λ
′
1)γµv(p2, λ

′
2)

×[ū(k1, λ1)γ
νv(k2, λ2)] v̄(p2, λ

′
2)γνu(p1, λ

′
1)

=
e4

E4
CM

v̄(k2, λ2)γ
µu(k1, λ1) [ū(k1, λ1)γ

νv(k2, λ2)]

×ū(p1, λ
′
1)γµv(p2, λ

′
2) v̄(p2, λ

′
2)γνu(p1, λ

′
1)

=
e4

E4
CM

tr[v(k2, λ2)v̄(k2, λ2)γ
µu(k1, λ1) ū(k1, λ1)γ

ν ]

× tr[u(p1, λ
′
1)ū(p1, λ

′
1)γµv(p2, λ

′
2) v̄(p2, λ

′
2)γν ]
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不变振幅模方
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ie2
q2
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µu(k1, λ1) ū(p1, λ

′
1)γµv(p2, λ

′
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(iM)∗ = − ie2
q2

ū(k1, λ1)γ
νv(k2, λ2) v̄(p2, λ

′
2)γνu(p1, λ

′
1)
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e4

(q2)2
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CM
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×ū(p1, λ
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E4
CM
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非极化不变振幅模方
实际实验通常不会控制入射粒子的自旋状态，即采用非极化的入射束流
粒子探测器 (detector) 通常也不能区分出射粒子的自旋状态
在计算散射截面时，需要对入射正负电子的螺旋度 λ1 和 λ2 取平均，对出射正负

µ 子的螺旋度 λ′
1 和 λ′

2 求和，也就是说，应当计算非极化不变振幅模方

|M|2 ≡ 1

2

∑
λ1=±

1

2

∑
λ2=±

∑
λ′
1=±

∑
λ′
2=±

|M|2 =
1

4

∑
λ1λ2λ

′
1λ

′
2

|M|2

=
e4

4E4
CM

∑
λ1λ2λ

′
1λ

′
2

tr[v(k2, λ2)v̄(k2, λ2)γ
µu(k1, λ1) ū(k1, λ1)γ

ν ]

× tr[u(p1, λ
′
1)ū(p1, λ

′
1)γµv(p2, λ

′
2) v̄(p2, λ

′
2)γν ]

=
e4

4E4
CM

tr[(/k2 −me)γ
µ(/k1 +me)γ

ν ] tr[(/p1 +mµ)γµ(/p2 −mµ)γν ]

最后用到自旋求和关系
∑
λ=±

u(p, λ)ū(p, λ) = /p+m 和
∑
λ=±

v(p, λ)v̄(p, λ) = /p−m

现在问题归结为计算 Dirac 矩阵乘积的迹
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8.2.2 小节 Dirac 矩阵求迹和缩并技巧
第 7 章计算过与 Dirac 矩阵相关的迹 tr(γµ) = 0，tr(γµγν) = 4gµν

实际上，利用 (γ5)2 = 1、γ5γµ = −γµγ5 和 tr(AB) = tr(BA)，可得
tr(奇数个 Dirac 矩阵之积) = tr(奇数个 Dirac 矩阵之积× γ5γ5)

= − tr(γ5 ×奇数个 Dirac 矩阵之积× γ5)

= − tr(γ5γ5 ×奇数个 Dirac 矩阵之积)

= − tr(奇数个 Dirac 矩阵之积)

因此，奇数个 Dirac 矩阵乘积的迹为零，这个结论自然包含 tr(γµ) = 0

对于 4 个 Dirac 矩阵乘积的迹，多次利用 γµγν = 2gµν − γνγµ，有
tr(γµγνγργσ) = tr(2gµνγργσ − γνγµγργσ) = tr(2gµνγργσ − 2γνgµργσ + γνγργµγσ)

= tr(2gµνγργσ − 2γνgµργσ + 2γνγρgµσ − γνγργσγµ)

= 2gµν tr(γργσ)− 2gµρ tr(γνγσ) + 2gµσ tr(γνγρ)− tr(γνγργσγµ)

= 8gµνgρσ − 8gµρgνσ + 8gµσgνρ − tr(γµγνγργσ)

tr(γµγνγργσ) = 4(gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ)
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γ5 相关求迹公式
根据定义，γ5 = iγ0γ1γ2γ3，因而它相当于 4 个 Dirac 矩阵之积
于是，γ5 与奇数个 Dirac 矩阵乘积的迹为零
利用 (γ0)2 = 1 和 γ5γµ = −γµγ5，得

tr(γ5) = tr(γ5γ0γ0) = − tr(γ0γ5γ0) = − tr(γ0γ0γ5) = − tr(γ5)

可见 tr(γ5) = 0

(γµ)2 = ±1 在 µ = 0 时取正号、在 µ = 1, 2, 3 时取负号
若 µ = ν，则 tr(γµγνγ5) = ± tr(γ5) = 0

若 µ ̸= ν，取 α ̸= µ, ν，利用 (γα)2 = ±1、γµγα = −γαγµ、γνγα = −γαγν 得

tr(γµγνγ5) = ± tr(γµγνγ5γαγα) = ∓ tr(γαγµγνγ5γα)

= ∓ tr(γαγαγµγνγ5) = − tr(γµγνγ5)

故 tr(γµγνγ5) = 0 对任意 µ 和 ν 成立
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tr(γµγνγργσγ5)

对于 tr(γµγνγργσγ5)，只要 (µ, ν, ρ, σ) 这 4 个指标中有 2 个指标相等，就能够
类似地推出 tr(γµγνγργσγ5) = 0

因此，仅当 (µ, ν, ρ, σ) 是 (0, 1, 2, 3) 的某种置换时，才能得到例外的结果
由于 Dirac 矩阵的反对易性质，此时有 tr(γµγνγργσγ5) = ± tr(γ0γ1γ2γ3γ5)，

且偶置换取正号，奇置换取负号

根据 εµνρσ =


+1, (µ, ν, ρ, σ) 是 (0, 1, 2, 3) 的偶置换，
−1, (µ, ν, ρ, σ) 是 (0, 1, 2, 3) 的奇置换，
0, 其它情况，

即得

tr(γµγνγργσγ5) = εµνρσtr(γ0γ1γ2γ3γ5)

由于 tr(γ0γ1γ2γ3γ5) = tr(iγ0γ1γ2γ3γ0γ1γ2γ3) = − tr(iγ1γ2γ3γ1γ2γ3)

= tr(iγ2γ3γ2γ3) = tr(iγ3γ3) = −i tr(1) = −4i

推出 tr(γµγνγργσγ5) = −4iεµνρσ
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求迹公式小结

总结起来，有下列求迹公式

tr(1) = 4

tr(奇数个 Dirac 矩阵之积) = 0

tr(γµγν) = 4gµν

tr(γµγνγργσ) = 4(gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ)

tr(γ5) = 0

tr(γµγνγ5) = 0

tr(γµγνγργσγ5) = −4iεµνρσ
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Dirac 矩阵相关缩并
除了求迹，还经常遇到 Lorentz 指标的缩并运算
首先，
γµγµ = gµνγ

µγν =
1

2
(gµνγ

µγν + gνµγ
νγµ) =

1

2
gµν{γµ, γν} = gµνg

µν = 4

其次，
γµγνγµ = 2gµνγµ − γνγµγµ = 2γν − 4γν = −2γν

再次，
γµγνγργµ = 2gµνγργµ − γνγµγργµ = 2γργν +2γνγρ = 2{γρ, γν} = 4gνρ

最后，

γµγνγργσγµ = 2gµνγργσγµ − γνγµγργσγµ = 2γργσγν − 4gρσγν

= 2γργσγν − 2(γργσ + γσγρ)γν = −2γσγργν
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Levi-Civita 符号的缩并
另一方面，可能会遇到度规和 Levi-Civita 符号的缩并
首先，由 gµρgρν = δµν 得 gµνgµν = gµνgνµ = δµµ = 4

其次，1.5 节已经推出 εαβγδεαβγδ = −24

再次，根据 Levi-Civita 符号的性质，εαβγµεαβγν 只在 µ = ν 时非零，即
εαβγµεαβγν ∝ δµν

取 µ = ν = 3，得 εαβγ3εαβγ3 = 3! ε0123ε0123 = −6，故比例系数为 −6

因此 εαβγµεαβγν = −6δµν

最后，εαβµνεαβρσ 仅在 (µ, ν) = (ρ, σ) 或 (µ, ν) = (σ, ρ) 时非零，而且这两种情
况的数值互为相反数，故

εαβµνεαβρσ ∝ δµρδ
ν
σ − δµσδ

ν
ρ

取 (µ, ν) = (ρ, σ) = (2, 3)，得 εαβ23εαβ23 = 2! ε0123ε0123 = −2

因而 εαβµνεαβρσ = −2(δµρδ
ν
σ − δµσδ

ν
ρ)
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因而 εαβµνεαβρσ = −2(δµρδ
ν
σ − δµσδ

ν
ρ)
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缩并公式小结

总结起来，有下列缩并公式

γµγµ = 4

γµγνγµ = −2γν

γµγνγργµ = 4gνρ

γµγνγργσγµ = −2γσγργν

gµνgµν = 4,

εαβγδεαβγδ = −24

εαβγµεαβγν = −6δµν

εαβµνεαβρσ = −2(δµρδ
ν
σ − δµσδ

ν
ρ)
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四维动量与 Dirac 矩阵的缩并

实际计算中经常遇到四维动量与 Dirac 矩阵的缩并，进一步导出下列有用公式

γµ
/p = pνγ

µγν = pν(2g
µν − γνγµ) = 2pµ − /pγ

µ

/p/k = pµγ
µ/k = pµ(2k

µ − /kγµ) = 2 p · k − /k/p

/p/p =
1

2
(/p/p+ /p/p) =

1

2
2 p · p = p2

γµ
/pγµ = pνγ

µγνγµ = −2pνγ
ν = −2/p

γµγν
/pγµ = pργ

µγνγργµ = 4pρg
νρ = 4pν

γµ
/p/kγµ = pνγ

µγν/kγµ = 4pνk
ν = 4 p · k

tr(/p/k) = pµkν tr(γµγν) = 4pµkνg
µν = 4 p · k

tr(/p/k/q/l) = pµkνqρlσ tr(γµγνγργσ) = 4pµkνqρlσ(g
µνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ)

= 4[(p · k)(q · l)− (p · q)(k · l) + (p · l)(k · q)]
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FeynCalc 程序包

此外，有
tr(/pγµ/kγν) = pρkσtr(γργµγσγν) = 4pρkσ(g

ρµgσν − gρσgµν + gρνgµσ)

= 4(pµkν + pνkµ − gµνp · k)

tr(/pγµ/kγν) tr(/qγµ/lγν) = 16(pµkν + pνkµ − gµνp · k)(qµlν + qν lµ − gµνq · l)

= 32[(p · q)(k · l) + (p · l)(k · q)]

当求迹和缩并计算非常复杂时，可利用 Mathematica 程序包 FeynCalc 辅助计算
FeynCalc 网址：https://feyncalc.github.io
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8.2.3 小节　非极化散射截面
现在回来计算 e+e− → µ+µ− 非极化振幅模方

|M|2 =
e4

4E4
CM

tr[(/k2 −me)γ
µ(/k1 +me)γ

ν ] tr[(/p1 +mµ)γµ(/p2 −mµ)γν ]

根据上一小节的求迹公式，第一个迹化为
tr[(/k2 −me)γ

µ(/k1 +me)γ
ν ] = tr(/k2γ

µ/k1γ
ν)−m2

e tr(γµγν)

= 4[kµ2 k
ν
1 + kν2k

µ
1 − gµν(k1 · k2 +m2

e)]

第一步丢弃了具有奇数个 Dirac 矩阵乘积的项

同理，第二个迹变成
tr[(/p1 +mµ)γµ(/p2 −mµ)γν ] = tr(/p1γµ/p2γν)−m2

µ tr(γµγν)

= 4[p1µp2ν + p1νp2µ − gµν(p1 · p2 +m2
µ)]

于是

|M|2 =
4e4

E4
CM

[kµ2 k
ν
1 + kν2k

µ
1 − gµν(k1 · k2 +m2

e)][p1µp2ν + p1νp2µ − gµν(p1 · p2 +m2
µ)]
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化简 |M|2

化简，得

|M|2 =
4e4

E4
CM

[kµ2 k
ν
1 + kν2k

µ
1 − gµν(k1 · k2 +m2

e)]

×[p1µp2ν + p1νp2µ − gµν(p1 · p2 +m2
µ)]

=
4e4

E4
CM

[
2(k1 · p1)(k2 · p2) + 2(k1 · p2)(k2 · p1)− 2 p1 · p2(k1 · k2 +m2

e)

− 2 k1 · k2(p1 · p2 +m2
µ) + 4(k1 · k2 +m2

e)(p1 · p2 +m2
µ)
]

=
8e4

E4
CM

[(k1 · p1)(k2 · p2) + (k1 · p2)(k2 · p1)

+m2
e(p1 · p2) +m2

µ(k1 · k2) + 2m2
em

2
µ]

现在，非极化振幅模方表达成四维动量内积的函数，具有明显的 Lorentz 不变性
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质心系运动学

e− e+

µ−

µ+

θF1

F2

T1

T2
x

z

在质心系中，入射和出射粒子的三维动量如右图所示
将散射角 θ 定义为 p1 与 k1 的方向夹角
质心系总动量为零，q = k1 + k2 = p1 + p2 = 0

故有 |k1| = |k2| 和 |p1| = |p2|

6.5.3 小节表明，质心能 q0 = ECM 平分在两个入射（出射）粒子上
k01 = k02 = p01 = p02 =

ECM

2

由此推出 |k1| = |k2| =
√

(k02)
2 −m2

e =
√
E2

CM/4−m2
e =

ECM

2
βe

|p1| = |p2| =
√

(p02)
2 −m2

µ =
√
E2

CM/4−m2
µ =

ECM

2
βµ

其中，电子和 µ 子在质心系中的运动速率为

βe ≡

√
1− 4m2

e

E2
CM

=
|k1|
k01

=
|k2|
k02

, βµ ≡

√
1−

4m2
µ

E2
CM

=
|p1|
p01

=
|p2|
p02
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四维动量内积
现在推导四维动量之间内积的表达式，质心能 ECM 满足

E2
CM = q2 = (k1 + k2)

2 = k21 + k22 + 2 k1 · k2 = 2(m2
e + k1 · k2)

同理有 E2
CM = 2(m2

µ + p1 · p2)，故 k1 · k2 =
E2

CM
2

−m2
e，p1 · p2 =

E2
CM
2

−m2
µ

根据能动量守恒定律，k1 + k2 = p1 + p2，则 k1 − p1 = p2 − k2，从而推出
m2

e +m2
µ − 2 k1 · p1 = (k1 − p1)

2 = (p2 − k2)
2 = m2

e +m2
µ − 2 k2 · p2

所以有 k2 · p2 = k1 · p1 = k01p
0
1 − |k1||p1| cos θ =

E2
CM
4

(1− βeβµ cos θ)

另一方面，也有 k1 − p2 = p1 − k2，同理推出

k2 · p1 = k1 · p2 = k01p
0
2 + |k1||p2| cos θ =

E2
CM
4

(1 + βeβµ cos θ)

由 q = 0 得 q · k1 = q0k01 = E2
CM/2，由此可见

q · k1 = q · k2 = q · p1 = q · p2 =
E2

CM
2
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质心系非极化振幅模方

γ

e
−

e
+

µ
−

µ
+

利用以上表达式，将非极化振幅模方化为

|M|2 =
8e4

E4
CM

[
E4

CM
16

(1− βeβµ cos θ)2 + E4
CM
16

(1 + βeβµ cos θ)2

+m2
µ

(
E2

CM
2

−m2
e

)
+m2

e

(
E2

CM
2

−m2
µ

)
+ 2m2

em
2
µ

]
=

e4

E2
CM

[E2
CM(1 + β2

eβ
2
µ cos2 θ) + 4(m2

e +m2
µ)]

= 16π2α2

[
1 + β2

eβ
2
µ cos2 θ + 4(m2

e +m2
µ)

E2
CM

]

精细结构常数定义为 α ≡ e2

4π

|M|2 ∝ α2，因而称 e+e− → µ+µ− 过程的领头阶
是 α2 阶，而相应 Feynman 图包含 2 个 QED 顶点
由此可以推断，包含 n 个 QED 顶点的 Feynman 图

在振幅模方上对应于 αn 阶过程
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非极化散射截面
|M|2 依赖于 θ，但不依赖于方位角 ϕ

根据 6.5.3 小节公式，非极化微分散射截面为

dσ
dΩ =

βµ|M|2
64π2E2

CMβe
=

α2βµ
4E2

CMβe

[
1 + β2

eβ
2
µ cos2 θ + 4(m2

e +m2
µ)

E2
CM

]

利用
∫ π

0

dθ sin θ =

∫ 1

−1

d cos θ = 2,

∫ π

0

dθ sin θ cos2 θ =

∫ 1

−1

cos2 θ d cos θ =
2

3

此过程末态对称性因子 S = 1，对全立体角积分，得到非极化散射截面

σ =

∫ 2π

0

dϕ
∫ π

0

dθ sin θ dσ
dΩ =

πα2βµ
2E2

CMβe

[
2 +

2

3
β2
eβ

2
µ +

8(m2
e +m2

µ)

E2
CM

]
=

πα2βµ
3E2

CMβe

[
3 +

(
1− 4m2

e

E2
CM

)(
1−

4m2
µ

E2
CM

)
+

12(m2
e +m2

µ)

E2
CM

]
=

4πα2βµ
3E2

CMβe

[
1 +

2(m2
e +m2

µ)

E2
CM

+
4m2

em
2
µ

E4
CM

]
=

4πα2βµ
3E2

CMβe

(
1 +

2m2
e

E2
CM

)(
1 +

2m2
µ

E2
CM

)
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QED U(1) 规范对称性与 QED e+e− → µ+µ− 求迹和缩并技巧 非极化散射截面 极化振幅

实验数据

10 15 20 25 30 35 40 45 50
ECM (GeV)

101

102

103

σ
(p

b
)

e + e −→ µ + µ −

QED
TASSO

右下图根据以上公式画出领头阶散射截面 σ 随质心能 ECM 的变化曲线
误差棒标注着 1988 年 PETRA 对撞机上 TASSO 探测器测量到的实验数据
可以看到，QED 领头阶预言结果与实验数据符合得比较好

由于 me ≪ mµ < ECM/2，可以近似地忽略电子质量，则 βe ≃ 1，而散射截
面近似为

σ =
4πα2βµ
3E2

CMβe

(
1 +

2m2
e

E2
CM

)(
1 +

2m2
µ

E2
CM

)
≃ 4πα2βµ

3E2
CM

(
1 +

2m2
µ

E2
CM

)
若 ECM ≫ mµ，则 βµ ≃ 1，散射截

面进一步近似为

σ ≃ 4πα2

3E2
CM
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QED U(1) 规范对称性与 QED e+e− → µ+µ− 求迹和缩并技巧 非极化散射截面 极化振幅

8.2.4 小节　极化振幅

e− e+

µ−

µ+

θF1

F2

T1

T2
x

z

根据前面的计算结果，螺旋度为 λ1 和 λ2 的 e− 和 e+ 湮灭到螺旋度为 λ′
1 和 λ′

2

的 µ− 和 µ+ 的过程对应的极化不变振幅为

M(λ1, λ2, λ
′
1, λ

′
2) =

e2

E2
CM

v̄(k2, λ2)γ
µu(k1, λ1) ū(p1, λ

′
1)γµv(p2, λ

′
2)

其中 λ1, λ2, λ
′
1, λ

′
2 = ±，而 v̄(k2, λ2)γ

µu(k1, λ1) 和 ū(p1, λ
′
1)γµv(p2, λ

′
2) 都是

用旋量双线性型表达的 Lorentz 矢量
本小节探索极化振幅的显明表达式

依照右图质心系中坐标系的定义，z 轴沿 k1 方向，初末态四个粒子的动量均位于
xz 平面上，则末态 µ− 和 µ+ 四维动量的分量表达式为

pµ1 =
ECM

2
(1, βµsθ, 0, βµcθ)

pµ2 =
ECM

2
(1,−βµsθ, 0,−βµcθ)

这里采用了缩写 sθ ≡ sin θ 和 cθ ≡ cos θ
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QED U(1) 规范对称性与 QED e+e− → µ+µ− 求迹和缩并技巧 非极化散射截面 极化振幅

末态螺旋态
根据螺旋态表达式

ξ+(p) =
1√

2|p|(|p|+ p3)

(
|p|+ p3

p1 + ip2

)
, ξ−(p) =

1√
2|p|(|p|+ p3)

(
−p1 + ip2

|p|+ p3

)

得到末态 µ− 和 µ+ 对应螺旋态 ξλ′
1
(p1) 和 ξλ′

2
(p2) 的形式为

ξ+(p1) =
1√

2|p1|2(1 + cθ)

(
|p1|(1 + cθ)

|p1|sθ

)
=

1

2cθ/2

(
2c2

θ/2

2sθ/2cθ/2

)
=

(
cθ/2

sθ/2

)

ξ−(p1) =
1√

2|p1|2(1 + cθ)

(
−|p1|sθ

|p1|(1 + cθ)

)
=

(
−sθ/2

cθ/2

)

ξ+(p2) =
1√

2|p2|2(1− cθ)

(
|p2|(1− cθ)

−|p2|sθ

)
=

1

2sθ/2

(
2s2

θ/2

−2sθ/2cθ/2

)
=

(
sθ/2

−cθ/2

)

ξ−(p2) =
1√

2|p2|2(1− cθ)

(
|p2|sθ

|p2|(1− cθ)

)
=

(
cθ/2

sθ/2

)

1 + cθ = 2c2θ/2
sθ = 2sθ/2cθ/2

1− cθ = 2s2θ/2

当 µ± 动量转动 θ 角时，螺旋态只转动 θ/2 角，这正是自旋 1/2 的特征
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QED U(1) 规范对称性与 QED e+e− → µ+µ− 求迹和缩并技巧 非极化散射截面 极化振幅

初态螺旋态
初态 e− 和 e+ 的四维动量为 kµ1 =

ECM

2
(1, 0, 0, βe) 和 kµ2 =

ECM

2
(1, 0, 0,−βe)

与 µ− 和 µ+ 四维动量的差异在于 βµ 换成 βe，且 θ = 0

只要将上一页 µ− 和 µ+ 螺旋态的 θ 取为 0，就得到 e− 和 e+ 的螺旋态

ξ+(k1) =

(
1

0

)
, ξ−(k1) =

(
0

1

)
, ξ+(k2) =

(
0

−1

)
, ξ−(k2) =

(
1

0

)

在 Weyl 表象中，γ0γµ =

(
1

1

)(
σµ

σ̄µ

)
=

(
σ̄µ

σµ

)

根据 5.4.2 小节 u(p, λ) 和 v(p, λ) 的螺旋态表达式，e± 贡献的 Lorentz 矢量为

v̄(k2, λ2)γ
µu(k1, λ1) = v†(k2, λ2)γ

0γµu(k1, λ1)

=
(
λ2ωλ2(k2)ξ

†
−λ2

(k2) −λ2ω−λ2(k2)ξ
†
−λ2

(k2)
)σ̄µ

σµ

ω−λ1(k1)ξλ1(k1)

ωλ1(k1)ξλ1(k1)


= λ2ωλ2(k2)ω−λ1(k1)ξ

†
−λ2

(k2)σ̄
µξλ1(k1)− λ2ω−λ2(k2)ωλ1(k1)ξ

†
−λ2

(k2)σ
µξλ1(k1)
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1
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=
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0γµu(k1, λ1)

=
(
λ2ωλ2(k2)ξ

†
−λ2

(k2) −λ2ω−λ2(k2)ξ
†
−λ2

(k2)
)σ̄µ

σµ

ω−λ1(k1)ξλ1(k1)
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= λ2ωλ2(k2)ω−λ1(k1)ξ

†
−λ2

(k2)σ̄
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−λ2

(k2)σ
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QED U(1) 规范对称性与 QED e+e− → µ+µ− 求迹和缩并技巧 非极化散射截面 极化振幅

ωλ(p) 的性质
按照 ωλ(p) 函数的定义 ωλ(p) =

√
Ep + λ|p|，有

ω+(k2)ω+(k1) =
√

(k02 + |k2|)(k01 + |k1|) =
√
ECM(1 + βe)

2

ECM(1 + βe)

2

=
ECM(1 + βe)

2

ω−(k2)ω−(k1) =
√

(k02 − |k2|)(k01 − |k1|) =
√
ECM(1− βe)

2

ECM(1− βe)

2

=
ECM(1− βe)

2

再由
√

1− β2
e =

√
1−

(
1− 4m2

e

E2
CM

)
=

2me

ECM
导出

ω−(k2)ω+(k1) = ω+(k2)ω−(k1) =

√
ECM(1 + βe)

2

ECM(1− βe)

2

=
ECM

2

√
1− β2

e = me
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初态分量
代入 σµ = (1,σ)、σ̄µ = (1,−σ) 和

σ1 =

(
1

1

)
, σ2 =

(
−i

i

)
, σ3 =

(
1

−1

)

得到 ξ†−λ2
(k2)σ

µξλ1(k1) 和 ξ†−λ2
(k2)σ̄

µξλ1(k1) (µ = 0, 1, 2, 3) 的分量表达式

ξ†+(k2)σ
µξ+(k1) =

(
0 −1

)
σµ

(
1

0

)
= (0,−1,−i, 0) = −ξ†+(k2)σ̄

µξ+(k1)

ξ†−(k2)σ
µξ−(k1) =

(
1 0

)
σµ

(
0

1

)
= (0, 1,−i, 0) = −ξ†−(k2)σ̄

µξ−(k1)

ξ†−(k2)σ
µξ+(k1) =

(
1 0

)
σµ

(
1

0

)
= (1, 0, 0, 1), ξ†−(k2)σ̄

µξ+(k1) = (1, 0, 0,−1)

ξ†+(k2)σ
µξ−(k1) =

(
0 −1

)
σµ

(
0

1

)
= (−1, 0, 0, 1), ξ†+(k2)σ̄

µξ−(k1) = (−1, 0, 0,−1)
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初态 Lorentz 矢量的分量
从而，初态 Lorentz 矢量 v̄(k2, λ2)γ

µu(k1, λ1) 的分量表达式是

v̄(k2,−)γµu(k1,+) = −ω−(k2)ω−(k1)ξ†+(k2)σ̄µξ+(k1) + ω+(k2)ω+(k1)ξ†+(k2)σµξ+(k1)

= −
ECM(1− βe)

2
(0, 1, i, 0) + ECM(1 + βe)

2
(0,−1,−i, 0)

= ECM(0,−1,−i, 0)

v̄(k2,+)γµu(k1,−) = ω+(k2)ω+(k1)ξ†−(k2)σ̄µξ−(k1)− ω−(k2)ω−(k1)ξ†−(k2)σµξ−(k1)

=
ECM(1 + βe)

2
(0,−1, i, 0)− ECM(1− βe)

2
(0, 1,−i, 0)

= ECM(0,−1, i, 0)

v̄(k2,+)γµu(k1,+) = ω+(k2)ω−(k1)ξ†−(k2)σ̄µξ+(k1)− ω−(k2)ω+(k1)ξ†−(k2)σµξ+(k1)

= me(1, 0, 0,−1)−me(1, 0, 0, 1) = 2me(0, 0, 0,−1)

v̄(k2,−)γµu(k1,−) = −ω−(k2)ω+(k1)ξ†+(k2)σ̄µξ−(k1) + ω+(k2)ω−(k1)ξ†+(k2)σµξ−(k1)

= −me(−1, 0, 0,−1) +me(−1, 0, 0, 1) = 2me(0, 0, 0, 1)
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末态 Lorentz 矢量

另一方面，末态正负 µ 子贡献的 Lorentz 矢量为

ū(p1, λ
′
1)γµv(p2, λ

′
2) = u†(p1, λ

′
1)γ

0γµv(p2, λ
′
2)

=
(
ω−λ′

1
(p1)ξ

†
λ′
1
(p1) ωλ′

1
(p1)ξ

†
λ′
1
(p1)

)σ̄µ

σµ

 λ′
2ωλ′

2
(p2)ξ−λ′

2
(p2)

−λ′
2ω−λ′

2
(p2)ξ−λ′

2
(p2)


= λ′

2ω−λ′
1
(p1)ωλ′

2
(p2)ξ

†
λ′
1
(p1)σ̄µξ−λ′

2
(p2)− λ′

2ωλ′
1
(p1)ω−λ′

2
(p2)ξ

†
λ′
1
(p1)σµξ−λ′

2
(p2)

此时有

ω+(p1)ω+(p2) =
ECM(1 + βµ)

2

ω−(p1)ω−(p2) =
ECM(1− βµ)

2

ω+(p1)ω−(p2) = ω−(p1)ω+(p2) = mµ

余钊焕 （中山大学） 第 8 章　量子电动力学 8.1 节和 8.2 节 42 / 54



QED U(1) 规范对称性与 QED e+e− → µ+µ− 求迹和缩并技巧 非极化散射截面 极化振幅

末态分量
利用三角函数公式 c2θ/2 − s2θ/2 = cθ 和 s2θ/2 + c2θ/2 = 1

推出 ξ†
λ′
1
(p1)σµξ−λ′

2
(p2) 和 ξ†

λ′
1
(p1)σ̄µξ−λ′

2
(p2) 的分量为

ξ†+(p1)σµξ+(p2) =
(
cθ/2 sθ/2

)
σµ

(
sθ/2

−cθ/2

)
= (0, cθ,−i,−sθ) = −ξ†+(p1)σ̄µξ+(p2)

ξ†−(p1)σµξ−(p2) =
(
−sθ/2 cθ/2

)
σµ

(
cθ/2

sθ/2

)
= (0,−cθ,−i, sθ) = −ξ†−(p1)σ̄µξ−(p2)

ξ†+(p1)σµξ−(p2) =
(
cθ/2 sθ/2

)
σµ

(
cθ/2

sθ/2

)
= (1,−sθ, 0,−cθ)

ξ†+(p1)σ̄µξ−(p2) = (1, sθ, 0, cθ)

ξ†−(p1)σµξ+(p2) =
(
−sθ/2 cθ/2

)
σµ

(
sθ/2

−cθ/2

)
= (−1,−sθ, 0,−cθ)

ξ†−(p1)σ̄µξ+(p2) = (−1, sθ, 0, cθ)
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末态 Lorentz 矢量的分量
从而，末态 Lorentz 矢量 ū(p1, λ

′
1)γµv(p2, λ

′
2) 的分量是

ū(p1,+)γµv(p2,−) = −ω−(p1)ω−(p2)ξ
†
+(p1)σ̄µξ+(p2) + ω+(p1)ω+(p2)ξ

†
+(p1)σµξ+(p2)

= − 1
2
ECM(1− βµ)(0,−cθ, i, sθ) + 1

2
ECM(1 + βµ)(0, cθ,−i,−sθ)

= ECM(0, cθ,−i,−sθ)

ū(p1,−)γµv(p2,+) = ω+(p1)ω+(p2)ξ
†
−(p1)σ̄µξ−(p2)− ω−(p1)ω−(p2)ξ

†
−(p1)σµξ−(p2)

= 1
2
ECM(1 + βµ)(0, cθ, i,−sθ)− 1

2
ECM(1− βµ)(0,−cθ,−i, sθ)

= ECM(0, cθ, i,−sθ)

ū(p1,+)γµv(p2,+) = ω−(p1)ω+(p2)ξ
†
+(p1)σ̄µξ−(p2)− ω+(p1)ω−(p2)ξ

†
+(p1)σµξ−(p2)

= mµ(1, sθ, 0, cθ)−mµ(1,−sθ, 0,−cθ) = 2mµ(0, sθ, 0, cθ)

ū(p1,−)γµv(p2,−) = −ω+(p1)ω−(p2)ξ
†
−(p1)σ̄µξ+(p2) + ω−(p1)ω+(p2)ξ

†
−(p1)σµξ+(p2)

= −mµ(−1, sθ, 0, cθ) +mµ(−1,−sθ, 0,−cθ) = 2mµ(0,−sθ, 0,−cθ)

与动量一样，这些 Lorentz 矢量的空间分量转动的角度是 θ，对应的角动量量子
数是 1，它是由两个量子数为 1/2 的自旋角动量耦合出来的
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极化振幅：λ1 = −λ2, λ′
1 = −λ′

2

将上述表达式代入，就得到极化振幅M(λ1, λ2, λ
′
1, λ

′
2) 的显明表达式

下面分 4 类螺旋度构型来讨论

(1) 当 e± 具有相反螺旋度 (λ1 = −λ2)、µ± 也具有相反螺旋度 (λ′
1 = −λ′

2) 时，得

M(+,−,+,−) =
e2

E2
CM

v̄(k2,−)γµu(k1,+) ū(p1,+)γµv(p2,−) = −e2(1 + cos θ)

M(−,+,−,+) =
e2

E2
CM

v̄(k2,+)γµu(k1,−) ū(p1,−)γµv(p2,+) = −e2(1 + cos θ)

M(+,−,−,+) =
e2

E2
CM

v̄(k2,−)γµu(k1,+) ū(p1,−)γµv(p2,+) = e2(1− cos θ)

M(−,+,+,−) =
e2

E2
CM

v̄(k2,+)γµu(k1,−) ū(p1,+)γµv(p2,−) = e2(1− cos θ)

可见，M(+,−,+,−) = M(−,+,−,+) 且M(+,−,−,+) = M(−,+,+,−)
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宇称守恒
实际上，QED 是一个宇称守恒的理论，即具有空间反射对称性
在宇称变换下，动量方向反转，角动量方向不变，因而螺旋度翻转，但 θ 角不变
于是，对所有螺旋度作翻转变换之后，宇称守恒保证 e+e− → µ+µ− 微分散射截

面 dσ/dΩ 不变，故振幅模方 |M|2 不变，而振幅至多相差一个相位因子 eiφ，
M(−λ1,−λ2,−λ′

1,−λ′
2) = eiφM(λ1, λ2, λ

′
1, λ

′
2)

这里得到M(+,−,+,−) = M(−,+,−,+) 和M(+,−,−,+) = M(−,+,+,−)，
故相应的相位因子都是 1

(λ1, λ2, λ
′
1, λ

′
2) = (+,−,+,−) 和 (−,+,−,+) 两种构型的极化微分截面相等，为

dσ
dΩ

∣∣∣∣
λ1=−λ2=λ′

1=−λ′
2

=
βµe

4(1 + cos θ)2
64π2E2

CMβe
=
α2βµ(1 + cos θ)2

4E2
CMβe

(λ1, λ2, λ
′
1, λ

′
2) = (+,−,−,+) 和 (−,+,+,−) 对应的极化微分截面也相等，为

dσ
dΩ

∣∣∣∣
λ1=−λ2=−λ′

1=λ′
2

=
α2βµ(1− cos θ)2

4E2
CMβe
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M(+,−,+,−) 和 M(+,−,−,+) 的零振幅构型

e
− ⇒

e
+⇒

µ
−

⇐
µ
+

⇐

x

z

e
− ⇒

e
+⇒

µ
+

⇐
µ
−

⇐

x

z

当 θ = π 时，M(+,−,+,−) = −e2(1 + cosπ) = 0，动量和角动量如左下图所示
双线箭头 ⇒ 表示自旋角动量的方向，与动量方向一致时螺旋度为正，反之为负
e+e− 系统角动量 J 的量子数为 j = 1，方向为 z 轴正向，J3 本征值为 σ = +1

µ+µ− 系统角动量 J 的量子数为 j = 1，方向为 z 轴负向，J3 本征值为 σ = −1

初末态系统的 J3 本征值不同，不满足角动量守恒，因此振幅为零
当 θ ̸= π 时，µ+µ− 系统是三种 J3 本征态 |σ = +1⟩、|σ = 0⟩ 和 |σ = −1⟩ 的

叠加态，在振幅上体现为一个 (1 + cos θ) 因子

对右下图可作类似分析，因此 θ = 0 时有M(+,−,−,+) = e2(1− cos 0) = 0，
而 θ ̸= 0 时振幅上出现一个 (1− cos θ) 因子

余钊焕 （中山大学） 第 8 章　量子电动力学 8.1 节和 8.2 节 47 / 54



QED U(1) 规范对称性与 QED e+e− → µ+µ− 求迹和缩并技巧 非极化散射截面 极化振幅

M(+,−,+,−) 和 M(+,−,−,+) 的零振幅构型

e
− ⇒

e
+⇒

µ
−

⇐
µ
+

⇐

x

z

e
− ⇒

e
+⇒

µ
+

⇐
µ
−

⇐

x

z

当 θ = π 时，M(+,−,+,−) = −e2(1 + cosπ) = 0，动量和角动量如左下图所示
双线箭头 ⇒ 表示自旋角动量的方向，与动量方向一致时螺旋度为正，反之为负
e+e− 系统角动量 J 的量子数为 j = 1，方向为 z 轴正向，J3 本征值为 σ = +1

µ+µ− 系统角动量 J 的量子数为 j = 1，方向为 z 轴负向，J3 本征值为 σ = −1

初末态系统的 J3 本征值不同，不满足角动量守恒，因此振幅为零
当 θ ̸= π 时，µ+µ− 系统是三种 J3 本征态 |σ = +1⟩、|σ = 0⟩ 和 |σ = −1⟩ 的

叠加态，在振幅上体现为一个 (1 + cos θ) 因子
对右下图可作类似分析，因此 θ = 0 时有M(+,−,−,+) = e2(1− cos 0) = 0，

而 θ ̸= 0 时振幅上出现一个 (1− cos θ) 因子
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极化振幅：λ1 = λ2, λ′
1 = λ′

2

(2) 当 e± 具有相同螺旋度 (λ1 = λ2)、µ± 也具有相同螺旋度 (λ′
1 = λ′

2) 时，得

M(+,+,+,+) =
e2

E2
CM

v̄(k2,+)γµu(k1,+) ū(p1,+)γµv(p2,+) = −4e2memµ cos θ
E2

CM

M(−,−,−,−) =
e2

E2
CM

v̄(k2,−)γµu(k1,−) ū(p1,−)γµv(p2,−) = −4e2memµ cos θ
E2

CM

M(+,+,−,−) =
e2

E2
CM

v̄(k2,+)γµu(k1,+) ū(p1,−)γµv(p2,−) =
4e2memµ cos θ

E2
CM

M(−,−,+,+) =
e2

E2
CM

v̄(k2,−)γµu(k1,−) ū(p1,+)γµv(p2,+) =
4e2memµ cos θ

E2
CM

这些振幅都正比于 memµ cos θ，宇称变换引起的相位因子都是 1

这四个振幅对应的极化微分截面相等，为

dσ
dΩ

∣∣∣∣
λ1=λ2,λ

′
1=λ′

2

=
βµ

64π2E2
CMβe

16e4m2
em

2
µ cos2 θ

E4
CM

=
4α2m2

em
2
µβµ cos2 θ

E6
CMβe
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螺旋度压低

e
− ⇒

e
+⇐

e
− ⇒

e
+⇐

×

me

⇒

一个类时虚粒子的行为类似于一个实粒子，具有与实粒子相同的自旋
e+e− → µ+µ− 的中间态是类时的虚光子，自旋为 1，角动量量子数为 j = 1

不过，具有相同螺旋度的正反粒子对在质心系中的角动量为 j = 0，必须翻转其
中一个粒子的螺旋度才能得到角动量 j = 1

实际上，粒子的质量可以翻转螺旋度
根据 3.3.2 小节知识，对于无质量的自由粒子，螺旋度在任意惯性系中不变
对于有质量的自由粒子，螺旋度在不同惯性系中可以具有不同的值
毕竟，在静止系中粒子动量为零，因而螺旋度不确定
可将质量看作一种耦合，耦合螺旋度相反的两种状态，效果是翻转粒子的螺旋度
必须翻转 e− 或 e+ 的螺旋度来得到系统角动量为 j = 1 的态，振幅中出现一个

2me/ECM 因子；同时必须翻转 µ− 或 µ+ 的螺旋度，出现一个 2mµ/ECM 因子
由于运动学上要求 ECM/2 > mµ ≫ me，这些振幅受到严重压低，贡献可忽略
这种效应称为螺旋度压低 (helicity suppression)
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M(+,+,+,+) 的零振幅构型

e
− ⇒

e
+⇐

×
me

⇒

µ
−

⇑

µ
+

⇓

×mµ

⇑
x

z

由于M ∝ cos θ，当 θ = π/2 时，这四种情况都出现零振幅
对于 (λ1, λ2, λ

′
1, λ

′
2) = (+,+,+,+)，零振幅构型如右下图所示

图中 e+ 被质量耦合（用 × 表示）翻转螺旋度，使得角动量为 j = 0 的 e+e− 系
统转化成角动量为 j = 1 的虚光子
随后，虚光子转化成角动量为 j = 1 的 µ+µ− 系统
最后，质量耦合将 µ+ 的螺旋度翻转，从而得

到角动量为 j = 0 的 µ+µ− 系统

但是，虚光子的角动量沿 z 轴正向，当 θ = π/2

时不可能转化成角动量沿 x 轴正向的 µ+µ− 系统，
因而振幅为零
当 θ ̸= π/2 时，虚光子转化成 µ+µ− 系统的概率

在振幅上体现为一个 cos θ 因子
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极化振幅：λ1 = λ2, λ′
1 = −λ′

2

(3) 当 e± 具有相同螺旋度 (λ1 = λ2)、µ± 具有相反螺旋度 (λ′
1 = −λ′

2) 时，得

M(+,+,+,−) =
e2

E2
CM

v̄(k2,+)γµu(k1,+) ū(p1,+)γµv(p2,−) =
2e2me sin θ

ECM

M(−,−,−,+) =
e2

E2
CM

v̄(k2,−)γµu(k1,−) ū(p1,−)γµv(p2,+) = −2e2me sin θ
ECM

M(+,+,−,+) =
e2

E2
CM

v̄(k2,+)γµu(k1,+) ū(p1,−)γµv(p2,+) =
2e2me sin θ

ECM

M(−,−,+,−) =
e2

E2
CM

v̄(k2,−)γµu(k1,−) ū(p1,+)γµv(p2,−) = −2e2me sin θ
ECM

这些振幅都正比于 me sin θ，宇称变换引起的相位因子都是 −1

这四个振幅对应的极化微分截面相等，为

dσ
dΩ

∣∣∣∣
λ1=λ2,λ

′
1=−λ′

2

=
βµ

64π2E2
CMβe

4e4m2
e sin2 θ

E2
CM

=
α2m2

eβµ sin2 θ

E4
CMβe
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QED U(1) 规范对称性与 QED e+e− → µ+µ− 求迹和缩并技巧 非极化散射截面 极化振幅

M(+,+,+,−) 的零振幅构型

e
− ⇒

e
+⇐

×

me

⇒

µ
+

⇒
µ
−

⇒

x

z

e
− ⇒

e
+⇐

×

me

⇒

µ
−

⇐
µ
+

⇐

x

z

这里初态 e+e− 系统的角动量为 j = 0

必须翻转 e− 或 e+ 的螺旋度来得到角动量
为 j = 1 的态，因而振幅中出现一个 2me/ECM

因子，受到螺旋度压低
由于 ECM/2 > mµ ≫ me，这四个振幅的

贡献可以忽略

当 θ = 0, π 时，出现零振幅

对于 (λ1, λ2, λ
′
1, λ

′
2) = (+,+,+,−)，零振幅构型如右上图和右下图所示

末态 µ+µ− 系统的角动量为 j = 1，当 θ = 0 或 π 时，J3 本征值为 σ = +1 或
σ = −1，而 e+e− 系统的 J3 本征值为 σ = 0，不满足角动量守恒，故振幅为零
当 θ ̸= 0, π 时，µ+µ− 系统是 |σ = +1⟩、|σ = 0⟩ 和 |σ = −1⟩ 的叠加态，在振幅

上体现为一个 sin θ 因子
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QED U(1) 规范对称性与 QED e+e− → µ+µ− 求迹和缩并技巧 非极化散射截面 极化振幅

极化振幅：λ1 = −λ2, λ′
1 = λ′

2

(4) 当 e± 具有相反螺旋度 (λ1 = −λ2)、µ± 具有相同螺旋度 (λ′
1 = λ′

2) 时，得

M(+,−,+,+) =
e2

E2
CM

v̄(k2,−)γµu(k1,+) ū(p1,+)γµv(p2,+) = −2e2mµ sin θ
ECM

M(−,+,−,−) =
e2

E2
CM

v̄(k2,+)γµu(k1,−) ū(p1,−)γµv(p2,−) =
2e2mµ sin θ

ECM

M(−,+,+,+) =
e2

E2
CM

v̄(k2,+)γµu(k1,−) ū(p1,+)γµv(p2,+) = −2e2mµ sin θ
ECM

M(+,−,−,−) =
e2

E2
CM

v̄(k2,−)γµu(k1,+) ū(p1,−)γµv(p2,−) =
2e2mµ sin θ

ECM

宇称变换引起的相位因子都是 −1，这四个振幅对应的极化微分截面相等，为
dσ
dΩ

∣∣∣∣
λ1=−λ2,λ

′
1=λ′

2

=
βµ

64π2E2
CMβe

4e4m2
µ sin2 θ

E2
CM

=
α2m2

µβµ sin2 θ

E4
CMβe

这里末态 µ+µ− 系统的角动量为 j = 0，必须翻转 µ− 或 µ+ 的螺旋度来得到
角动量为 j = 1 的态，因而振幅中出现一个 2mµ/ECM 因子，受到螺旋度压低
当 θ = 0, π 时，出现零振幅，理由类似于第 (3) 类情况
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v̄(k2,−)γµu(k1,+) ū(p1,+)γµv(p2,+) = −2e2mµ sin θ
ECM

M(−,+,−,−) =
e2

E2
CM

v̄(k2,+)γµu(k1,−) ū(p1,−)γµv(p2,−) =
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这里末态 µ+µ− 系统的角动量为 j = 0，必须翻转 µ− 或 µ+ 的螺旋度来得到
角动量为 j = 1 的态，因而振幅中出现一个 2mµ/ECM 因子，受到螺旋度压低
当 θ = 0, π 时，出现零振幅，理由类似于第 (3) 类情况
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QED U(1) 规范对称性与 QED e+e− → µ+µ− 求迹和缩并技巧 非极化散射截面 极化振幅

非极化振幅模方
利用上述 16 个极化振幅表达式，可以直接计算非极化振幅模方，

|M|2 =
1

4

∑
λ1λ2λ

′
1λ

′
2

|M(λ1, λ2, λ
′
1, λ

′
2)|2

=
e4

4

[
2(1 + cos θ)2 + 2(1− cos θ)2 + 4

16m2
em

2
µ cos2 θ

E4
CM

+4
4m2

e sin2 θ

E2
CM

+ 4
4m2

µ sin2 θ

E2
CM

]
= e4

[
1 + cos2 θ + 16m2

em
2
µ cos2 θ

E4
CM

+
4(m2

e +m2
µ)(1− cos2 θ)
E2

CM

]
= e4

[
1 +

(
1− 4m2

e

E2
CM

)(
1−

4m2
µ

E2
CM

)
cos2 θ + 4(m2

e +m2
µ)

E2
CM

]
= 16π2α2

[
1 + β2

eβ
2
µ cos2 θ + 4(m2

e +m2
µ)

E2
CM

]
结果与 8.2.3 小节中通过求迹运算得到的表达式一致
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