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ϕ4 理论与对称性因子 一般内外线 Feynman 规则

7.3 节 ϕ4 理论与对称性因子
如果拉氏量的相互作用项中含有多个全同的量子场，那么，在应用 Wick 定理时

需要考虑一些等价的缩并方式，涉及到一些组合因子和对称性因子

本节以实标量场 ϕ(x) 的 ϕ4 理论为例讨论这种情况

ϕ4 理论的拉氏量是 Lϕ4 =
1

2
(∂µϕ)∂µϕ− 1

2
m2ϕ2 − λ

4!
ϕ4，m 是 ϕ 玻色子质量

相互作用拉氏量为 L1 = − λ

4!
ϕ4，λ 是一个实耦合常数

相互作用哈密顿量密度为 H1 = −L1 =
λ

4!
ϕ4

iT 展开式的第 n 阶通项是

iT (n) =
(−i)n
n!

∫
d4x1 · · · d4xn T[H1(x1) · · ·H1(xn)]

=
1

n!

(
−iλ
4!

)n ∫
d4x1 · · · d4xn T[ϕ4(x1) · · ·ϕ4(xn)]
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λ1 阶
在 iT 展开式的第 1 阶，即 λ1 阶，iT (1) 涉及 4 个实标量场算符的时序乘积

iT (1) =
−iλ
4!

∫
d4xT[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)] =

3∑
j=1

iT (1)
j

这里 4 个实标量场算符 ϕ(x) 是全同的
根据 Wick 定理，第一项不包含缩并，

iT (1)
1 =

−iλ
4!

∫
d4xN[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)]

C2
4 = 6 种包含 1 次缩并的项彼此相等，贡献到第二项

iT (1)
2 =

−iλ
4!

6

∫
d4xN[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)]

C1
3 = 3 种包含 2 次缩并的项彼此相等，贡献到第三项

iT (1)
3 =

−iλ
4!

3

∫
d4xN[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)]
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ϕϕ → ϕϕ 散射过程
现在考虑 ϕϕ → ϕϕ 散射过程，设初态为 |i⟩ = |k1; k2⟩，末态为 ⟨f | = ⟨p1; p2|，

则 iT (1)
1 对 T 矩阵元的贡献是

⟨p1; p2| iT (1)
1 |k1; k2⟩ =

−iλ
4!

∫
d4x ⟨p1; p2|N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)] |k1; k2⟩

=
−iλ
4!

4!

∫
d4x ⟨p1; p2|N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)] |k1; k2⟩

= −iλ
∫

d4x ei(p1+p2)·xe−i(k1+k2)·x

= −iλ (2π)4δ(4)(k1 + k2 − p1 − p2)

第二步让 2 个场算符与全同玻色子初态缩并
2 个场算符与全同玻色子末态缩并

一共有 A4
4 = 4! 种缩并方式，因而出现一个组合因子 4!

这个组合因子恰好与来自相互作用拉氏量的 1/4! 因子抵消
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ϕϕ → ϕϕ 散射的 Feynman 图

φ

φ

φ

φ

xk1

k2

p1

p2

⟨p1; p2| iT (1)
1 |k1; k2⟩

= −iλ
∫

d4x ⟨p1; p2|N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)] |k1; k2⟩

= −iλ
∫

d4x eip1·xeip2·xe−ik1·xe−ik2·x

= −iλ (2π)4δ(4)(k1 + k2 − p1 − p2)

实标量玻色子内外线的位置空间 Feynman 规则与 6.1 节的 Yukawa 理论相同

φ x

p

= ⟨0|ϕ(x) |p⟩ = ⟨0|ϕ(+)(x) |p⟩ = e−ip·x

x φ

p

= ⟨p|ϕ(x) |0⟩ = ⟨p|ϕ(−)(x) |0⟩ = eip·x

x y

p

= ϕ(y)ϕ(x) = DF(y − x) =

∫
d4p

(2π)4
i

p2 −m2 + iϵ e−ip·(y−x)

实际上，内外线 Feynman 规则是由拉氏量中的自由部分决定的，因而不依赖于
相互作用理论，具有一般性
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顶点 Feynman 规则

φ

φ

φ

φ

xk1

k2

p1

p2

⟨p1; p2| iT (1)
1 |k1; k2⟩

= −iλ
∫

d4x ⟨p1; p2|N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)] |k1; k2⟩

= −iλ
∫

d4x eip1·xeip2·xe−ik1·xe−ik2·x

= −iλ (2π)4δ(4)(k1 + k2 − p1 − p2)

归纳出 ϕ4 理论的顶点 Feynman 规则：
x

= −iλ
∫

d4x

应用这些 Feynman 规则，就可以根据 Feynman 图直接写出第二步结果
相互作用拉氏量 L1 = − λ

4!
ϕ4 包含 4 个全同 ϕ(x) 之积，当它们与初末态缩并时，

会出现 4! 种等价的缩并方式，产生组合因子 4!，它恰好与 L1 中的 1/4! 因子抵消
也就是说，我们在 L1 中引入一个 1/4! 因子是为了使顶点规则中不会出现额外的

组合因子，方便 Feynman 图的计算
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顶点 Feynman 规则
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组合因子

φ

φ

φ

φ

xk1

k2

p1

p2

φ

φ

φ

φ

x

k1

k2

p1

p2

从 Feynman 图的角度也可以讨论组合因子 4! 的来源

由于实标量玻色子是纯中性粒子，它的粒子线上没有箭头
（注意，并非指表示动量方向的箭头），四条粒子线对顶点而言
是不可区分的

第一条外线有 4 种连接顶点的选择

第二条外线有 3 种连接顶点的选择

第三条外线只剩 2 种连接顶点的选择

第四条外线只有 1 种连接顶点的选择

一共有 4 · 3 · 2 · 1 = 4! 种连接方式，
得到组合因子 4!
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组合因子

φ

φ

φ
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xk1

k2

p1

p2

φ

φ

φ

φ

x

k1

k2

p1

p2
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ϕϕ → ϕϕ 散射截面

ϕϕ → ϕϕ 的 T 矩阵元 ⟨p1; p2| iT (1)
1 |k1; k2⟩ = −iλ (2π)4δ(4)(k1 + k2 − p1 − p2)

ϕϕ → ϕϕ 领头阶不变振幅 iM = −iλ

由于初末态四个粒子质量相同，根据 6.5.3 小节知识，质心系中关于 p1 的立体角
Ω 的微分散射截面是 (

dσ
dΩ

)
CM

=
|M|2

64π2E2
CM

=
λ2

64π2E2
CM

它不依赖于 p1 的极角 θ 和方位角 ϕ，只依赖于质心能 ECM

由于末态两个 ϕ 玻色子是全同的，末态对称性因子 S = 2

对立体角 Ω 积分，得到 ϕϕ → ϕϕ 散射截面

σ =
1

S

∫
dΩ

(
dσ
dΩ

)
CM

=
1

2
4π

λ2

64π2E2
CM

=
λ2

32πE2
CM
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末态对称性因子

�d �d

td

td

θF1

F2

T1

T2

⇔ �d �d

td

td

θF1

F2

T2

T1

由于 ϕϕ → ϕϕ 末态中两个 ϕ 玻色子是全同的，末态对称性因子 S = 2

计算散射截面时需要除以 S 来避免量子态的重复计算
具体来说，在质心系中，末态中两个 ϕ 玻色子的动量大小相等，方向相反

当 p1 的方向是 (θ, ϕ) 时，p2 的方向是 (π − θ, ϕ+ π)

当 p1 的方向是 (π − θ, ϕ+ π) 时，p2 的方向则是 (θ, ϕ)

因为这两个 ϕ 玻色子是全同的，这两个情况实际上对应于同一个量子态
如果我们对 Ω 作 4π 立体角的积分，就会双重计算每个量子态
这就是需要除以 S = 2 的原因
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iT (1)
2 贡献的 T 矩阵元

接下来讨论 iT (1)
2 贡献的 ϕ 粒子自能图

记初态为 |i⟩ = |k⟩，末态为 ⟨f | = ⟨k|，则 iT (1)
2 对 T 矩阵元的贡献为

⟨k| iT (1)
2 |k⟩ =

−iλ
4!

6

∫
d4x ⟨k|N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)] |k⟩

=
−iλ
4!

6 · 2
∫

d4x ⟨k|N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)] |k⟩

=
−iλ
2

∫
d4x ⟨k|N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)] |k⟩

第一步中组合因子 C2
4 = 6 是在 ϕ4(x) 中取 2 个场算符相互缩并的组合数

第二步中的组合因子 A2
2 = 2 是余下 2 个场算符与初末态缩并的排列数

这两个组合因子将分母 4! = 24 约化为 2，得到第三步的结果
这样剩下的 2 称为 Feynman 图的对称性因子 (symmetry factor)
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iT (1)
2 贡献的 ϕ 粒子自能图

φ φ
x

k k
⟨k| iT (1)

2 |k⟩ = −iλ
2

∫
d4x ⟨k|N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)] |k⟩

右图为相应的 ϕ 粒子自能图
它具有一条开始并结束于同一个顶点的内线，由于实标量玻色子的内线上没有箭

头，这条内线的两端对于这个顶点而言是不可分辨的，即是全同的
因而用内线的两端连接顶点时的 2 种连接方式实际上是同一种
在计算时需要除以 2，否则就会双重计算

这就是因子 2 称为 Feynman 图的对称性因子的原因，它体现了 Feynman 图关于
全同粒子线的对称性；存在以下普遍规律：

分析 Feynman 图对称性得到的因子总是与 T 矩阵元计算中剩下的因子相同

如果先画出 Feynman 图，再利用位置空间的 Feynamn 规则写出 T 矩阵元，则最
后必须除以 Feynman 图的对称性因子才能得出正确的结果
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iT (1)
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φ φ
x

k k
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2
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iT (1)
3 贡献的气泡图

x

在 iT (1)
3 的表达式中，正规乘积里面所有场算符都已经参与缩并了

因此相应的 Feynman 图是气泡图

iT (1)
3 =

−iλ
4!

3

∫
d4xN[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)]

=
−iλ
8

∫
d4xN[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)]

第一步中的组合因子 C1
3 = 3 是在后 3 个场算符中取 1 个与第 1 个场算符缩并

的组合数

它将分母 4! = 24 约化为对称性因子 8

从 Feynman 图角度看，图中 2 个始末端连接同一顶点的圈各自贡献一个因子 2，
而这 2 个圈彼此也是全同的，再贡献一个因子 2，因此 Feynman 图的对称性因子为
2 · 2 · 2 = 8，验证了上述规律
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λ2 阶
在 iT 展开式的第 2 阶，即 λ2 阶，有

iT (2) =
1

2!

(
−iλ
4!

)2 ∫
d4x d4y T[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)]

通过 Wick 定理可以将上式化为许多个包含正规乘积的项，这里只讨论对 ϕ 粒子
自能图有贡献的项，有 3 种情况
第 1 种情况具有如下缩并结构，

iT (2)
1 =

1

2!

(
−iλ
4!

)2

4 · 4 · 3 · 3
∫

d4x d4y N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)]

=
1

2!

(−iλ)2
4

∫
d4x d4y N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)]

从 ϕ4(x) 和 ϕ4(y) 里面分别取 1 个 ϕ(x) 和 1 个 ϕ(y) 缩并的方法有 4 · 4 种
从余下 3 个 ϕ(x) [或 ϕ(y) ] 中取 2 个 ϕ(x) [或 ϕ(y) ] 缩并的方法有 C2

3 = 3 种
因此组合因子为 4 · 4 · 3 · 3
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iT (2)
1 贡献的 ϕ 粒子自能图

φ φ
y x

k k

iT (2)
1 对 T 矩阵元的贡献为

⟨k| iT (2)
1 |k⟩ =

1

2!

(−iλ)2
4

∫
d4x d4y {⟨k|N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)] |k⟩

+ ⟨k|N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)] |k⟩ }

=
(−iλ)2

4

∫
d4x d4y ⟨k|N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)] |k⟩

第一步包含 2 种与初末态缩并的方式，这 2 种方式具有交换时空坐标 x 和 y 的
对称性，因而可以合成一项，贡献一个 2! 因子，恰好与最前面的 1/2! 因子抵消
从而得到第二步的结果，它表明这个过程

的对称性因子为 4

相应的 Feynman 图具有 2 个始末端连接
同一个顶点的圈，各自贡献一个因子 2，故
Feynman 图的对称性因子为 2 · 2 = 4
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φ φ
y x

k k

iT (2)
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1 |k⟩ =

1

2!

(−iλ)2
4
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iT (2)
2 缩并结构

第 2 种情况具有如下缩并结构，

iT (2)
2 =

1

2!

(
−iλ
4!

)2

4 · 4 · 6
∫

d4x d4y N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)]

=
1

2!

(−iλ)2
6

∫
d4x d4y N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)]

从 ϕ4(x) 和 ϕ4(y) 里面取 3 个 ϕ(x) 和 3 个 ϕ(y) 出来的方法有 C3
4C

3
4 = 4 · 4 种

将这 3 个 ϕ(x) 和 3 个 ϕ(y) 彼此缩并的排列方法有 3! = 6 种

因而组合因子是 4 · 4 · 6
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iT (2)
2 贡献的 ϕ 粒子自能图

φ φ
y x

k k
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第一步包含 2 种与初末态缩并的方式，它们
具有交换时空坐标 x 和 y 的对称性，合为一项
之后，抵消掉最前面的 1/2! 因子
结果表明这个过程的对称性因子为 6

相应的 Feynman 图具有 3 条全同内线连接两个不同的顶点，这 3 条内线有 3! 种
排列方法，故 Feynman 图的对称性因子为 3! = 6
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iT (2)
3 缩并结构

第 3 种情况包含两种缩并结构，

iT (2)
3 =

1

2!

(
−iλ
4!

)2

6 · 6 · 2
∫

d4x d4y {N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)]

+ N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)]}

=
(−iλ)2

8

∫
d4x d4y N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)]

在第一步中，花括号内的两项具有交换时空坐标 x 和 y 的对称性，合为一项则抵
消掉最前面的 1/2! 因子
花括号内的两项具有相同的组合因子
在每一项中，从 ϕ4(x) 和 ϕ4(y) 里面分别取 2 个 ϕ(x) 和 2 个 ϕ(y) 出来的方法

有 C2
4C

2
4 = 6 · 6 种，将这 2 个 ϕ(x) 和 2 个 ϕ(y) 彼此缩并的排列方法有 2! 种

因而共同的组合因子为 6 · 6 · 2
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iT (2)
3 贡献的 ϕ 粒子自能图

φ φ
x

y

k k

iT (2)
3 对 T 矩阵元的贡献为

⟨k| iT (2)
3 |k⟩ =

(−iλ)2
8

2

∫
d4x d4y ⟨k|N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)] |k⟩

=
(−iλ)2

4

∫
d4x d4y ⟨k|N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)] |k⟩

在第一步中，与初末态缩并的方式有 2 种，因而组
合因子为 2，结果表明对称性因子为 4

在相应的 Feynman 图里面，始末端连接同一顶点的
1 个圈贡献一个因子 2

连接两个不同顶点的 2 条全同内线有 2! 种排列方法

故 Feynman 图的对称性因子为 2 · 2 = 4

余钊焕 （中山大学） 第 7 章 Feynman 图 7.3 节和 7.4 节 18 / 31



ϕ4 理论与对称性因子 一般内外线 Feynman 规则

iT (2)
3 贡献的 ϕ 粒子自能图

φ φ
x

y

k k

iT (2)
3 对 T 矩阵元的贡献为

⟨k| iT (2)
3 |k⟩ =

(−iλ)2
8

2

∫
d4x d4y ⟨k|N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)] |k⟩

=
(−iλ)2

4

∫
d4x d4y ⟨k|N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)] |k⟩

在第一步中，与初末态缩并的方式有 2 种，因而组
合因子为 2，结果表明对称性因子为 4

在相应的 Feynman 图里面，始末端连接同一顶点的
1 个圈贡献一个因子 2

连接两个不同顶点的 2 条全同内线有 2! 种排列方法

故 Feynman 图的对称性因子为 2 · 2 = 4

余钊焕 （中山大学） 第 7 章 Feynman 图 7.3 节和 7.4 节 18 / 31



ϕ4 理论与对称性因子 一般内外线 Feynman 规则

动量空间 Feynman 规则

将 ϕ4 相互作用项
L1 = − λ

4!
ϕ4 中的 4 个

场算符 ϕ 剥离，乘以 i，
还要再乘上 4 个 ϕ 的全
排列数 4!，才得到顶点
规则的表达式 −iλ

转到动量空间，ϕ4 理论的 Feynman 规则如下

1 实标量玻色子入射外线： φ

p

= 1

2 实标量玻色子出射外线： φ

p

= 1

3 实标量玻色子传播子：
p

=
i

p2 −m2 + iϵ

4 ϕ4 相互作用顶点： = −iλ

5 出入每个顶点的内外线四维动量满足能动量守恒关系

6 每个未定的圈动量 pµ 贡献一个积分
∫

d4p

(2π)4

7 每个 Feynman 图的表达式要除以它的对称性因子
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ϕ4 理论与对称性因子 一般内外线 Feynman 规则

7.4 节　一般内外线 Feynman 规则
上述讨论表明，外线和内线的 Feynman 规则不依赖于相互作用理论，它们是由

拉氏量中的自由部分决定的，具有一般性
本节讨论复标量场、有质量实矢量场和无质量实矢量场的一般内外线规则，这些

规则适用于各种相关的相互作用理论

(1) 复标量场 ϕ(x) 描述的玻色子有正反之分，引入两种动量为 p 的单粒子态，
正标量玻色子 ϕ 的单粒子态 ∣∣p+〉 =

√
2Ep a

†
p |0⟩

反标量玻色子 ϕ̄ 的单粒子态 ∣∣p−〉 =
√

2Ep b
†
p |0⟩

ϕ(x) 与正标量玻色子初态的缩并为

ϕ(x)
∣∣p+〉 ≡ ϕ(+)(x)

∣∣p+〉 =

∫
d3q

(2π)3
1√
2Eq

aqe−iq·x√2Ep a
†
p |0⟩

=

∫
d3q

(2π)3

√
Ep√
Eq

e−iq·x[aq, a
†
p] |0⟩ =

∫
d3q

√
Ep√
Eq

e−iq·xδ(3)(q − p) |0⟩ = e−ip·x |0⟩

第四步用到产生湮灭算符的对易关系
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复标量场与初末态的缩并

ϕ†(x) 与反标量玻色子初态的缩并为

ϕ†(x)
∣∣p−〉 ≡ ϕ†(+)(x)

∣∣p−〉 =

∫
d3q

(2π)3
1√
2Eq

bqe−iq·x√2Ep b
†
p |0⟩ = e−ip·x |0⟩

ϕ†(x) 与正标量玻色子末态的缩并为

〈
p+

∣∣ϕ†(x) ≡
〈
p+

∣∣ϕ†(−)(x) =

∫
d3q

(2π)3
⟨0|

√
2Ep ap

1√
2Eq

a†
qeiq·x

=

∫
d3q

(2π)3

√
Ep√
Eq

eiq·x ⟨0| [ap, a
†
q ] =

∫
d3q

√
Ep√
Eq

eiq·x ⟨0| δ(3)(q − p) = ⟨0| eip·x

ϕ(x) 与反标量玻色子末态的缩并为

〈
p−∣∣ϕ(x) ≡ 〈

p−∣∣ϕ(−)(x) =

∫
d3q

(2π)3
⟨0|

√
2Ep bp

1√
2Eq

b†qeiq·x = ⟨0| eip·x
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复标量场一般内外线规则
用带箭头的虚线表示复标量玻色子的运动，线上的箭头可认为是玻色子所携带的

某种 U(1) 荷流动的方向，或者说是玻色子数流动的方向
由上述结果及 Feynman 传播子表达式，复标量场的位置空间内外线规则如下

φ x
p

= ⟨0|ϕ(x)
∣∣p+〉 = ⟨0|ϕ(+)(x)

∣∣p+〉 = e−ip·x

φ̄ x

p

= ⟨0|ϕ†(x)
∣∣p−〉 = ⟨0|ϕ†(+)(x)

∣∣p−〉 = e−ip·x

x φ
p

=
〈
p+

∣∣ϕ†(x) |0⟩ =
〈
p+

∣∣ϕ†(−)(x) |0⟩ = eip·x

x φ̄

p

=
〈
p−∣∣ϕ(x) |0⟩ =

〈
p−∣∣ϕ(−)(x) |0⟩ = eip·x

x y

p

= ϕ(y)ϕ†(x) = DF(y − x) =

∫
d4p

(2π)4
i

p2 −m2
ϕ + iϵ e−ip·(y−x)

其中 mϕ 是标量玻色子 ϕ 的质量
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有质量实矢量场

(2) 有质量实矢量场 Aµ(x) 描述纯中性矢量玻色子 A，具有 3 种螺旋度 λ = ±,0

记动量为 p、螺旋度为 λ 的 A 粒子态为 |p, λ⟩ =
√

2Ep a
†
p,λ |0⟩

Aµ(x) 与实矢量玻色子初态的缩并为

Aµ(x) |p, λ⟩ ≡ Aµ(+)(x) |p, λ⟩

=

∫
d3q

(2π)3
1√
2Eq

∑
λ′=±,0

εµ(q, λ′)aq,λ′e−iq·x√2Ep a
†
p,λ |0⟩

=

∫
d3q

(2π)3

√
Ep√
Eq

∑
λ′=±,0

εµ(q, λ′)e−iq·x[aq,λ′ , a†
p,λ] |0⟩

=

∫
d3q

√
Ep√
Eq

∑
λ′=±,0

εµ(q, λ′)e−iq·xδλ′λδ
(3)(q − p) |0⟩ = εµ(p, λ)e−ip·x |0⟩

第四步用到产生湮灭算符的对易关系
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有质量实矢量场一般外线规则
Aµ(x) 与实矢量玻色子末态的缩并为

⟨p, λ|Aµ(x) ≡ ⟨p, λ|Aµ(−)(x)

=

∫
d3q

(2π)3
⟨0|

√
2Ep ap,λ

1√
2Eq

∑
λ′=±,0

εµ∗(q, λ′)a†
q,λ′eiq·x

=

∫
d3q

(2π)3

√
Ep√
Eq

∑
λ′=±,0

εµ∗(q, λ′) ⟨0| [ap,λ, a
†
q,λ′ ] eiq·x

=

∫
d3q

√
Ep√
Eq

∑
λ′=±,0

εµ∗(q, λ′) ⟨0| δλλ′δ(3)(p − q) eiq·x = ⟨0| εµ∗(p, λ)eip·x

用波浪线表示有质量实矢量玻色子的运动，相应的位置空间外线规则为

A, λ;µ x

p

= ⟨0|Aµ(x) |p, λ⟩ = ⟨0|Aµ(+)(x) |p, λ⟩ = εµ(p, λ)e−ip·x

x A, λ;µ

p

= ⟨p, λ|Aµ(x) |0⟩ = ⟨p, λ|Aµ(−)(x) |0⟩ = εµ∗(p, λ)eip·x
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非协变项
现在讨论有质量实矢量场的内线规则
前面的计算表明，有质量矢量场的 Feynman 传播子表达式包含一个非协变项
接下来的讨论将说明这个非协变项在微扰论中的贡献恰好被相互作用哈密顿量密

度中非协变项的贡献抵消，因而理论仍然具有 Lorentz 协变性

假设相互作用拉氏量具有 L1 = −gJµA
µ 的形式，则 6.1.2 小节讨论表明相互作用

绘景中的相互作用哈密顿量密度为 H1(x) = gJµ(x)A
µ(x) +

g2

2m2
A

[J0(x)]2

g 是耦合常数，mA 是实矢量玻色子的质量，右边第二项就是非协变项

iT 展开式的第 1 阶为 iT (1) = −i
∫

d4xT
[
gJµ(x)A

µ(x) +
g2

2m2
A

J0(x)J0(x)
]

第 2 阶为 iT (2) =
(−i)2
2!

∫
d4x d4y T

{(
gJµ(x)A

µ(x) +
g2

2m2
A

[J0(x)]2
)

×
(
gJν(y)A

ν(y) +
g2

2m2
A

[J0(y)]2
)}
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非协变项
现在讨论有质量实矢量场的内线规则
前面的计算表明，有质量矢量场的 Feynman 传播子表达式包含一个非协变项
接下来的讨论将说明这个非协变项在微扰论中的贡献恰好被相互作用哈密顿量密

度中非协变项的贡献抵消，因而理论仍然具有 Lorentz 协变性
假设相互作用拉氏量具有 L1 = −gJµA

µ 的形式，则 6.1.2 小节讨论表明相互作用

绘景中的相互作用哈密顿量密度为 H1(x) = gJµ(x)A
µ(x) +

g2

2m2
A

[J0(x)]2

g 是耦合常数，mA 是实矢量玻色子的质量，右边第二项就是非协变项

iT 展开式的第 1 阶为 iT (1) = −i
∫

d4xT
[
gJµ(x)A

µ(x) +
g2

2m2
A

J0(x)J0(x)
]

第 2 阶为 iT (2) =
(−i)2
2!

∫
d4x d4y T

{(
gJµ(x)A

µ(x) +
g2

2m2
A

[J0(x)]2
)

×
(
gJν(y)A

ν(y) +
g2

2m2
A

[J0(y)]2
)}
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g2 阶
Feynman 传播子 Aµ(x)Aν(y) = ∆µν

F (x− y) 出现在 n ≥ 2 的 iT (n) 中
比如，iT (2) 包含一个涉及 Feynman 传播子的 g2 阶的项，

iT (2)
1 =

(ig)2

2!

∫
d4x d4y N[Jµ(x)A

µ(x)Jν(y)A
ν(y)]

=
(ig)2

2

∫
d4x d4y N

[
Jµ(x)Jν(y)∆

µν
F (x− y)

]
=

(ig)2

2

∫
d4x d4y N

{
Jµ(x)Jν(y)

×
[ ∫ d4p

(2π)4
−i(gµν − pµpν/m2

A)

p2 −m2
A + iϵ

e−ip·(x−y) −
i

m2
A

gµ0gν0δ(4)(x− y)

]}Feynman 传播子中的非协变项

另一方面，iT (1) 也包含一个 g2 阶的项，

iT (1)
1 = −i

∫
d4xN

[
g2

2m2
A

J0(x)J0(x)

]
=

(ig)2

2

∫
d4x d4y N

[
i

m2
A

J0(x)J0(y)δ(4)(x− y)

]

=
(ig)2

2

∫
d4x d4y N

[
i

m2
A

Jµ(x)Jν(y)g
µ0gν0δ(4)(x− y)

]
源自 H1(x) 的非协变项
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有质量实矢量场一般内线规则
在微扰论的 g2 阶计算中，必须同时考虑 iT (2)

1 和 iT (1)
1 的贡献

两者相加，则非协变项恰好相消，得到一个 Lorentz 协变的表达式

iT (2)
1 + iT (1)

1

=
(ig)2
2

∫
d4x d4y N

{
Jµ(x)Jν(y)

[∫
d4p

(2π)4
−i(gµν − pµpν/m2

A)

p2 −m2
A + iϵ e−ip·(x−y)

]}
上式方括号里面的部分是 Feynman 传播子表达式中的 Lorentz 协变项，在实际计

算中，只有这一项有贡献
因此可以将有质量实矢量场的位置空间内线规则设置为

x; ν y;µ

p

= Aµ(y)Aν(x) 的 Lorentz 协变项

=

∫
d4p

(2π)4
−i(gµν − pµpν/m2

A)

p2 −m2
A + iϵ e−ip·(y−x)
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无质量实矢量场
(3) 无质量实矢量场 Aµ(x) 描述纯中性无质量矢量玻色子 A，有 2 种螺旋度 λ = ±

记动量为 p、螺旋度为 λ 的相应 A 粒子态为 |p, λ⟩ =
√

2Ep a
†
p,λ |0⟩

Aµ(x) 正能解部分和负能解部分可以表达成

Aµ(+)(x) =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

e−ip·x
[ ∑
σ=0,3

eµ(p, σ)bp,σ +
∑
λ=±

εµ(p, λ)ap,λ

]

Aµ(−)(x) =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

eip·x
[ ∑
σ=0,3

eµ(p, σ)b†p,σ +
∑
λ=±

εµ∗(p, λ)a†p,λ
]

Aµ(x) 与实矢量玻色子初态的缩并为
Aµ(x) |p, λ⟩ ≡ Aµ(+)(x) |p, λ⟩

=

∫ d3q

(2π)3
1√
2Eq

e−iq·x
[ ∑
σ=0,3

eµ(q, σ)bq,σ +
∑

λ′=±
εµ(q, λ′)aq,λ′

]√
2Ep a

†
p,λ |0⟩

=

∫ d3q

(2π)3

√
Ep√
Eq

e−iq·x
{ ∑

σ=0,3

eµ(q, σ)[bq,σ , a
†
p,λ] +

∑
λ′=±

εµ(q, λ′)[aq,λ′ , a†p,λ]

}
|0⟩

=

∫
d3q

√
Ep√
Eq

∑
λ′=±

εµ(q, λ′)e−iq·xδλ′λδ
(3)(q − p) |0⟩ = εµ(p, λ)e−ip·x |0⟩
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无质量实矢量场一般内外线规则
Aµ(x) 与实矢量玻色子末态的缩并为

⟨p, λ|Aµ(x) ≡ ⟨p, λ|Aµ(−)(x)

=

∫ d3q

(2π)3
⟨0|

√
2Ep ap,λ

1√
2Eq

eiq·x
[ ∑
σ=0,3

eµ(q, σ)b†q,σ +
∑

λ′=±
εµ∗(q, λ′)a†q,λ′

]

=

∫ d3q

(2π)3

√
Ep√
Eq

eiq·x ⟨0|
{ ∑

σ=0,3

eµ(q, σ)[ap,λ, b
†
q,σ ] +

∑
λ′=±

εµ∗(q, λ′)[ap,λ, a
†
q,λ′ ]

}

=

∫
d3q

√
Ep√
Eq

∑
λ′=±

εµ∗(q, λ′) ⟨0| δλλ′δ(3)(p − q)eiq·x = ⟨0| εµ∗(p, λ)eip·x

用波浪线表示无质量实矢量玻色子的运动，在 Feynman 规范下，无质量实矢量
场的位置空间内外线规则为

A, λ;µ x

p

= ⟨0|Aµ(x) |p, λ⟩ = ⟨0|Aµ(+)(x) |p, λ⟩ = εµ(p, λ)e−ip·x

x A, λ;µ

p

= ⟨p, λ|Aµ(x) |0⟩ = ⟨p, λ|Aµ(−)(x) |0⟩ = εµ∗(p, λ)eip·x

x; ν y;µ

p

= Aµ(y)Aν(x) = ∆µν
F (y − x) =

∫ d4p

(2π)4
−igµν

p2 + iϵ
e−ip·(y−x)
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动量空间一般内外线 Feynman 规则

转到动量空间中，有以下一般内外线 Feynman 规则

1 正标量玻色子入射外线： φ
p

= 1

2 反标量玻色子入射外线： φ̄

p

= 1

3 正标量玻色子出射外线： φ
p

= 1

4 反标量玻色子出射外线： φ̄

p

= 1

5 复标量玻色子传播子：
p

=
i

p2 −m2
ϕ + iϵ
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动量空间一般内外线 Feynman 规则

7 有质量实矢量玻色子入射外线：A, λ;µ

p

= εµ(p, λ)

8 有质量实矢量玻色子出射外线： A, λ;µ

p

= εµ∗(p, λ)

9 有质量实矢量玻色子传播子：ν µ

p

=
−i(gµν − pµpν/m2

A)

p2 −m2
A + iϵ

10 无质量实矢量玻色子入射外线：A, λ;µ

p

= εµ(p, λ)

11 无质量实矢量玻色子出射外线： A, λ;µ

p

= εµ∗(p, λ)

12 无质量实矢量玻色子传播子：ν µ

p

=
−igµν
p2 + iϵ （Feynman 规范）
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