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6.3 节 Wick 定理
6.2 节借助时序乘积把 S 算符写成紧凑的 Dyson 级数形式

S =

∞∑
n=0

(−i)n
n!

∫
d4x1 · · · d4xn T[H1(x1) · · ·H1(xn)]

如何适当地处理级数每一项中的时序乘积 T[H1(x1) · · ·H1(xn)] 呢？
在量子场论中，相互作用哈密顿量密度 H1(x) 是由若干个场算符构成的，因而需

要处理的是多个场算符的时序乘积
这不是一个简单问题，接下来将要介绍的 Wick 定理提供了一种简便的处理方法

在相互作用绘景中，实标量场 ϕ(x) 的平面波展开式可以分解成两个部分
ϕ(x) = ϕ(+)(x) + ϕ(−)(x)

正能解部分 ϕ(+)(x) ≡
∫

d3p

(2π)3
1√
2Ep

ape−ip·x 包含湮灭算符和 e−ip·x 因子

负能解部分 ϕ(−)(x) ≡
∫

d3p

(2π)3
1√
2Ep

a†peip·x 包含产生算符和 eip·x 因子
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矢量场和旋量场的正负能解
同样，可以把相互作用绘景中的有质量实矢量场 Aµ(x) 分解为

Aµ(x) = Aµ(+)(x) +Aµ(−)(x)

正能解部分为 Aµ(+)(x) ≡
∫

d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±,0

εµ(p, λ)ap,λe−ip·x

负能解部分为 Aµ(−)(x) ≡
∫

d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±,0

εµ∗(p, λ)a†p,λeip·x

相互作用绘景中 Dirac 旋量场 ψa(x) 的平面波展开式也具有 Heisenberg 绘景中
自由场展开式的形式，即

ψa(x) = ψ(+)
a (x) + ψ(−)

a (x)

正能解部分为 ψ(+)
a (x) ≡

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±

ua(p, λ)ap,λe−ip·x

负能解部分为 ψ(−)
a (x) ≡

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±

va(p, λ)b†p,λeip·x

注意：各类量子场的正能解部分只包含湮灭算符，而负能解部分只包含产生算符
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正规乘积
引入正规乘积 (normal product) 的概念，以 N 为记号，它的作用是将乘积中的所

有湮灭算符移动到所有产生算符的右边，形成正规排序 (normal order)

正规排序对于多个产生（或湮灭）算符之间谁先谁后没有规定，每种排列都等价
移动算符的过程中如果涉及奇数次费米子算符之间的交换，就应该额外添加一个

负号，这个规定与费米子产生湮灭算符的反对易性相匹配

对于标量场的产生湮灭算符，有 N(apa
†
qaka

†
l ) = a†qa

†
l apak = a†l a

†
qapak = a†l a

†
qakap

第二步写出两个产生算符的另一种次序，第三步写出两个湮灭算符的另一种次序，
而对易关系 [a†q , a

†
l ] = [ap, ak] = 0 保证这些表达式是等价的

对于旋量场的产生湮灭算符，有 N(bp,λ1a
†
q,λ2

ak,λ3b
†
l,λ4

) = −a†q,λ2
b†l,λ4

bp,λ1ak,λ3

= b†l,λ4
a†q,λ2

bp,λ1ak,λ3 = −b†l,λ4
a†q,λ2

ak,λ3bp,λ1

第二步写出两个产生算符的另一种次序，与第一步相差一个负号
第三步写出两个湮灭算符的另一种次序，与第二步相差一个负号
反对易关系 {a†q,λ2

, b†l,λ4
} = {bp,λ1 , ak,λ3} = 0 保证这些表达式是等价的
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正规乘积的真空期待值
正能解包含湮灭算符，负能解包含产生算符，正规排序中正能解处于负能解右边
两个标量场算符的正规乘积为

N[ϕ(x)ϕ(y)] = ϕ(−)(x)ϕ(−)(y) + ϕ(−)(x)ϕ(+)(y) + ϕ(+)(x)ϕ(+)(y) + ϕ(−)(y)ϕ(+)(x)

最后一项中 ϕ(+)(x) 被正规排序移动到 ϕ(−)(y) 的右边
两个旋量场算符的正规乘积为

N[ψa(x)ψb(y)] = ψ(−)
a (x)ψ

(−)
b (y)+ψ(−)

a (x)ψ
(+)
b (y)+ψ(+)

a (x)ψ
(+)
b (y)−ψ(−)

b (y)ψ(+)
a (x)

最后一项中 ψ
(+)
a (x) 被正规排序移动到 ψ

(−)
b (y) 的右边，并出现一个负号

湮灭算符对真空态 |0⟩ 的作用为零，如 ap |0⟩ = 0，相应地，⟨0| a†p = 0

因此，对一组产生湮灭算符的任意乘积取正规排序之后，真空期待值为零，即

⟨0|N
(产生湮灭算符的乘积)

|0⟩ = 0
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一般场算符的正负能解
用统一记号 Φa(x) 代表一般场算符，它可以是标量场 ϕ(x) 或 ϕ†(x)，也可以是

矢量场 Aµ(x) 的一个分量，还可以是旋量场 ψa(x) 或 ψ̄a(x) 的一个分量
比如，Φa(x)Φb(x)Φc(x) 可以表示 ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)，也可以表示 Aµ(x)ψ̄a(x)ψb(x)

后者不是 Lorentz 不变的，但可以利用 Dirac 矩阵线性地组合出 Lorentz 不变量
Aµ(x)ψ̄a(x)(γ

µ)abψb(x) = Aµ(x)ψ̄(x)γ
µψ(x)

令 Φa(x) = Φ
(+)
a (x) + Φ

(−)
a (x)，分解为正能解 Φ

(+)
a (x) 和负能解 Φ

(−)
a (x)，则

Φa(x)Φb(y) = Φ(−)
a (x)Φ

(−)
b (y)+Φ(−)

a (x)Φ
(+)
b (y)+Φ(+)

a (x)Φ
(+)
b (y)+Φ(+)

a (x)Φ
(−)
b (y)

由于正能解包含湮灭算符，负能解包含产生算符，有
Φ(+)

a (x) |0⟩ = 0, ⟨0|Φ(−)
a (x) = 0

从而推出
⟨0|Φa(x)Φb(y) |0⟩ = ⟨0|Φ(+)

a (x)Φ
(−)
b (y) |0⟩

只有不满足正规排序的项 Φ
(+)
a (x)Φ

(−)
b (y) 才可能对真空期待值具有非零贡献
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两个一般场算符的正规乘积
将 Φa(x) 与 Φb(y) 的正规乘积分解为

N[Φa(x)Φb(y)] = Φ(−)
a (x)Φ

(−)
b (y) + Φ(−)

a (x)Φ
(+)
b (y) + Φ(+)

a (x)Φ
(+)
b (y)

+ ϵabΦ
(−)
b (y)Φ(+)

a (x)

因子 ϵab = ±1 考虑了费米子算符的反对易性
若 Φa(x) 和 Φb(y) 都是费米子算符，则 ϵab = −1；其余情况 ϵab = +1

利用 ϵab 记号，依照两个产生（湮灭）算符的对易性或反对易性交换等式右边第一
项（第三项）的两个场算符，得到

N[Φa(x)Φb(y)]

= ϵabΦ
(−)
b (y)Φ(−)

a (x) + Φ(−)
a (x)Φ

(+)
b (y) + ϵabΦ

(+)
b (y)Φ(+)

a (x) + ϵabΦ
(−)
b (y)Φ(+)

a (x)

= ϵab[Φ
(−)
b (y)Φ(−)

a (x) + ϵabΦ
(−)
a (x)Φ

(+)
b (y) + Φ

(+)
b (y)Φ(+)

a (x) + Φ
(−)
b (y)Φ(+)

a (x)]

即
N[Φa(x)Φb(y)] = ϵab N[Φb(y)Φa(x)]

交换两个场算符之后，正规乘积只相差一个由费米子算符反对易性导致的符号
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a (x)Φ

(+)
b (y) + ϵabΦ

(+)
b (y)Φ(+)

a (x) + ϵabΦ
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两个一般场算符的时序乘积
另一方面，将 Φa(x) 与 Φb(y) 的时序乘积化为

T[Φa(x)Φb(y)] = Φa(x)Φb(y)θ(x
0 − y0) + ϵabΦb(y)Φa(x)θ(y

0 − x0)

= ϵab[ϵabΦa(x)Φb(y)θ(x
0 − y0) + Φb(y)Φa(x)θ(y

0 − x0)]
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a (x)Φ

(−)
b (y) + Φ(−)

a (x)Φ
(+)
b (y) + Φ(+)

a (x)Φ
(+)
b (y) + Φ(+)

a (x)Φ
(−)
b (y)

把最后一项改写成
Φ(+)

a (x)Φ
(−)
b (y) = ϵabΦ

(−)
b (y)Φ(+)

a (x) + Φ(+)
a (x)Φ

(−)
b (y)− ϵabΦ

(−)
b (y)Φ(+)

a (x)

= ϵabΦ
(−)
b (y)Φ(+)

a (x) + [Φ(+)
a (x),Φ

(−)
b (y)]∓

这里 [ · , · ]− = [ · , · ] 代表对易子，[ · , · ]+ = { · , · } 代表反对易子
∓ 号仅当 Φa(x) 和 Φb(y) 都是费米子算符时取正号，其余情况取负号
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x0 ≥ y0 时的 T[Φa(x)Φb(y)]

于是推出

T[Φa(x)Φb(y)] = Φ(−)
a (x)Φ

(−)
b (y) + Φ(−)

a (x)Φ
(+)
b (y) + Φ(+)

a (x)Φ
(+)
b (y)

+ ϵabΦ
(−)
b (y)Φ(+)

a (x) + [Φ(+)
a (x),Φ

(−)
b (y)]∓

= N[Φa(x)Φb(y)] + [Φ(+)
a (x),Φ

(−)
b (y)]∓

[Φ
(+)
a (x),Φ

(−)
b (y)]∓ 必定是一个 c 数，因为 Φ

(+)
a (x) 中湮灭算符与 Φ

(−)
b (y) 中产

生算符的对易子或反对易子并不是算符，而是 c 数

由 Φ
(+)
a (x) |0⟩ = 0 和 ⟨0|Φa(x)Φb(y) |0⟩ = ⟨0|Φ(+)

a (x)Φ
(−)
b (y) |0⟩ 得

[Φ(+)
a (x),Φ

(−)
b (y)]∓ = ⟨0| [Φ(+)

a (x),Φ
(−)
b (y)]∓ |0⟩ = ⟨0|Φ(+)

a (x)Φ
(−)
b (y) |0⟩

= ⟨0|Φa(x)Φb(y) |0⟩ = ⟨0|T[Φa(x)Φb(y)] |0⟩

因此当 x0 ≥ y0 时，有 T[Φa(x)Φb(y)] = N[Φa(x)Φb(y)] + ⟨0|T[Φa(x)Φb(y)] |0⟩
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x0 < y0 时的 T[Φa(x)Φb(y)]

当 x0 < y0 时，Φa(x) 与 Φb(y) 的时序乘积变成
T[Φa(x)Φb(y)] = ϵabΦb(y)Φa(x)

= ϵab[Φ
(−)
b (y)Φ(−)

a (x) + Φ
(−)
b (y)Φ(+)

a (x) + Φ
(+)
b (y)Φ(+)

a (x) + Φ
(+)
b (y)Φ(−)

a (x)]

= ϵab{Φ(−)
b (y)Φ(−)

a (x) + Φ
(−)
b (y)Φ(+)

a (x) + Φ
(+)
b (y)Φ(+)

a (x)

+ ϵabΦ
(−)
a (x)Φ

(+)
b (y) + [Φ

(+)
b (y),Φ(−)

a (x)]∓}

= ϵab N[Φb(y)Φa(x)] + ϵab[Φ
(+)
b (y),Φ(−)

a (x)]∓

= N[Φa(x)Φb(y)] + ϵab[Φ
(+)
b (y),Φ(−)

a (x)]∓

注意到
ϵab[Φ

(+)
b (y),Φ(−)

a (x)]∓ = ϵab ⟨0| [Φ(+)
b (y),Φ(−)

a (x)]∓ |0⟩ = ϵab ⟨0|Φ(+)
b (y)Φ(−)

a (x) |0⟩

= ϵab ⟨0|Φb(y)Φa(x) |0⟩ = ϵab ⟨0|T[Φb(y)Φa(x)] |0⟩

= ⟨0|T[Φa(x)Φb(y)] |0⟩

因此也有 T[Φa(x)Φb(y)] = N[Φa(x)Φb(y)] + ⟨0|T[Φa(x)Φb(y)] |0⟩
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场算符的缩并
于是，无论 x0 和 y0 孰大孰小，Φa(x) 与 Φb(y) 的时序乘积都可以统一地表达为

T[Φa(x)Φb(y)] = N[Φa(x)Φb(y)] + ⟨0|T[Φa(x)Φb(y)] |0⟩

引入场算符的缩并 (contraction) 概念，将 Φa(x) 与 Φb(y) 的缩并定义为

Φa(x)Φb(y) ≡ ⟨0|T[Φa(x)Φb(y)] |0⟩ =

 [Φ
(+)
a (x),Φ

(−)
b (y)]∓, x0 ≥ y0

ϵab[Φ
(+)
b (y),Φ

(−)
a (x)]∓, x0 < y0

上式仅当 Φ
(+)
a (x) 或 Φ

(+)
b (y) 中的湮灭算符与 Φ

(−)
b (y) 或 Φ

(−)
a (x) 中的产生算符

属于同一套产生湮灭算符时才能得到非零结果
不同类型的场算符的缩并为零，如 ϕ(x)Aµ(y) = ϕ(x)ψa(y) = Aµ(x)ψa(y) = 0

这样定义的缩并将场算符转化为 c 数，而 c 数不会受到正规排序 N 的影响
在正规乘积中出现缩并记号时，参与缩并的一对场算符可以不相邻
为了使它们相邻，需要适当地交换场算符，并考虑交换费米子算符时引起的符号

差异，约定这样得到的式子与原先的式子相等，例如

N(ΦaΦbΦcΦdΦeΦf ) = ϵcdϵefN(ΦaΦbΦdΦcΦfΦe) = ϵcdϵefΦbΦdΦcΦfN(ΦaΦe)
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Wick 定理

Gian Wick (1909–1992)

将 T[Φa(x)Φb(y)] = N[Φa(x)Φb(y)] + ⟨0|T[Φa(x)Φb(y)] |0⟩
改写为

T[Φa(x)Φb(y)] = N[Φa(x)Φb(y) + Φa(x)Φb(y)]

可见，两个场算符的时序乘积等于它们的正规乘积加上它们
的缩并

这个结论可以推广成

Wick 定理
一组场算符的时序乘积可以分解为它们的正规乘积及所有可能缩并的正

规乘积之和，也就是说，
T[Φa1(x1)Φa2(x2) · · ·Φan(xn)] = N

[
Φa1(x1)Φa2(x2) · · ·Φan(xn)

+
(
Φa1Φa2 · · ·Φan的所有可能缩并

)]
Wick 定理的证明见讲义 6.3.2 小节选读内容
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Wick 定理应用举例
Wick 定理中的缩并是在保持各个场算符位置的情况下直接添加缩并线
对于四个场算符的情况，有

T(ΦaΦbΦcΦd) = N
(
ΦaΦbΦcΦd +ΦaΦbΦcΦd +ΦaΦbΦcΦd +ΦaΦbΦcΦd

+ΦaΦbΦcΦd +ΦaΦbΦcΦd +ΦaΦbΦcΦd

+ΦaΦbΦcΦd +ΦaΦbΦcΦd +ΦaΦbΦcΦd

)
由于 ⟨0|N

(产生湮灭算符的乘积)
|0⟩ = 0，上式的真空期待值为

⟨0|T(ΦaΦbΦcΦd) |0⟩

= ⟨0|N(ΦaΦbΦcΦd +ΦaΦbΦcΦd +ΦaΦbΦcΦd) |0⟩

= N(ΦaΦbΦcΦd + ϵbcΦaΦcΦbΦd + ϵcdϵbdΦaΦdΦbΦc)

= ⟨0|T(ΦaΦb) |0⟩ ⟨0|T(ΦcΦd) |0⟩+ ϵbc ⟨0|T(ΦaΦc) |0⟩ ⟨0|T(ΦbΦd) |0⟩

+ ϵcdϵbd ⟨0|T(ΦaΦd) |0⟩ ⟨0|T(ΦbΦc) |0⟩
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6.4 节 Feynman 传播子

Richard Feynman
(1918–1988)

在应用 Wick 定理时，两个场算符的缩并是一种基本要素

上一节已经指出，仅当参与缩并的场算符中含有同一套产
生湮灭算符时，缩并的结果才不为零

Feynman 传播子 (propagator) 就是这样的非零缩并

本节将导出 Feynman 传播子的显式结果
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6.4.1 小节　实标量场的 Feynman 传播子
实标量场 ϕ(x) 的 Feynman 传播子 DF(x− y) 定义为

DF(x− y) ≡ ϕ(x)ϕ(y) = ⟨0|T[ϕ(x)ϕ(y)] |0⟩

根据正负能解展开式，当 x0 > y0 时，有

⟨0|T[ϕ(x)ϕ(y)] |0⟩ = ⟨0|ϕ(x)ϕ(y) |0⟩ = ⟨0|ϕ(+)(x)ϕ(−)(y) |0⟩

=

∫
d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq
⟨0| ape−ip·xa†qeiq·y |0⟩ =

∫
d3p d3q e−i(p·x−q·y)

(2π)6
√

4EpEq
⟨0| [ap, a

†
q ] |0⟩

=

∫
d3p d3q e−i(p·x−q·y)

(2π)3
√

4EpEq
δ(3)(p − q) =

∫
d3p

(2π)3
e−ip·(x−y)

2Ep

=

∫
d3p

(2π)3
eip·(x−y) e−iEp(x0−y0)

2Ep

第四步用到产生湮灭算符的对易关系
注意，上式中 p0 = Ep，q0 = Eq
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计算 ⟨0|T[ϕ(x)ϕ(y)] |0⟩

当 x0 < y0 时，时间排序将改变 ϕ(x) 和 ϕ(y) 的次序，有

⟨0|T[ϕ(x)ϕ(y)] |0⟩ = ⟨0|ϕ(y)ϕ(x) |0⟩ =
∫

d3p

(2π)3
e−ip·(y−x)

2Ep
=

∫
d3p

(2π)3
eip·(x−y)

2Ep

=

∫
d3p

(2π)3
e−ip·(x−y) eiEp(x0−y0)

2Ep
=

∫
d3p

(2π)3
eip·(x−y) eiEp(x0−y0)

2Ep

最后一步把积分变量 p 替换成 −p

结合以上两式，得到

⟨0|T[ϕ(x)ϕ(y)] |0⟩ =

∫
d3p

(2π)3
eip·(x−y)

×

[
θ(x0 − y0)

e−iEp(x0−y0)

2Ep
+ θ(y0 − x0)

eiEp(x0−y0)

2Ep

]

借助复变函数的知识，可以将上式改写成四维动量积分
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有用的公式

b

b _2 p0

AK p0

−ET + Bǫ

+ET − Bǫ

为此，需要先证明以下公式

lim
ϵ→0+

∫ +∞

−∞
dp0 e−ip0τ

[p0 − (Ep − iϵ)][p0 + (Ep − iϵ)] = − πi
Ep

[
θ(τ)e−iEpτ + θ(−τ)eiEpτ

]
证明　左边的被积函数是

f(p0) =
e−ip0τ

[p0 − (Ep − iϵ)][p0 + (Ep − iϵ)]

其中 ϵ > 0 是一个无穷小量，积分后要取 ϵ→ 0+ 的极限
现在将 p0 视作复变量，在 p0 的复平面上考虑 f(p0) 的曲线积分
f(p0) 具有两个一阶极点 p0 = ±(Ep − iϵ)
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τ > 0 时的围线

b

b
_2 p0

AK p0

−ET + Bǫ

+ET − Bǫ

R−R ΓR

C
(−)
R

路径 ΓR 是实轴上的区间 (−R,R)，它在 R → ∞ 的极限下变成整条实轴
当 τ > 0 时，在下半平面引入半圆弧 C

(−)
R

ΓR 与 C
(−)
R 组成一条围线 ΓR + C

(−)
R ，方向为顺时针方向，即反方向

由于 τ > 0，e−ip0τ 中的因子 eIm(p0)τ 在下半平面 (Im p0 < 0) 随着 R 增大而指
数衰减，根据复分析的 Jordan 引理，有

lim
R→∞

∫
C

(−)
R

dp0f(p0) = lim
R→∞

∫
C

(−)
R

dp0 e−ip0τ

[p0 − (Ep − iϵ)][p0 + (Ep − iϵ)] = 0
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τ > 0 时的积分

b

b
_2 p0

AK p0

−ET + Bǫ

+ET − Bǫ

R−R ΓR

C
(−)
R

当 R → ∞ 时，通过留数定理计算积分主值，得

lim
R→∞

∫ R

−R

dp0 f(p0) = lim
R→∞

∫
ΓR+C

(−)
R

dp0 f(p0) = −2πi Res
p0=Ep−iϵ

f(p0)

= −2πi Res
p0=Ep−iϵ

e−ip0τ

[p0 − (Ep − iϵ)][p0 + (Ep − iϵ)]

= −2πi e−ip0τ

p0 + (Ep − iϵ)

∣∣∣∣∣
p0=Ep−iϵ

= −2πi e−i(Ep−iϵ)τ

2(Ep − iϵ)

取 ϵ→ 0+ 的极限，推出

lim
ϵ→0+

∫ +∞

−∞
dp0 f(p0) = − πi

Ep
e−iEpτ
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τ < 0 时的围线

b

b
_2 p0

AK p0

−ET + Bǫ

+ET − Bǫ
R−R

ΓR

C
(+)
R

当 τ < 0 时，在上半平面引入半圆弧 C
(+)
R

ΓR 与 C
(+)
R 组成一条围线 ΓR + C

(+)
R ，方向为逆时针方向，即正方向

由于 τ < 0，e−ip0τ 中的因子 eIm(p0)τ 在上半平面 (Im p0 > 0) 随着 R 增大而指
数衰减，由 Jordan 引理得

lim
R→∞

∫
C

(+)
R

dp0 f(p0) = lim
R→∞

∫
C

(+)
R

dp0 e−ip0τ

[p0 − (Ep − iϵ)][p0 + (Ep − iϵ)] = 0
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τ < 0 时的积分

b

b
_2 p0

AK p0

−ET + Bǫ

+ET − Bǫ
R−R

ΓR

C
(+)
R

当 R → ∞ 时，推出

lim
R→∞

∫ R

−R

dp0 f(p0) = lim
R→∞

∫
ΓR+C

(+)
R

dp0 f(p0) = 2πi Res
p0=−(Ep−iϵ)

f(p0)

= 2πi Res
p0=−(Ep−iϵ)

e−ip0τ

[p0 − (Ep − iϵ)][p0 + (Ep − iϵ)]

= 2πi e−ip0τ

p0 − (Ep − iϵ)

∣∣∣∣∣
p0=−(Ep−iϵ)

= −2πi ei(Ep−iϵ)τ

2(Ep − iϵ)

取 ϵ→ 0+ 的极限，得到

lim
ϵ→0+

∫ +∞

−∞
dp0 f(p0) = − πi

Ep
eiEpτ

归纳 τ > 0 和 τ < 0 时的表达式，即得

lim
ϵ→0+

∫ +∞

−∞
dp0 f(p0) = − πi

Ep

[
θ(τ)e−iEpτ + θ(−τ)eiEpτ

]
证毕
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改写公式

两边同时乘以 i
2π
，并将 f(p0) =

e−ip0τ

[p0 − (Ep − iϵ)][p0 + (Ep − iϵ)] 分母化为

[p0 − (Ep − iϵ)][p0 + (Ep − iϵ)] = (p0)2 − (Ep − iϵ)2 = (p0)2 − E2
p + 2iϵEp + ϵ2

≃ p2 −m2 + iϵ

注意 2ϵEp > 0 作为无穷小量等价于 ϵ，最后一步忽略 ϵ 的二阶小量，从而得到

lim
ϵ→0+

∫ +∞

−∞

dp0
2π

i e−ip0τ

p2 −m2 + iϵ =
1

2Ep

[
θ(τ)e−iEpτ + θ(−τ)eiEpτ

]
将 τ 替换成 x0 − y0，得到

θ(x0 − y0)
e−iEp(x0−y0)

2Ep
+ θ(y0 − x0)

eiEp(x0−y0)

2Ep
=

∫
dp0
2π

i e−ip0(x0−y0)

p2 −m2 + iϵ

在这个式子和以后的讨论中，不再显明写出 ϵ→ 0+ 的极限
但需要谨记 ϵ 是大于零的无穷小量
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⟨0|T[ϕ(x)ϕ(y)] |0⟩ 的计算结果

将

θ(x0 − y0)
e−iEp(x0−y0)

2Ep
+ θ(y0 − x0)

eiEp(x0−y0)

2Ep
=

∫
dp0
2π

i e−ip0(x0−y0)

p2 −m2 + iϵ

代入

⟨0|T[ϕ(x)ϕ(y)] |0⟩ =

∫
d3p

(2π)3
eip·(x−y)

×

[
θ(x0 − y0)

e−iEp(x0−y0)

2Ep
+ θ(y0 − x0)

eiEp(x0−y0)

2Ep

]

即得

⟨0|T[ϕ(x)ϕ(y)] |0⟩ =
∫

d3p

(2π)3

∫
dp0
2π

i eip·(x−y)e−ip0(x0−y0)

p2 −m2 + iϵ =

∫
d4p

(2π)4
i e−ip·(x−y)

p2 −m2 + iϵ
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实标量场的 Feynman 传播子

于是，实标量场的 Feynman 传播子表达为

DF(x− y) = ⟨0|T[ϕ(x)ϕ(y)] |0⟩ =
∫

d4p

(2π)4
i

p2 −m2 + iϵ e−ip·(x−y)

上式对 pµ 的所有取值进行积分，因而 p0 不一定等于 Ep

pµ 不一定满足质壳条件 p2 = m2，满足质壳条件的 pµ 对应于被积函数的极点

DF(x− y) 是 Lorentz 不变的，而且是一个偶函数：

DF(y − x) =

∫
d4p

(2π)4
i eip·(x−y)

p2 −m2 + iϵ =

∫
d4p

(2π)4
i e−ip·(x−y)

p2 −m2 + iϵ = DF(x− y)

第二步作了变量替换 pµ → −pµ

可见，ϕ(y)ϕ(x) = ϕ(x)ϕ(y)
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实标量场的 Feynman 传播子

于是，实标量场的 Feynman 传播子表达为

DF(x− y) = ⟨0|T[ϕ(x)ϕ(y)] |0⟩ =
∫

d4p

(2π)4
i

p2 −m2 + iϵ e−ip·(x−y)

上式对 pµ 的所有取值进行积分，因而 p0 不一定等于 Ep

pµ 不一定满足质壳条件 p2 = m2，满足质壳条件的 pµ 对应于被积函数的极点

DF(x− y) 是 Lorentz 不变的，而且是一个偶函数：

DF(y − x) =

∫
d4p

(2π)4
i eip·(x−y)

p2 −m2 + iϵ =

∫
d4p

(2π)4
i e−ip·(x−y)

p2 −m2 + iϵ = DF(x− y)

第二步作了变量替换 pµ → −pµ

可见，ϕ(y)ϕ(x) = ϕ(x)ϕ(y)
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6.4.2 小节　复标量场的 Feynman 传播子
在相互作用绘景中，将复标量场 ϕ(x) 的平面波展开式分解为正负能解部分，得

ϕ(x) = ϕ(+)(x) + ϕ(−)(x), ϕ†(x) = ϕ†(+)(x) + ϕ†(−)(x)

ϕ(+)(x) ≡
∫

d3p

(2π)3
1√
2Ep

ape−ip·x, ϕ†(+)(x) ≡
∫

d3p

(2π)3
1√
2Ep

bpe−ip·x

ϕ(−)(x) ≡
∫

d3p

(2π)3
1√
2Ep

b†peip·x, ϕ†(−)(x) ≡
∫

d3p

(2π)3
1√
2Ep

a†peip·x

注意场算符缩并的定义是 Φa(x)Φb(y) =

{
[Φ

(+)
a (x),Φ

(−)
b (y)]∓, x0 ≥ y0

ϵab[Φ
(+)
b (y),Φ

(−)
a (x)]∓, x0 < y0

由于 (ap, a
†
p) 和 (bp, b

†
p) 是两套相互独立的产生湮灭算符，有

ϕ(x)ϕ(y) = ⟨0|T[ϕ(x)ϕ(y)] |0⟩ = 0, ϕ†(x)ϕ†(y) = ⟨0|T[ϕ†(x)ϕ†(y)] |0⟩ = 0

复标量场的 Feynman 传播子是非平庸的缩并，定义为

DF(x− y) ≡ ϕ(x)ϕ†(y) = ⟨0|T[ϕ(x)ϕ†(y)] |0⟩
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⟨0|T[ϕ(x)ϕ†(y)] |0⟩

类似于实标量场的计算，利用产生湮灭算符的对易关系，得到

⟨0|ϕ(x)ϕ†(y) |0⟩ = ⟨0|ϕ(+)(x)ϕ†(−)(y) |0⟩ =
∫

d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq
⟨0| ape−ip·xa†qeiq·y |0⟩

=

∫
d3p d3q e−i(p·x−q·y)

(2π)6
√

4EpEq
⟨0| [ap, a

†
q ] |0⟩

=

∫
d3p d3q e−i(p·x−q·y)

(2π)3
√

4EpEq
δ(3)(p − q) =

∫
d3p

(2π)3
e−ip·(x−y)

2Ep

⟨0|ϕ†(y)ϕ(x) |0⟩ = ⟨0|ϕ†(+)(y)ϕ(−)(x) |0⟩ =
∫

d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq
⟨0| bpe−ip·yb†qeiq·x |0⟩

=

∫
d3p d3q e−i(p·y−q·x)

(2π)6
√

4EpEq
⟨0| [bp, b

†
q ] |0⟩

=

∫
d3p d3q e−i(p·y−q·x)

(2π)3
√

4EpEq
δ(3)(p − q) =

∫
d3p

(2π)3
eip·(x−y)

2Ep

⟨0|T[ϕ(x)ϕ†(y)] |0⟩ = θ(x0 − y0) ⟨0|ϕ(x)ϕ†(y) |0⟩+ θ(y0 − x0) ⟨0|ϕ†(y)ϕ(x) |0⟩

=

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
[θ(x0 − y0)e−ip·(x−y) + θ(y0 − x0)eip·(x−y)]
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四维动量积分
利用前面推出的公式

θ(x0 − y0)
e−iEp(x0−y0)

2Ep
+ θ(y0 − x0)

eiEp(x0−y0)

2Ep
=

∫
dp0
2π

i e−ip0(x0−y0)

p2 −m2 + iϵ

得到

⟨0|T[ϕ(x)ϕ†(y)] |0⟩ =
∫

d3p

(2π)3
1

2Ep
[θ(x0 − y0)e−ip·(x−y) + θ(y0 − x0)eip·(x−y)]

=

∫
d3p

(2π)3
eip·(x−y)

[
θ(x0 − y0)

e−iEp(x0−y0)

2Ep
+ θ(y0 − x0)

eiEp(x0−y0)

2Ep

]

=

∫
d3p

(2π)3
eip·(x−y)

∫
dp0
2π

i e−ip0(x0−y0)

p2 −m2 + iϵ =

∫
d4p

(2π)4
i e−ip·(x−y)

p2 −m2 + iϵ

第二步将方括号第二项积分变量 p 替换成 −p，从而把 eip·(x−y) 中的 e−ip·(x−y)

因子变成 eip·(x−y) 因子
最后一步将三维动量积分和 p0 积分合成四维动量积分
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复标量场的 Feynman 传播子

于是，复标量场的 Feynman 传播子表达为

DF(x− y) = ϕ(x)ϕ†(y) = ⟨0|T[ϕ(x)ϕ†(y)] |0⟩

=

∫
d4p

(2π)4
i

p2 −m2 + iϵ e−ip·(x−y)

可见，复标量场与实标量场具有相同形式的 Feynman 传播子

此外，由 T[Φa(x)Φb(y)] = ϵab T[Φb(y)Φa(x)] 和 DF(x− y) 的偶函数性质得

ϕ†(x)ϕ(y) = ⟨0|T[ϕ†(x)ϕ(y)] |0⟩ = ⟨0|T[ϕ(y)ϕ†(x)] |0⟩ = DF(y − x) = DF(x− y)

也就是说，ϕ†(x)ϕ(y) 与 ϕ(x)ϕ†(y) 相等
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6.4.3 小节　有质量矢量场的 Feynman 传播子

有质量实矢量场 Aµ(x) 的 Feynman 传播子 ∆µν
F (x− y) 定义为

∆µν
F (x− y) ≡ Aµ(x)Aν(y) = ⟨0|T[Aµ(x)Aν(y)] |0⟩

根据平面波展开式、产生湮灭算符的对易关系和极化矢量求和关系，有

⟨0|Aµ(x)Aν(y) |0⟩ = ⟨0|Aµ(+)(x)Aν(−)(y) |0⟩

=

∫
d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq

∑
λλ′

⟨0| εµ(p, λ)ap,λe−ip·xεν∗(q, λ′)a†q,λ′eiq·y |0⟩

=

∫
d3p d3q e−i(p·x−q·y)

(2π)6
√

4EpEq

∑
λλ′

εµ(p, λ)εν∗(q, λ′) ⟨0| [ap,λ, a
†
q,λ′ ] |0⟩

=

∫
d3p d3q e−i(p·x−q·y)

(2π)3
√

4EpEq

∑
λλ′

εµ(p, λ)εν∗(q, λ′)δλλ′δ(3)(p − q)

=

∫
d3p e−ip·(x−y)

(2π)32Ep

∑
λ

εµ(p, λ)εν∗(p, λ) =
∫

d3p

(2π)3

(
−gµν +

pµpν

m2

)
e−ip·(x−y)

2Ep

余钊焕 （中山大学） 第 6 章　量子场的相互作用 6.3 节和 6.4 节 29 / 45



正规乘积和 Wick 定理 标量场 Feynman 传播子 矢量场 Feynman 传播子 旋量场 Feynman 传播子

⟨0|T[Aµ(x)Aν(y)] |0⟩

由上述 ⟨0|Aµ(x)Aν(y) |0⟩ =
∫

d3p

(2π)3

(
−gµν +

pµpν

m2

)
e−ip·(x−y)

2Ep
得到

⟨0|Aν(y)Aµ(x) |0⟩ =
∫

d3p

(2π)3

(
−gνµ +

pνpµ

m2

)
eip·(x−y)

2Ep

从而推出 Feynman 传播子表达式
∆µν

F (x− y) = ⟨0|T[Aµ(x)Aν(y)] |0⟩

= θ(x0 − y0) ⟨0|Aµ(x)Aν(y) |0⟩+ θ(y0 − x0) ⟨0|Aν(y)Aµ(x) |0⟩

=

∫
d3p

(2π)3

(
−gµν +

pµpν

m2

)
1

2Ep
[θ(x0 − y0)e−ip·(x−y) + θ(y0 − x0)eip·(x−y)]

由于大圆括号中的 pµpν/m2 项包含 p0 = Ep，不能应用前面的

θ(x0 − y0)
e−iEp(x0−y0)

2Ep
+ θ(y0 − x0)

eiEp(x0−y0)

2Ep
=

∫
dp0
2π

i e−ip0(x0−y0)

p2 −m2 + iϵ

直接将结果写成 ∆µν
F (x− y) =

∫
d4p

(2π)4
−i(gµν − pµpν/m2)

p2 −m2 + iϵ e−ip·(x−y)
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求导运算

为了得到简洁的表达式，需要将 pµpν/m2 转换为求导运算

记 ∂µ
x ≡ ∂/∂xµ，利用阶跃函数与 δ 函数的关系 θ′(x) = δ(x)，推出

∂µ
x∂

ν
x [θ(x

0 − y0)e−ip·(x−y) + θ(y0 − x0)eip·(x−y)]

= ∂µ
x [− ipνθ(x0 − y0)e−ip·(x−y) + gν0δ(x0 − y0)e−ip·(x−y) + ipνθ(y0 − x0)eip·(x−y)

− gν0δ(y0 − x0)eip·(x−y)]

= − pµpνθ(x0 − y0)e−ip·(x−y) − igµ0pνδ(x0 − y0)e−ip·(x−y) − ipµgν0δ(x0 − y0)e−ip·(x−y)

+ gµ0gν0∂0
xδ(x

0 − y0)e−ip·(x−y) − pµpνθ(y0 − x0)eip·(x−y) − igµ0pνδ(y0 − x0)eip·(x−y)

− ipµgν0δ(y0 − x0)eip·(x−y) + gµ0gν0∂0
xδ(y

0 − x0)eip·(x−y)

= − pµpν [θ(x0 − y0)e−ip·(x−y) + θ(y0 − x0)eip·(x−y)]

− i(gµ0pν + gν0pµ)δ(x0 − y0)[e−ip·(x−y) + eip·(x−y)]

+ gµ0gν0∂0
xδ(x

0 − y0)[e−ip·(x−y) − eip·(x−y)]
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分解
从而将包含 pµpν/m2 的因子化为

pµpν

m2
[θ(x0 − y0)e−ip·(x−y) + θ(y0 − x0)eip·(x−y)]

= −
∂µ
x∂

ν
x

m2
[θ(x0 − y0)e−ip·(x−y) + θ(y0 − x0)eip·(x−y)]

−
i

m2
(gµ0pν + gν0pµ)δ(x0 − y0)[e−ip·(x−y) + eip·(x−y)]

+
gµ0gν0

m2
∂0
xδ(x

0 − y0)[e−ip·(x−y) − eip·(x−y)]

由此将 Feynman 传播子分解成 ∆µν
F (x− y) = fµν

1 (x, y) + fµν
2 (x, y) + fµν

3 (x, y)

fµν
1 (x, y) ≡ −

(
gµν +

∂µ
x∂

ν
x

m2

)∫ d3p

(2π)3
1

2Ep
[θ(x0 − y0)e−ip·(x−y) + θ(y0 − x0)eip·(x−y)]

fµν
2 (x, y) ≡ −

i
m2

∫ d3p

(2π)3
1

2Ep
(gµ0pν + gν0pµ)δ(x0 − y0)[e−ip·(x−y) + eip·(x−y)]

fµν
3 (x, y) ≡

gµ0gν0

m2

∫ d3p

(2π)3
1

2Ep
∂0
xδ(x

0 − y0)[e−ip·(x−y) − eip·(x−y)]
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fµν
1 (x, y) 和 fµν

2 (x, y)

将第一项化为
fµν
1 (x, y) = −

(
gµν +

∂µ
x∂

ν
x

m2

)∫ d3p

(2π)3
1

2Ep
[θ(x0 − y0)e−ip·(x−y) + θ(y0 − x0)eip·(x−y)]

= −
(
gµν +

∂µ
x∂

ν
x

m2

)∫ d4p

(2π)4
i e−ip·(x−y)

p2 −m2 + iϵ
=

∫ d4p

(2π)4
−i(gµν − pµpν/m2)

p2 −m2 + iϵ
e−ip·(x−y)

δ(x0 − y0) 只在 x0 − y0 = 0 处非零，该处有 e−iEp(x0−y0) = eiEp(x0−y0) = 1，故

f i0
2 (x, y) = f0i

2 (x, y) = −
i

m2

∫ d3p

(2π)3
pi

2Ep
δ(x0 − y0)[e−ip·(x−y) + eip·(x−y)] = 0

上式中被积函数是关于 p 的奇函数，因而对整个三维动量空间积分为零
利用 Fourier 变换公式导出

f00
2 (x, y) = −

i
m2

∫ d3p

(2π)3
2p0

2Ep
δ(x0 − y0)[eip·(x−y) + e−ip·(x−y)]

= −
2i
m2

δ(x0 − y0)δ(3)(x − y) = −
2i
m2

δ(4)(x− y)

归纳得到第二项表达式 fµν
2 (x, y) = − 2i

m2
gµ0gν0δ(4)(x− y)
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fµν
3 (x, y)

另一方面，根据 δ 函数的导数的定义，有∫
dx f(x)δ′(x− a) = −f ′(a) = −

∫
dx f ′(x)δ(x− a)

因而对第三项中的被积函数可作替换
∂0
xδ(x

0 − y0)[e−ip·(x−y) − eip·(x−y)] → −δ(x0 − y0)∂0
x[e−ip·(x−y) − eip·(x−y)]

由此将第三项化为
fµν
3 (x, y) =

gµ0gν0

m2

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
∂0
xδ(x

0 − y0)[e−ip·(x−y) − eip·(x−y)]

= −g
µ0gν0

m2

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
δ(x0 − y0)∂0

x[e−ip·(x−y) − eip·(x−y)]

= −g
µ0gν0

m2

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
δ(x0 − y0)[−ip0e−ip·(x−y) − ip0eip·(x−y)]

=
i

2m2
gµ0gν0

∫
d3p

(2π)3
δ(x0 − y0)[eip·(x−y) + e−ip·(x−y)]

=
i
m2

gµ0gν0δ(x0 − y0)δ(3)(x − y) = i
m2

gµ0gν0δ(4)(x− y)
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有质量矢量场的 Feynman 传播子

综合起来，有质量矢量场 Feynman 传播子的表达式为

∆µν
F (x− y) = fµν

1 (x, y) + fµν
2 (x, y) + fµν

3 (x, y)

=

∫
d4p

(2π)4
−i(gµν − pµpν/m2)

p2 −m2 + iϵ e−ip·(x−y) − i
m2

gµ0gν0δ(4)(x− y)

第一项是 Lorentz 张量，因而是 Lorentz 协变的，但第二项是非协变的

幸好，7.4 节将证明这个非协变项在微扰论中的贡献被相互作用哈密顿量密度中

非协变项 HI
J0 =

g2

2m2
(J I,0)2 的贡献精确抵消，从而理论是 Lorentz 协变的

因此，在实际计算中可以只保留协变项

∆µν
F (x− y) = ⟨0|T[Aµ(x)Aν(y)] |0⟩ →

∫
d4p

(2π)4
−i(gµν − pµpν/m2)

p2 −m2 + iϵ e−ip·(x−y)
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6.4.4 小节　无质量矢量场的 Feynman 传播子

无质量实矢量场 Aµ(x) 的 Feynman 传播子依赖于规范的选择

这里取 Feynman 规范 (ξ = 1)

在相互作用绘景中，将无质量实矢量场 Aµ(x) 的平面波展开式分解为

正能解 Aµ(+)(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

3∑
σ=0

eµ(p, σ)bp,σe−ip·x

负能解 Aµ(−)(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

3∑
σ=0

eµ(p, σ)b†p,σeip·x

相应的 Feynman 传播子定义为

∆µν
F (x− y) ≡ Aµ(x)Aν(y) = ⟨0|T[Aµ(x)Aν(y)] |0⟩
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⟨0|Aµ(x)Aν(y) |0⟩

根据产生湮灭算符的对易关系和极化矢量的完备性关系，得到

⟨0|Aµ(x)Aν(y) |0⟩ = ⟨0|Aµ(+)(x)Aν(−)(y) |0⟩

=

∫
d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq

∑
σσ′

⟨0| eµ(p, σ)bp,σe−ip·xeν(q, σ′)b†q,σ′eiq·y |0⟩

=

∫
d3p d3q e−i(p·x−q·y)

(2π)6
√

4EpEq

∑
σσ′

eµ(p, σ)eν(q, σ′) ⟨0| [bp,σ, b
†
q,σ′ ] |0⟩

= −
∫

d3p d3q e−i(p·x−q·y)

(2π)3
√

4EpEq

∑
σσ′

eµ(p, σ)eν(q, σ′)gσσ′δ(3)(p − q)

= −
∫

d3p e−ip·(x−y)

(2π)32Ep

∑
σ

gσσe
µ(p, σ)eν(p, σ) = −gµν

∫
d3p

(2π)3
e−ip·(x−y)

2Ep

进而推出

⟨0|Aν(y)Aµ(x) |0⟩ = −gνµ
∫

d3p

(2π)3
e−ip·(y−x)

2Ep
= −gµν

∫
d3p

(2π)3
eip·(x−y)

2Ep
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无质量矢量场的 Feynman 传播子
从而得到

∆µν
F (x− y) = ⟨0|T[Aµ(x)Aν(y)] |0⟩

= θ(x0 − y0) ⟨0|Aµ(x)Aν(y) |0⟩+ θ(y0 − x0) ⟨0|Aν(y)Aµ(x) |0⟩

= −gµν
∫

d3p

(2π)3
1

2Ep
[θ(x0 − y0)e−ip·(x−y) + θ(y0 − x0)eip·(x−y)]

当质量 m = 0 时，有∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
[θ(x0 − y0)e−ip·(x−y) + θ(y0 − x0)eip·(x−y)] =

∫
d4p

(2π)4
i e−ip·(x−y)

p2 + iϵ

于是，Feynman 规范下无质量矢量场的 Feynman 传播子可以表达为

∆µν
F (x− y) = ⟨0|T[Aµ(x)Aν(y)] |0⟩ =

∫
d4p

(2π)4
−igµν

p2 + iϵ e−ip·(x−y)
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6.4.5 小节 Dirac 旋量场的 Feynman 传播子
在相互作用绘景中，将 ψa(x) 和 ψ̄a(x) 的平面波展开式分解为正负能解部分，得

ψa(x) = ψ(+)
a (x) + ψ(−)

a (x), ψ̄a(x) = ψ̄(+)
a (x) + ψ̄(−)

a (x)

ψ(+)
a (x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±

ua(p, λ)ap,λe−ip·x

ψ(−)
a (x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±

va(p, λ)b†p,λeip·x

ψ̄(+)
a (x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±

v̄a(p, λ)bp,λe−ip·x

ψ̄(−)
a (x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±

ūa(p, λ)a†p,λeip·x

容易看出，ψa(x)ψb(y) = ψ̄a(x)ψ̄b(y) = 0

Dirac 旋量场 ψa(x) 的 Feynman 传播子 SF,ab(x− y) 定义为

SF,ab(x− y) ≡ ψa(x)ψ̄b(y) = ⟨0|T[ψa(x)ψ̄b(y)] |0⟩
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⟨0|ψa(x)ψ̄b(y) |0⟩

利用产生湮灭算符的反对易关系和自旋求和关系，推出
⟨0|ψa(x)ψ̄b(y) |0⟩

= ⟨0|ψ(+)
a (x)ψ̄

(−)
b (y) |0⟩

=

∫
d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq

∑
λλ′

⟨0|ua(p, λ)ap,λe−ip·xūb(q, λ′)a†q,λ′eiq·y |0⟩

=

∫
d3p d3q e−i(p·x−q·y)

(2π)6
√

4EpEq

∑
λλ′

ua(p, λ)ūb(q, λ′) ⟨0| {ap,λ, a
†
q,λ′} |0⟩

=

∫
d3p d3q e−i(p·x−q·y)

(2π)3
√

4EpEq

∑
λλ′

ua(p, λ)ūb(q, λ′)δλλ′δ(3)(p − q)

=

∫
d3p e−ip·(x−y)

(2π)32Ep

∑
λ

ua(p, λ)ūb(p, λ)

=

∫
d3p

(2π)3
(/p+m)ab

e−ip·(x−y)

2Ep
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⟨0| ψ̄b(y)ψa(x) |0⟩

再推出
⟨0| ψ̄b(y)ψa(x) |0⟩

= ⟨0| ψ̄(+)
b (y)ψ(−)

a (x) |0⟩

=

∫
d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq

∑
λλ′

⟨0| v̄b(p, λ)bp,λe−ip·yva(q, λ′)b†q,λ′eiq·x |0⟩

=

∫
d3p d3q e−i(p·y−q·x)

(2π)6
√

4EpEq

∑
λλ′

va(q, λ′)v̄b(p, λ) ⟨0| {bp,λ, b
†
q,λ′} |0⟩

=

∫
d3p d3q e−i(p·y−q·x)

(2π)3
√

4EpEq

∑
λλ′

va(q, λ′)v̄b(p, λ)δλλ′δ(3)(p − q)

=

∫
d3p e−ip·(y−x)

(2π)32Ep

∑
λ

va(p, λ)v̄b(p, λ)

=

∫
d3p

(2π)3
(/p−m)ab

eip·(x−y)

2Ep
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Dirac 旋量场的 Feynman 传播子
于是，Dirac 旋量场的 Feynman 传播子为

SF,ab(x− y) = ⟨0|T[ψa(x)ψ̄b(y)] |0⟩

= θ(x0 − y0) ⟨0|ψa(x)ψ̄b(y) |0⟩ − θ(y0 − x0) ⟨0| ψ̄b(y)ψa(x) |0⟩

=

∫
d3p

(2π)3

[
θ(x0 − y0)(γµp

µ +m)ab
e−ip·(x−y)

2Ep

− θ(y0 − x0)(γµp
µ −m)ab

eip·(x−y)

2Ep

]
= (γ0)ab

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
[Epθ(x

0 − y0)e−ip·(x−y) − Epθ(y
0 − x0)eip·(x−y)]

+ (γi)ab

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
[piθ(x0 − y0)e−ip·(x−y) − piθ(y0 − x0)eip·(x−y)]

+mδab

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

[
θ(x0 − y0)e−ip·(x−y) + θ(y0 − x0)eip·(x−y)

]
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Dirac 旋量场的 Feynman 传播子
类似于前面得到的等式

θ(x0 − y0)
e−iEp(x0−y0)

2Ep
+ θ(y0 − x0)

eiEp(x0−y0)

2Ep
=

∫
dp0
2π

i e−ip0(x0−y0)

p2 −m2 + iϵ∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
[θ(x0 − y0)e−ip·(x−y) + θ(y0 − x0)eip·(x−y)] =

∫
d4p

(2π)4
i e−ip·(x−y)

p2 −m2 + iϵ

对于任意解析函数 g(p0)，可以推出

θ(x0 − y0)
g(Ep)e−iEp(x0−y0)

2Ep
+ θ(y0 − x0)

g(−Ep)eiEp(x0−y0)

2Ep

=

∫
dp0
2π

ig(p0)e−ip0(x0−y0)

p2 −m2 + iϵ∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
[g(Ep)θ(x

0 − y0)e−ip·(x−y) + g(−Ep)θ(y
0 − x0)eip·(x−y)]

=

∫
d4p

(2π)4
ig(p0)e−ip·(x−y)

p2 −m2 + iϵ

左边第一项对应于 p0 = Ep − iϵ 处的留数，第二项对应于 p0 = −Ep + iϵ 处的留
数
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Dirac 旋量场的 Feynman 传播子
取 g(p0) = p0，把 SF,ab(x− y) 的第一项变成

(γ0)ab

∫ d3p

(2π)3
1

2Ep
[Epθ(x

0 − y0)e−ip·(x−y) −Epθ(y
0 − x0)eip·(x−y)]

=

∫ d4p

(2π)4
i(γ0p0)abe−ip·(x−y)

p2 −m2 + iϵ

再将 SF,ab(x− y) 式的后两项化成
(γi)ab

∫ d3p

(2π)3
1

2Ep
[piθ(x0 − y0)e−ip·(x−y) − piθ(y0 − x0)eip·(x−y)]

+mδab

∫ d3p

(2π)3
1

2Ep

[
θ(x0 − y0)e−ip·(x−y) + θ(y0 − x0)eip·(x−y)

]
= [(γi)abi∂i

x +mδab]

∫ d3p

(2π)3
1

2Ep

[
θ(x0 − y0)e−ip·(x−y) + θ(y0 − x0)eip·(x−y)

]
= [(γi)abi∂i

x +mδab]

∫ d4p

(2π)4
i e−ip·(x−y)

p2 −m2 + iϵ
=

∫ d4p

(2π)4
i(γipi +m)ab

p2 −m2 + iϵ
e−ip·(x−y).

把这三项加起来，得到 Dirac 旋量场的 Feynman 传播子

SF,ab(x− y) =

∫
d4p

(2π)4
i(/p+m)ab

p2 −m2 + iϵ e−ip·(x−y)
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等价形式
将 Dirac 旋量场的 Feynman 传播子写成旋量空间矩阵的形式，得

SF(x− y) = ⟨0|T[ψ(x)ψ̄(y)] |0⟩ =
∫

d4p

(2π)4
i(/p+m)

p2 −m2 + iϵ e−ip·(x−y)

在 5.4.1 小节中推出了 (kµγ
µ)2 = k21，故 /p/p = p2

从而得到 (/p+m)(/p−m) = /p/p−m2 = p2 −m2，则

(/p+m)(/p−m+ iϵ) = p2 −m2 + iϵ(/p+m)

iϵ(/p+m) 是无穷小量，因而上式右边与 p2 −m2 + iϵ 等价，故

SF(x− y) =

∫
d4p

(2π)4
i(/p+m) e−ip·(x−y)

(/p+m)(/p−m+ iϵ) =

∫
d4p

(2π)4
i

/p−m+ iϵ e−ip·(x−y)

在最后的表达式里，可以将 1

/p−m+ iϵ 理解为 /p−m+ iϵ 的逆矩阵
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