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量子场的相互作用 相互作用绘景 例 1：实标量场 例 2：有质量矢量场 时间演化算符和 S 矩阵

第 6 章　量子场的相互作用
第 2、4、5 章分别讨论了标量场、矢量场、旋量场的正则量子化
这些讨论只涉及自由量子场，没有考虑到量子场的相互作用

自由实标量场的拉氏量是 L =
1

2
(∂µϕ)∂µϕ−

1

2
m2ϕ2

自由有质量实矢量场的拉氏量是 L = −1

4
FµνF

µν +
1

2
m2AµA

µ

自由 Dirac 旋量场的拉氏量是 L = iψ̄γµ∂µψ−mψ̄ψ

这些自由场拉氏量包含动能项和质量项
它们都是二次型，即每一项均包含 2 个场算符

如果考虑包含多于 2 个场算符的项，则这些项将描述场的相互作用 (interaction)

在局域场论中，拉氏量 L(x) 中的相互作用项只能包含同一个时空点处的几个场
算符，例如 [ϕ(x)]3；不能包含处于不同时空点上的场算符，例如 [ϕ(x)]2ϕ(y)

这样可以避免超距作用，保持理论的因果性 (causality)
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场的量纲
在自然单位制中，时空坐标 xµ 的量纲是能量量纲的倒数，即 [xµ] = [E]−1

时空导数的量纲是 [∂µ] = [E]，时空体积元的量纲是 [d4x] = [E]−4

由于拉格朗日量 L 具有能量量纲，作用量 S =
∫

dt L =
∫

d4xL 没有量纲
拉氏量 L 的量纲是 [L] = [E]4

从动能项 1

2
(∂µϕ)∂µϕ 可以看出，标量场的量纲是

[ϕ] = [E]

由 −1

4
FµνF

µν = −1

4
(∂µAν − ∂νAµ)(∂

µAν − ∂νAµ) 可知矢量场的量纲是

[Aµ] = [E]

根据动能项 iψ̄γµ∂µψ，旋量场的量纲是

[ψ] = [ψ̄] = [E]3/2
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实标量场的 ϕ4 理论
相互作用项可以只包含同一个场，从而描述场的自相互作用 (self-interaction)

例如，用实标量场 ϕ(x) 构造拉氏量

Lϕ4 =
1

2
(∂µϕ)∂µϕ− 1

2
m2ϕ2 − λ

4!
ϕ4

前两项是动能项和质量项，第三项描述实标量场的自相互作用
λ 是一个实耦合常数 (coupling constant)，它的大小决定耦合的强度
[ϕ4] = [E]4 = [L] 意味着 [λ] = 1，即耦合常数 λ 是无量纲的

Lϕ4 描述实标量场的 ϕ4 理论

根据 Euler-Lagrange 方程 ∂µ
∂L

∂(∂µϕ)
− ∂L
∂ϕ

= 0，ϕ4 理论的经典运动方程是

(∂2 +m2)ϕ = − λ

3!
ϕ3

存在相互作用时，场的经典运动方程是非线性的
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实标量场和 Dirac 旋量场的 Yukawa 理论

汤川秀树
(1907–1981)

相互作用项也可以涉及不同的场
例如，用实标量场 ϕ(x) 和 Dirac 旋量场 ψ(x) 构造拉氏量

LYukawa = LS + LD + LY

LS =
1

2
(∂µϕ)∂µϕ− 1

2
m2
ϕϕ

2, LD = iψ̄γµ∂µψ −mψψ̄ψ

LY = −κϕψ̄ψ

LS 包含 ϕ 的动能项和质量项，LD 包含 ψ 的动能项和质量项
相互作用项 LY 描述 ϕ 与 ψ 之间的 Yukawa 相互作用，其中 κ 是实耦合常数
[ϕψ̄ψ] = [E]4 = [L] 表明 Yukawa 耦合常数 κ 没有量纲

这类包含 ϕ、ψ 和 ψ̄ 的相互作用最先由汤川秀树 (Hideki Yukawa) 于 1935 年提
出，当时引入 π 介子 (对应于 ϕ ) 来传递核子 (对应于 ψ ) 之间的强相互作用

LYukawa 描述 Yukawa 理论，由于 LY 包含不同类型的场，经典运动方程是多个
相互耦合的运动方程
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微扰论
非线性和耦合的运动方程在经典场论中尚不容易求解，在量子场论中更加困难
所幸的是，当耦合常数（如 λ、κ）比较小时，在微扰论 (perturbation theory) 中利

用微扰级数展开可以得到比较可靠的近似结果
本章和下一章介绍用微扰论处理量子场相互作用的思路

如果拉氏量中相互作用项 L1 不包含场的时空导数 ∂µΦa，则 ∂L1/∂Φ̇a = 0

L1 不影响场的共轭动量密度 πa = ∂L/∂Φ̇a，故 πa 保持没有相互作用时的形式
将哈密顿量密度分解成 H = H0 +H1

H0 是自由部分，与没有相互作用时的哈密顿量密度相同；H1 是相互作用部分
通常来说，由定义式 H ≡ πaΦ̇a − L 会得到 H1(Φa) = −L1(Φa)

从而，相互作用哈密顿量是 H1 =

∫
d3xH1(Φa) = −

∫
d3xL1(Φa)

如果 L1 包含场的时空导数 ∂µΦa，则共轭动量密度 πa = ∂L/∂Φ̇a 与没有相互作
用的情况不同，H1 的形式会复杂一些
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6.1 节　相互作用绘景
2.2 节介绍过哈密顿量不含时情况下 Schrödinger 与 Heisenberg 绘景之间的关系
在 Schrödinger 绘景中，态矢 |Ψ(t)⟩S 依赖于时间，力学量算符 OS 不依赖于时间
在 Heisenberg 绘景中，态矢 |Ψ⟩H = eiHt |Ψ(t)⟩S = |Ψ(0)⟩S 不依赖于时间，力学

量算符 OH(t) = eiHtOSe−iHt 依赖于时间
由于 Heisenberg 绘景能够明确地处理场算符的时间依赖性，前面章节中自由场

的正则量子化程序都是在这个绘景中进行的
实际上，在 Schrödinger 绘景中也可以等价地讨论正则量子化

接下来以实标量场为例进行表述
根据 2.3.3 小节，自由实标量场 ϕ(x) 的哈密顿量表达成 H =

∫
d3p

(2π)3
Epa

†
pap

H 是不含时的，即不依赖于时间 t，前面的推导表明 [ap, H] = Epap

这里省略了零点能，因为零点能是 c 数，只决定总能量的零点，不影响下面的讨论
湮灭算符 ap 和产生算符 a†p 不依赖于时间，实际上是 Schrödinger 绘景中的算符
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Heisenberg 绘景中的产生湮灭算符
将 [ap, H] = Epap 改写为 [ap,−iHt] = −iEptap，得到多重对易子

[ap, (−iHt)(1)] = [ap,−iHt] = −iEptap,

[ap, (−iHt)(2)] = [[ap, (−iHt)(1)],−iHt] = −iEpt[ap,−iHt] = (−iEpt)
2ap, · · ·

[ap, (−iHt)(n)] = (−iEpt)
nap

由 OH(t) = eiHtOSe−iHt 和 e−ABeA =

∞∑
n=0

1

n!
[B,A(n)] 推出 Heisenberg 绘景中

的湮灭算符

aH
p (t) = eiHtape−iHt =

∞∑
n=0

1

n!
[ap, (−iHt)(n)] =

∞∑
n=0

1

n!
(−iEpt)

nap = e−iEptap

对上式取厄米共轭，得到相应的产生算符

aH†
p (t) = eiHta†pe−iHt = eiEpta†p
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Schrödinger 绘景中的场算符
根据上述 aH

p (t) = eiHtape−iHt = e−iEptap 和 aH†
p (t) = eiHta†pe−iHt = eiEpta†p

将 Heisenberg 绘景中自由实标量场的平面波展开式化为

ϕH(x, t) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

(
ape−ip·x + a†peip·x

)
=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

[
aH

p (t)eip·x + aH†
p (t)e−ip·x

]
第二个表达式里场算符的时间依赖性只包含在 Heisenberg 绘景的产生湮灭算符中

反过来，在 Schrödinger 绘景中，实标量场的平面波展开式为
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可见，场算符在 Schrödinger 绘景中确实不依赖于时间
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量子场的相互作用 相互作用绘景 例 1：实标量场 例 2：有质量矢量场 时间演化算符和 S 矩阵

Schrödinger 绘景中的正则对易关系
将共轭动量密度的展开式变换到 Schrödinger 绘景中，那么它也不依赖于时间：

πS(x) = e−iHtπH(x, t)eiHt =

∫
d3p

(2π)3
−ip0√
2Ep

e−iHt
[
aH

p (t)eip·x − aH†
p (t)e−ip·x

]
eiHt

=

∫
d3p

(2π)3
−ip0√
2Ep

(
apeip·x − a†pe−ip·x

)
2.2 节提到，正则对易关系的形式与绘景无关，这一点很容易验证

比如，实标量场在 Heisenberg 绘景中的等时对易关系
[ϕH(x, t), πH(y, t)] = iδ(3)(x − y), [ϕH(x, t), ϕH(y, t)] = [πH(x, t), πH(y, t)] = 0

在 Schrödinger 绘景中化为正则对易关系
[ϕS(x), πS(y)] = iδ(3)(x − y), [ϕS(x), ϕS(y)] = [πS(x), πS(y)] = 0

在 Schrödinger 绘景中，从这些正则对易关系和平面波展开式出发，可以推出产
生湮灭算符的对易关系，结果必定与在 Heisenberg 绘景中导出的对易关系相同

从而推出 H =

∫
d3p

(2π)3
Epa

†
pap，这说明在 Schrödinger 绘景中也可以自洽地讨论
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量子场的相互作用 相互作用绘景 例 1：实标量场 例 2：有质量矢量场 时间演化算符和 S 矩阵

相互作用绘景

Paul Dirac
(1902–1984)

存在相互作用时，在 Schrödinger 绘景中将不含时的
哈密顿量 H = HS = HH 分解为两个部分，

HS = HS
0 +HS

1

主要部分 HS
0 是自由（没有相互作用）的哈密顿量

微扰部分 HS
1 描述相互作用，只给出较小的影响

这里假设 HS
0 和 HS

1 都是不含时的

此时可建立相互作用绘景 (interaction picture)，它也
称为 Dirac 绘景，建立方式是把主要部分 HS

0 的影响塞进态矢里面，将态矢定义为

|Ψ(t)⟩I = eiHS
0 t |Ψ(t)⟩S

力学量算符定义为
OI(t) = eiHS

0 tOSe−iHS
0 t
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量子场的相互作用 相互作用绘景 例 1：实标量场 例 2：有质量矢量场 时间演化算符和 S 矩阵

相互作用绘景中的哈密顿量

根据相互作用绘景中力学量算符的定义 OI(t) = eiHS
0 tOSe−iHS

0 t

相互作用绘景中哈密顿量的自由部分与 Schrödinger 绘景中的相同，

HI
0 = eiHS

0 tHS
0 e−iHS

0 t = HS
0

但总哈密顿量不同，
HI(t) = eiHS

0 tHe−iHS
0 t

微扰部分则满足

HI
1(t) = eiHS

0 tHS
1 e−iHS

0 t = eiHS
0 t(H −HS

0 )e−iHS
0 t = HI(t)−HS

0 = HI(t)−HI
0

注意，HI(t) 和 HI
1(t) 都是含时的

余钊焕 （中山大学） 第 6 章　量子场的相互作用 6.1 节和 6.2 节 12 / 49



量子场的相互作用 相互作用绘景 例 1：实标量场 例 2：有质量矢量场 时间演化算符和 S 矩阵

三种绘景
Schrödinger 绘景与 Heisenberg 绘景的变换关系为

|Ψ(t)⟩S = e−iHt |Ψ⟩H , OS = e−iHtOH(t)eiHt

以 Schrödinger 绘景为中介，得到相互作用绘景与 Heisenberg 绘景之间的关系
|Ψ(t)⟩I = eiHS

0 te−iHt |Ψ⟩H , OI(t) = eiHS
0 te−iHtOH(t)eiHte−iHS

0 t

引入幺正变换算符 V (t) ≡ eiHS
0 te−iHt ，满足 V (0) = I，将以上关系简化为

|Ψ(t)⟩I = V (t) |Ψ⟩H , OI(t) = V (t)OH(t)V †(t)

于是，相互作用绘景中等时对易关系的形式不变，如
[ϕI(x, t), πI(y, t)] = [V (t)ϕH(x, t)V †(t), V (t)πH(y, t)V †(t)]

= V (t)[ϕH(x, t), πH(y, t)]V †(t) = V (t)iδ(3)(x − y)V †(t) = iδ(3)(x − y)

t = 0 时刻三种绘景是一致的，|Ψ(0)⟩I = |Ψ(0)⟩S = |Ψ⟩H，OI(0) = OS = OH(0)

在任意 t 时刻有 I⟨Ψ(t)|OI(t) |Ψ(t)⟩I = S⟨Ψ(t)|OS |Ψ(t)⟩S = H⟨Ψ|OH(t) |Ψ⟩H，
因而三种绘景描述相同的物理
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量子场的相互作用 相互作用绘景 例 1：实标量场 例 2：有质量矢量场 时间演化算符和 S 矩阵

相互作用绘景中态矢的演化方程
在 Schrödinger 绘景中，Schrödinger 方程是

i ∂
∂t

|Ψ(t)⟩S = H |Ψ(t)⟩S

由定义 |Ψ(t)⟩I = eiHS
0 t |Ψ(t)⟩S 推出

i∂0 |Ψ(t)⟩I =
(

i∂0eiHS
0 t
)
|Ψ(t)⟩S + eiHS

0 ti∂0 |Ψ(t)⟩S =
(
−HS

0 eiHS
0 t + eiHS

0 tH
)
|Ψ(t)⟩S

=
(
−HS

0 + eiHS
0 tHe−iHS

0 t
)

eiHS
0 t |Ψ(t)⟩S = [−HI

0 +HI(t)]eiHS
0 t |Ψ(t)⟩S

即
i ∂
∂t

|Ψ(t)⟩I = HI
1(t) |Ψ(t)⟩I

这是态矢 |Ψ(t)⟩I 的演化方程，它只由相互作用哈密顿量 H I
1(t) 决定

可见，在相互作用绘景中，态矢的演化规律与 Schrödinger 绘景中的运动方程类
似，但必须将其中的总哈密顿量 H 换成相互作用哈密顿量 HI

1(t)

这部分演化属于动力学 (dynamics) 演化
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量子场的相互作用 相互作用绘景 例 1：实标量场 例 2：有质量矢量场 时间演化算符和 S 矩阵

相互作用绘景中力学量算符的演化方程

另一方面，由定义 OI(t) = eiHS
0 tOSe−iHS

0 t 有

i∂0OI(t) = (i∂0eiHS
0 t)OSe−iHS

0 t + eiHS
0 tOS(i∂0e−iHS

0 t)

= −HS
0 eiHS

0 tOSe−iHS
0 t + eiHS

0 tOSe−iHS
0 tHS

0 = [eiHS
0 tOSe−iHS

0 t, HS
0 ]

即
i ∂
∂t
OI(t) = [OI(t), HS

0 ]

这个方程表明力学量算符 OI(t) 的演化只由自由哈密顿量 HS
0 =H I

0 决定
可见，在相互作用绘景中，力学量算符的演化规律与 Heisenberg 绘景中的

Heisenberg 运动方程 i ∂
∂t
OH(t) = [OH(t), H] 类似，但必须将其中的总哈密顿量 H

换成自由哈密顿量 HS
0

这部分演化属于运动学 (kinematics) 演化
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量子场的相互作用 相互作用绘景 例 1：实标量场 例 2：有质量矢量场 时间演化算符和 S 矩阵

相互作用绘景的好处

在 Heisenberg 绘景中，对未加微扰的系统求出各个算符间的关系之后，加入微
扰有可能改变这些关系

不过，加入微扰之后各个算符在相互作用绘景中的许多关系仍然与加入微扰之前
它们在 Heisenberg 绘景中的关系相同，可以直接套用原来的公式

这就是相互作用绘景的好处

特别地，在相互作用绘景中，具有相互作用的场算符的平面波展开式将与没有相
互作用的场算符在 Heisenberg 绘景中的展开式相同

因此，在存在相互作用的情况下，我们仍然可以沿用第 2、4、5 章中导出的自由
量子场平面波展开式，其中的产生湮灭算符满足原来的对易或反对易关系

这一点对接下来的讨论至关重要
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量子场的相互作用 相互作用绘景 例 1：实标量场 例 2：有质量矢量场 时间演化算符和 S 矩阵

6.1.1 小节　例 1：实标量场
下面以实标量场的 ϕ4 理论为例讨论相互作用绘景

拉氏量为 LH
ϕ4 =

1

2
(∂µϕH)∂µϕ

H − 1

2
m2(ϕH)2 − λ

4!
(ϕH)4

实标量场 ϕ(x) 的共轭动量密度为 πH =
∂LH

ϕ4

∂(∂0ϕH)
= ∂0ϕ

H，与自由场形式相同

这里将 Heisenberg 绘景的标记 H 明确写出来
依照定义，哈密顿量密度为

HH = πH∂0ϕ
H − LH

ϕ4 =
1

2
[(πH)2 + (∇ϕH)2 +m2(ϕH)2] +

λ

4!
(ϕH)4

将哈密顿量分解为 HH =

∫
d3xHH = HH

0 +HH
1

HH
0 =

1

2

∫
d3x [(πH)2 + (∇ϕH)2 +m2(ϕH)2] 与自由哈密顿量的形式相同

HH
1 =

λ

4!

∫
d3x (ϕH)4 描述相互作用
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量子场的相互作用 相互作用绘景 例 1：实标量场 例 2：有质量矢量场 时间演化算符和 S 矩阵

相互作用绘景中的产生湮灭算符
假设 t = 0 时，实标量场 ϕ(x) 的平面波展开式与自由场展开式一样，

ϕI(x, 0) = ϕH(x, 0) = ϕS(x) =
∫

d3p

(2π)3
1√
2Ep

(
apeip·x + a†pe−ip·x

)
πI(x, 0) = πH(x, 0) = πS(x) =

∫
d3p

(2π)3
−ip0√
2Ep

(
apeip·x − a†pe−ip·x

)
其中产生湮灭算符 a†p 和 ap 满足自由情况下的对易关系；这是一个初始条件
在 t = 0 时刻，绘景变换关系 OH(t) = eiHtOSe−iHt 意味着 HH

0 (0) = HS
0

将以上 ϕH(x, 0) 和 πH(x, 0) 的平面波展开式代入到上一页 HH
0 的表达式，仿照

2.3.3 小节的推导过程，略去零点能，得到 HS
0 = HH

0 (0) =

∫
d3p

(2π)3
Epa

†
pap

即哈密顿量的自由部分 HS
0 与自由情况下的形式相同

由此推出 [ap, (−iHS
0 t)

(n)] = (−iEpt)
nap，得到相互作用绘景中的产生湮灭算符

aI
p(t) = eiHS

0 tape−iHS
0 t = e−iEptap, aI†

p (t) = eiHS
0 ta†pe−iHS

0 t = eiEpta†p
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量子场的相互作用 相互作用绘景 例 1：实标量场 例 2：有质量矢量场 时间演化算符和 S 矩阵

相互作用绘景中的平面波展开式

于是，相互作用绘景中任意 t 时刻的场算符展开式为

ϕI(x, t) = eiHS
0 tϕS(x)e−iHS

0 t =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

[
aI

p(t)eip·x + aI†
p (t)e−ip·x

]
=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

(
ape−iEpteip·x + a†peiEpte−ip·x

)
=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

(
ape−ip·x + a†peip·x

)
共轭动量密度的展开式为

πI(x, t) = eiHS
0 tπS(x)e−iHS

0 t =

∫
d3p

(2π)3
−ip0√
2Ep

(
ape−ip·x − a†peip·x

)
正如所期望的，这两个式子与自由实标量场在 Heisenberg 绘景中的展开式一致
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量子场的相互作用 相互作用绘景 例 1：实标量场 例 2：有质量矢量场 时间演化算符和 S 矩阵

相互作用绘景中的等时对易关系

因此，根据产生湮灭算符的对易关系

[ap, a
†
q ] = (2π)3δ(3)(p − q), [ap, aq] = [a†p, a

†
q ] = 0

可以证明 ϕI(x) 和 πI(x) 满足与自由场形式相同的等时对易关系（参考习题 2.2）

[ϕI(x, t), πI(y, t)] = iδ(3)(x − y), [ϕI(x, t), ϕI(y, t)] = [πI(x, t), πI(y, t)] = 0

如同自由场的情况，推出 [ap, H
S
0 ] = Epap 和 [a†p, H

S
0 ] = −Epa

†
p

就可以验证场算符展开式符合运动学演化方程

i ∂
∂t
ϕI(x, t) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

(
Epape−ip·x−Epa

†
peip·x

)
=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

(
[ap, H

S
0 ]e−ip·x + [a†p, H

S
0 ]eip·x

)
= [ϕI(x, t), HS

0 ]
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量子场的相互作用 相互作用绘景 例 1：实标量场 例 2：有质量矢量场 时间演化算符和 S 矩阵

6.1.2 小节　例 2：有质量矢量场
不难将上述讨论推广到复标量场、无质量矢量场和 Dirac 旋量场
但是，推广到有质量矢量场 Aµ(x) 却会得到不同寻常的结果
原因在于 A0(x) 不是一个独立的场变量，不具备相应的共轭动量密度和正则对

易关系，因而在绘景变换中具有特殊的性质

假设参与相互作用的有质量实矢量场 Aµ(x) 具有拉氏量 LH = LH
0 + LH

1

自由项为 LH
0 = −1

4
FH
µνF

H,µν +
1

2
m2AH

µA
H,µ

相互作用项为 LH
1 = −gJH

µ A
H,µ，其中 g 是一个无量纲耦合常数

JH
µ (x) 是由其它场组成的流，如 JH

µ (x) = ψ̄H(x)γµψ
H(x)

根据 Euler-Lagrange 方程 ∂µ
∂LH

∂(∂µAH
ν )

− ∂LH

∂AH
ν

= 0 和

∂LH

∂(∂µAH
ν )

= −FH,µν ,
∂LH

∂AH
ν

= m2AH,ν − gJH,ν

Aµ(x) 的经典运动方程为 ∂µF
H,µν +m2AH,ν = gJH,ν
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量子场的相互作用 相互作用绘景 例 1：实标量场 例 2：有质量矢量场 时间演化算符和 S 矩阵

AH,0 的依赖关系
由于 JH

µ (x) 不包含 AH,µ 的时间导数，共轭动量密度与自由场形式相同：

πH
i =

∂L
∂(∂0AH,i)

= −FH
0i , πH,i = FH,i0 = −∂0AH,i + ∂iAH,0

写成空间矢量的形式，得

πH = −ȦH −∇AH,0, ȦH = −πH −∇AH,0

当 ν = 0 时，运动方程变成

∂iF
H,i0 +m2AH,0 = gJH,0

故
AH,0 = − 1

m2
(∂iF

H,i0 − gJH,0) = − 1

m2
(∇ · πH − gJH,0)

与自由情况 AH,0 = − 1

m2
∇ · πH 不同，此处 AH,0 还依赖于 JH,0

余钊焕 （中山大学） 第 6 章　量子场的相互作用 6.1 节和 6.2 节 22 / 49



量子场的相互作用 相互作用绘景 例 1：实标量场 例 2：有质量矢量场 时间演化算符和 S 矩阵

哈密顿量密度
根据 4.3.1 小节推出的

1

4
FH
µνF

H,µν = −1

2
(πH)2+

1

2
(∇×AH)2, −1

2
m2AH

µA
H,µ = −1

2
m2[(AH

0 )
2− (AH)2]

哈密顿量密度是
HH = πH

i ∂0A
H,i − LH = −πH · ȦH − LH

= −πH · ȦH − 1

2
(πH)2 +

1

2
(∇× AH)2 − 1

2
m2[(AH,0)2 − (AH)2]

+ gJH,0AH,0 − g JH · AH

我们需要知道它比自由哈密顿量密度多了什么
利用 ȦH = −πH −∇AH,0 和 AH,0 = − 1

m2
(∇·πH − gJH,0) 将 HH 的第一项化为

−πH · ȦH = πH · (πH +∇AH,0) = (πH)2 +∇ · (AH,0πH)−AH,0 ∇ · πH

= (πH)2 +∇ · (AH,0πH) +
1

m2
(∇ · πH)2 − g

m2
JH,0 ∇ · πH

最后一行第二项是全散度，不会影响哈密顿量
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量子场的相互作用 相互作用绘景 例 1：实标量场 例 2：有质量矢量场 时间演化算符和 S 矩阵
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量子场的相互作用 相互作用绘景 例 1：实标量场 例 2：有质量矢量场 时间演化算符和 S 矩阵

分解哈密顿量
由于 AH,0 = − 1

m2
(∇ · πH − gJH,0)，HH 的第四项中包括

−1

2
m2(AH,0)2 = −m

2

2

1

m4
(∇ · πH − gJH,0)2

= − 1

2m2
(∇ · πH)2 − g2

2m2
(JH,0)2 +

g

m2
JH,0 ∇ · πH

HH 的第五项为

gJH,0AH,0 = − g

m2
JH,0(∇ · πH − gJH,0) = − g

m2
JH,0 ∇ · πH +

g2

m2
(JH,0)2

这里包含 Jµ 的项都是自由场不具备的，应该归为相互作用项
于是将哈密顿量分解为 HH =

∫
d3xHH = HH

0 +HH
1

其中 HH
0 =

1

2

∫
d3x

[
(πH)2 +

1

m2
(∇ · πH)2 + (∇× AH)2 +m2(AH)2

]
与自由

哈密顿量形式相同

HH
1 =

∫
d3x

[
−g JH · AH − g

m2
JH,0 ∇ · πH +

g2

2m2
(JH,0)2

]
描述相互作用
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量子场的相互作用 相互作用绘景 例 1：实标量场 例 2：有质量矢量场 时间演化算符和 S 矩阵

AH(x) 与 HH
0 的对易子

根据等时对易关系，有
[AH,i(x), (πH(y))2] = [AH,i(x), πH

j (y)]π
H
j (y) + πH

j (y)[A
H,i(x), πH

j (y)]

= 2iδijδ(3)(x − y)πH
j (y) = −2iδ(3)(x − y)πH,i(y)

写成空间矢量的形式是 [AH(x), (πH(y))2] = −2iδ(3)(x − y)πH(y)

另一方面，用 ∇y 表示对空间矢量 y 的梯度算符，得到
[AH,i(x),∇y · πH(y)] = − ∂

∂yj
[AH,i(x), πH

j (y)] = −i ∂

∂yi
δ(3)(x − y)

[AH(x),∇y · πH(y)] = −i∇yδ
(3)(x − y)

[AH(x), HH
0 ] =

1

2

∫
d3y

{
[AH(x), (πH(y))2] +

1

m2
[AH(x), (∇y · πH(y))2]

}
=

∫
d3y

{
−iδ(3)(x − y)πH(y)− i

m2
[∇y · πH(y)]∇yδ

(3)(x − y)
}

= −iπH(x) +
i
m2

∫
d3y δ(3)(x − y)∇y[∇y · πH(y)]

分部积分

= −iπH(x) +
i
m2

∇x[∇x · πH(x)]
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量子场的相互作用 相互作用绘景 例 1：实标量场 例 2：有质量矢量场 时间演化算符和 S 矩阵

相互作用绘景
接下来转换到相互作用绘景，

AI = V (t)AH V †(t), πI = V (t)πH V †(t)

HS
0 = HI

0 = V (t)HH
0 V

†(t) =
1

2

∫
d3x

[
(πI)2 +

1

m2
(∇ · πI)2 + (∇× AI)2 +m2(AI)2

]
将算符演化方程 i∂0OI(t) = [OI(t), HS

0 ] 应用到 AI 上
利用上一页推出的 [AH, HH

0 ] = −iπH +
i
m2

∇(∇ · πH)，得到

iȦI = [AI, HI
0] = V (t) [AH, HH

0 ]V †(t)

= V (t)

[
−iπH +

i
m2

∇(∇ · πH)

]
V †(t) = −iπI +

i
m2

∇(∇ · πI)

即
πI = −ȦI +

1

m2
∇(∇ · πI)

与 3.4 节中的式子比较，发现这个等式与自由场情况具有相同形式
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量子场的相互作用 相互作用绘景 例 1：实标量场 例 2：有质量矢量场 时间演化算符和 S 矩阵

t = 0 时刻的平面波展开式
现在，假设 t = 0 时 Aµ(x) 和 πi(x) 的平面波展开式与自由场展开式相同，

AI,µ(x, 0) = AH,µ(x, 0) = AS,µ(x)

=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±,0

[
εµ(p, λ)ap,λeip·x + εµ∗(p, λ)a†p,λe−ip·x

]
πI
i(x, 0) = πH

i (x, 0) = πS
i (x)

=

∫
d3p

(2π)3
ip0√
2Ep

∑
λ=±,0

[
ε̃i(p, λ)ap,λeip·x − ε̃∗i (p, λ)a†p,λe−ip·x

]
其中产生湮灭算符 a†p,λ 和 ap,λ 满足自由情况下的对易关系
在 t = 0 时刻，将以上 AH,µ(x, 0) 和 πH

i (x, 0) 的平面波展开式代入前面 HH
0 的表

达式，仿照 4.3.3 小节的推导过程，略去零点能，得到

HS
0 = HH

0 (0) =
∑
λ=±,0

∫
d3p

(2π)3
Epa

†
p,λap,λ

即哈密顿量的自由部分 HS
0 与自由情况下的形式相同
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量子场的相互作用 相互作用绘景 例 1：实标量场 例 2：有质量矢量场 时间演化算符和 S 矩阵

相互作用绘景中的平面波展开式

进而推出 [ap,λ, (−iHS
0 t)

(n)] = (−iEpt)
nap,λ 和相互作用绘景中的产生湮灭算符

aI
p,λ(t) = eiHS

0 tap,λe−iHS
0 t = e−iEptap,λ, aI†

p,λ(t) = eiHS
0 ta†p,λe−iHS

0 t = eiEpta†p,λ.

于是，相互作用绘景中任意 t 时刻的场算符展开式为

AI,µ(x, t) = eiHS
0 tAS,µ(x)e−iHS

0 t

=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±,0

[
εµ(p, λ)ap,λe−ip·x + εµ∗(p, λ)a†p,λeip·x

]
πI
i(x, t) = eiHS

0 tπS
i (x)e−iHS

0 t

=

∫
d3p

(2π)3
ip0√
2Ep

∑
λ=±,0

[
ε̃i(p, λ)ap,λe−ip·x − ε̃∗i (p, λ)a†p,λeip·x

]

也就是说，对于任意 t 时刻，AI,µ(x) 和 πI
i(x) 的展开式与 Heisenberg 绘景中

的自由场展开式一致，这是我们期望的结果
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量子场的相互作用 相互作用绘景 例 1：实标量场 例 2：有质量矢量场 时间演化算符和 S 矩阵

AI,0 与 AH,0

因此，πI
i(x) 和 AI,µ(x) 的关系也与自由场情况一样，

πI
i = −∂0AI

i + ∂iA
I
0, πI = −ȦI −∇AI,0

与前面推出的 πI = −ȦI +
1

m2
∇(∇ · πI) 比较，得到相互作用绘景中 AI,0 为

AI,0 = − 1

m2
∇ · πI

这个式子与自由场的关系式一致，但不同于 Heisenberg 绘景中的关系式

AH,0 = − 1

m2
(∇ · πH − gJH,0)

由于 AH,0 不是独立的场分量，在 Heisenberg 绘景中可以利用 Euler-Lagrange 方
程导出关系式来确定它
但我们无法保证这个关系式在相互作用绘景中成立，因而不能直接通过相似变换

定义 AH,0 在相互作用绘景中对应的量
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0, πI = −ȦI −∇AI,0

与前面推出的 πI = −ȦI +
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量子场的相互作用 相互作用绘景 例 1：实标量场 例 2：有质量矢量场 时间演化算符和 S 矩阵

非协变项
根据以上表达式 AI,0 = − 1

m2
∇ · πI，相互作用哈密顿量在相互作用绘景中化为

HI
1 = V (t)HH

1 V
†(t) =

∫
d3x

[
−g JI · AI − g

m2
J I,0∇ · πI +

g2

2m2
(J I,0)2

]
=

∫
d3x

[
−g JI · AI + gJ I,0AI,0 +

g2

2m2
(J I,0)2

]
=

∫
d3x

[
gJ I

µA
I,µ +

g2

2m2
(J I,0)2

]
=

∫
d3x

[
−LI

1 +
g2

2m2
(J I,0)2

]
最后一行方括号中第一项 −LI

1 = gJ I
µA

I,µ 是期望的结果，具有 Lorentz 不变性

但第二项异乎寻常，不具有 Lorentz 不变性，我们将这个非协变项记为

HI
J0 =

g2

2m2
(J I,0)2

HI
J0 看起来会破坏理论的 Lorentz 协变性，不过，后续微扰论分析将看到它的贡

献恰好抵消了有质量矢量场传播子中的非协变项（见 6.4.3 小节和 7.4 节）
最终，理论仍然是 Lorentz 协变的
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量子场的相互作用 相互作用绘景 例 1：实标量场 例 2：有质量矢量场 时间演化算符和 S 矩阵

6.2 节　时间演化算符和 S 矩阵

如前所述，在相互作用绘景中，态矢 |Ψ(t)⟩I 承载着动力学演化，它的演化方程
i ∂
∂t

|Ψ(t)⟩I = HI
1(t) |Ψ(t)⟩I 是微扰论处理量子场相互作用的一个出发点

引入时间演化算符 (time-evolution operator) U(t, t0)，用于联系 t0 和 t 两个时
刻的态矢，

|Ψ(t)⟩I = U(t, t0) |Ψ(t0)⟩I

由于 |Ψ(t)⟩I = V (t) |Ψ⟩H = V (t)V †(t0) |Ψ(t0)⟩I，可以将时间演化算符表示为
U(t, t0) = V (t)V †(t0)

容易看出，时间演化算符满足
U(t0, t0) = I

根据 V (t) = eiHS
0 te−iHt 的幺正性，两个相继的时间演化算符的乘法规则为

U(t2, t1)U(t1, t0) = V (t2)V
†(t1)V (t1)V

†(t0) = V (t2)V
†(t0) = U(t2, t0)
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量子场的相互作用 相互作用绘景 例 1：实标量场 例 2：有质量矢量场 时间演化算符和 S 矩阵

时间演化算符的性质
对 U(t2, t1)U(t1, t0) = U(t2, t0) 取 t2 = t0 和 t1 = t，即得

U(t0, t)U(t, t0) = U(t0, t0) = I

故时间演化算符 U(t, t0) 的逆算符为
U−1(t, t0) = U(t0, t)

由 U(t, t0) = V (t)V †(t0) 和 V (t) 的幺正性推出
U†(t, t0) = V (t0)V

†(t) = U(t0, t) = U−1(t, t0)

这表明时间演化算符是幺正算符

由于 V (0) = I，取 t0 = 0，有
U(t, 0) = V (t), U−1(t, 0) = V †(t)

因而 U(t, 0) 就是联系 Heisenberg 绘景和相互作用绘景的幺正变换算符，即
|Ψ(t)⟩I = U(t, 0) |Ψ⟩H , OI(t) = U(t, 0)OH(t)U−1(t, 0)

余钊焕 （中山大学） 第 6 章　量子场的相互作用 6.1 节和 6.2 节 32 / 49



量子场的相互作用 相互作用绘景 例 1：实标量场 例 2：有质量矢量场 时间演化算符和 S 矩阵

时间演化算符的性质
对 U(t2, t1)U(t1, t0) = U(t2, t0) 取 t2 = t0 和 t1 = t，即得

U(t0, t)U(t, t0) = U(t0, t0) = I

故时间演化算符 U(t, t0) 的逆算符为
U−1(t, t0) = U(t0, t)

由 U(t, t0) = V (t)V †(t0) 和 V (t) 的幺正性推出
U†(t, t0) = V (t0)V

†(t) = U(t0, t) = U−1(t, t0)

这表明时间演化算符是幺正算符
由于 V (0) = I，取 t0 = 0，有

U(t, 0) = V (t), U−1(t, 0) = V †(t)

因而 U(t, 0) 就是联系 Heisenberg 绘景和相互作用绘景的幺正变换算符，即
|Ψ(t)⟩I = U(t, 0) |Ψ⟩H , OI(t) = U(t, 0)OH(t)U−1(t, 0)

余钊焕 （中山大学） 第 6 章　量子场的相互作用 6.1 节和 6.2 节 32 / 49



量子场的相互作用 相互作用绘景 例 1：实标量场 例 2：有质量矢量场 时间演化算符和 S 矩阵

时间演化算符的微分方程
从 |Ψ(t)⟩I = U(t, t0) |Ψ(t0)⟩I 和态矢演化方程 i ∂

∂t
|Ψ(t)⟩I = HI

1(t) |Ψ(t)⟩I 推出

i ∂
∂t
U(t, t0) |Ψ(t0)⟩I = i ∂

∂t
|Ψ(t)⟩I = HI

1(t)|Ψ(t)⟩I = HI
1(t)U(t, t0) |Ψ(t0)⟩I

比较得到时间演化算符满足的微分方程 i ∂
∂t
U(t, t0) = HI

1(t)U(t, t0)

设 t ≥ t0，结合初始条件 U(t0, t0) = I，将方程的解表达为

U(t, t0) = I+ (−i)
∫ t

t0

dt1HI
1(t1)U(t1, t0)

上式左右两边均包含时间演化算符，重复迭代，得到级数

U(t, t0) = I+ (−i)
∫ t

t0

dt1HI
1(t1) + (−i)2

∫ t

t0

dt1
∫ t1

t0

dt2HI
1(t1)H

I
1(t2)

+ · · ·+
[
(−i)n

∫ t

t0

dt1 · · ·
∫ tn−1

t0

dtnHI
1(t1) · · ·HI

1(tn)

]
+ · · ·

这个级数用起来不够方便，需要进一步化简
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量子场的相互作用 相互作用绘景 例 1：实标量场 例 2：有质量矢量场 时间演化算符和 S 矩阵

时序乘积
从现在起省略表示相互作用绘景的上标 I，本章余下内容均在此绘景中讨论
在级数
U(t, t0) = I+ (−i)

∫ t

t0

dt1H1(t1) + (−i)2
∫ t

t0

dt1
∫ t1

t0

dt2H1(t1)H1(t2)

+ · · ·+
[
(−i)n

∫ t

t0

dt1 · · ·
∫ tn−1

t0

dtnH1(t1) · · ·H1(tn)

]
+ · · ·

里面，作为积分上限的时刻是降序排列的，即 t ≥ t1 ≥ t2 ≥ · · · ≥ tn ≥ · · · ≥ t0

由于积分上限与积分变量相互依赖，这样的多重积分很难处理

为了将每个积分上限都扩展到 t，引入时序乘积 (time-ordered product) 的概念
时序乘积使若干个含时算符的乘积强行按照它们相应的时刻从左到右降序排列
以 n 个 H1(t) 算符为例，用 T 表示这种时间排序，有

T[H1(t1)H1(t2) · · ·H1(tn)] = H1(ti1)H1(ti2) · · ·H1(tin), ti1 ≥ ti2 ≥ · · · ≥ tin

这里 ti1 , ti2 , · · · , tin 是由 t1, t2, · · · , tn 按照数值降序排列得到的
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量子场的相互作用 相互作用绘景 例 1：实标量场 例 2：有质量矢量场 时间演化算符和 S 矩阵

场算符的时序乘积

利用阶跃函数 θ(x) =

{
1, x > 0

0, x < 0
将标量场算符 ϕ(x) 和 ϕ(y) 的时序乘积表示为

T[ϕ(x)ϕ(y)] = ϕ(x)ϕ(y)θ(x0 − y0) + ϕ(y)ϕ(x)θ(y0 − x0) =

ϕ(x)ϕ(y), x0 ≥ y0

ϕ(y)ϕ(x), x0 < y0

如果一个算符包含费米子产生湮灭算符的奇数次幂，可称它为费米子算符
旋量场算符 ψ(x) 和它的 Dirac 共轭 ψ̄(x) 都是费米子算符
如果时间排序交换了两个相邻的费米子算符，则应该额外加上一个负号，否则会

破坏 Lorentz 对称性，相关论证在后面
比如，两个旋量场算符 ψa(x) 和 ψ̄b(y) 的时序乘积是

T[ψa(x)ψ̄b(y)] = ψa(x)ψ̄b(y)θ(x
0 − y0)− ψ̄b(y)ψa(x)θ(y

0 − x0)

=

 ψa(x)ψ̄b(y), x0 ≥ y0

−ψ̄b(y)ψa(x), x0 < y0
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旋量场算符 ψ(x) 和它的 Dirac 共轭 ψ̄(x) 都是费米子算符
如果时间排序交换了两个相邻的费米子算符，则应该额外加上一个负号，否则会

破坏 Lorentz 对称性，相关论证在后面
比如，两个旋量场算符 ψa(x) 和 ψ̄b(y) 的时序乘积是

T[ψa(x)ψ̄b(y)] = ψa(x)ψ̄b(y)θ(x
0 − y0)− ψ̄b(y)ψa(x)θ(y

0 − x0)

=

 ψa(x)ψ̄b(y), x0 ≥ y0

−ψ̄b(y)ψa(x), x0 < y0
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在狭义相对论中，Lorentz 不变量
(x− y)2 = (x0 − y0)2 − |x − y|2

描述两个时空点 xµ 与 yµ 之间的时空间隔
若 (x− y)2 = 0，则称 (x− y)2 是类光间隔，对应于

右上图中用红线表示的光锥 (light cone)

光锥是四维时空中的三维超曲面，其中 x0 − y0 > 0

部分称为未来光锥，x0 − y0 < 0 部分称为过去光锥
(x− y)2 > 0 称为类时间隔，对应于光锥内部
(x− y)2 < 0 称为类空间隔，对应于光锥外面
光锥由经过原点的光子在过去和未来能够到达的所有

时空点所组成
光锥内部的时空点可以通过质点运动来到达，而光锥

外部则是不可能到达的
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(x− y)2 的等值超曲面
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右图中长虚线和短虚线分别是处于未来光锥内部和过去光锥内部的两条 (x− y)2

的类时等值线，而点线是一条 (x− y)2 的类空等值线
它们各自对应着四维时空中的一个三维超曲面
每个超曲面上所有的点都具有相同的 (x− y)2，

其中任意两点可以通过连续的固有保时向 Lorentz
变换联系起来

类似地，连续的固有保时向 Lorentz 变换也联系
着未来光锥上的任意两点，但不能将未来光锥上的
一个点变换到原点，也不能变换到过去光锥上
反过来，过去光锥上的点也不能通过参考系变换

转换成未来光锥上的点
值得注意的是，x0 与 y0 之间的大小关系在上述类时超曲面、未来光锥或过去光

锥上是确定的，但在上述类空超曲面上是不确定的
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右图中长虚线和短虚线分别是处于未来光锥内部和过去光锥内部的两条 (x− y)2

的类时等值线，而点线是一条 (x− y)2 的类空等值线
它们各自对应着四维时空中的一个三维超曲面
每个超曲面上所有的点都具有相同的 (x− y)2，

其中任意两点可以通过连续的固有保时向 Lorentz
变换联系起来
类似地，连续的固有保时向 Lorentz 变换也联系

着未来光锥上的任意两点，但不能将未来光锥上的
一个点变换到原点，也不能变换到过去光锥上
反过来，过去光锥上的点也不能通过参考系变换

转换成未来光锥上的点
值得注意的是，x0 与 y0 之间的大小关系在上述类时超曲面、未来光锥或过去光

锥上是确定的，但在上述类空超曲面上是不确定的
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因果性
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于是，如果 xµ 与 yµ 之间具有类时或类光间隔，那么，在任意惯性系中，x0 和
y0 的大小关系是确定的，即不能通过 Lorentz 变换改变时序

假如两个事件具有因果联系，则它们发生的
两个时空点必定具有类时间隔（光锥内）或类光
间隔（光锥上），从而两个事件发生的先后次序
是确定的

反过来，如果 xµ 与 yµ 之间具有类空间隔，
则 x0 和 y0 的大小关系是不确定的，选取适当
的惯性参考系，就可以得到 x0 > y0、x0 = y0

和 x0 < y0 三种情况

因此，如果两个事件发生的时空点具有类空间隔（光锥外），它们发生的先后次
序是不确定的，必定没有因果联系，否则将破坏因果性
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于是，如果 xµ 与 yµ 之间具有类时或类光间隔，那么，在任意惯性系中，x0 和
y0 的大小关系是确定的，即不能通过 Lorentz 变换改变时序

假如两个事件具有因果联系，则它们发生的
两个时空点必定具有类时间隔（光锥内）或类光
间隔（光锥上），从而两个事件发生的先后次序
是确定的

反过来，如果 xµ 与 yµ 之间具有类空间隔，
则 x0 和 y0 的大小关系是不确定的，选取适当
的惯性参考系，就可以得到 x0 > y0、x0 = y0

和 x0 < y0 三种情况

因此，如果两个事件发生的时空点具有类空间隔（光锥外），它们发生的先后次
序是不确定的，必定没有因果联系，否则将破坏因果性
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Pauli-Jordan 传播函数

Wolfgang Ernst Pauli
(1900–1958)

Pascual Jordan
(1902–1980)

Lorentz 对称性对时序乘积的定义提出一定的要求
两个实标量场算符的对易子 [ϕ(x), ϕ(y)] 称为 Pauli-Jordan

传播函数，表达为
DPJ(x− y) ≡ [ϕ(x), ϕ(y)]

=

∫
d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq

{
[ap, a

†
q ]e−i(p·x−q·y) + [a†p, aq]ei(p·x−q·y)

}
=

∫
d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq
(2π)3δ(3)(p − q)[e−i(p·x−q·y) − ei(p·x−q·y)]

=

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

[
e−ip·(x−y) − eip·(x−y)

]
= −i

∫
d3p

(2π)3Ep
sin[ p · (x− y)]

第三步用到产生湮灭算符的对易关系
最后一步用到关系式 sin z =

eiz − e−iz

2i =
i
2
(e−iz − eiz)
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T[ϕ(x)ϕ(y)] 的 Lorentz 不变性
当 x0 − y0 = 0 时，sin[ p · (x− y)] = sin[ p · (x − y)]，则被积函数是 p 的奇函数，

故对 p 积分的结果为零，即 DPJ(x− y) = −i
∫

d3p

(2π)3Ep
sin[ p · (x− y)] = 0

由于体积元 d3p/Ep 是 Lorentz 不变的，DPJ(x− y) 是 Lorentz 不变量
如果 xµ 和 yµ 具有类空间隔，就一定能通过 Lorentz 变换使得 x0 − y0 = 0

于是，DPJ(x− y) = 0 对所有类空间隔成立，即
[ϕ(x), ϕ(y)] = DPJ(x− y) = 0, (x− y)2 < 0

这意味着具有类空间隔的两个时空点上的场算符 ϕ(x) 和 ϕ(y) 不会相互影响，从
而保证了微观因果性 (microcausality) 的成立
当 (x− y)2 < 0 时，虽然两个实标量场算符 ϕ(x) 与 ϕ(y) 可能在不同惯性参考系

中具有不同的时序，但一定满足 ϕ(x)ϕ(y) = ϕ(y)ϕ(x)

当 (x− y)2 > 0 或 (x− y)2 = 0 时，x0 与 y0 的大小关系在所有惯性系中都相同，
时序乘积 T[ϕ(x)ϕ(y)] 要么等于 ϕ(x)ϕ(y)，要么等于 ϕ(y)ϕ(x)

时序乘积 T[ϕ(x)ϕ(y)] 在所有惯性系中相同，不会违背 Lorentz 对称性
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{ψa(x), ψ̄b(y)}

由 Dirac 旋量场的平面波展开式得
{ψa(x), ψ̄b(y)}

=

∫
d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq

∑
λλ′

{
ua(p, λ)ap,λe−ip·x + va(p, λ)b†p,λeip·x,

ūb(q, λ′)a†q,λ′eiq·y + v̄b(q, λ′)bq,λ′e−iq·y}
=

∫
d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq

∑
λλ′

[
ua(p, λ)ūb(q, λ′){ap,λ, a

†
q,λ′}e−i(p·x−q·y)

+ va(p, λ)v̄b(q, λ′){b†p,λ, bq,λ′}ei(p·x−q·y)]
=

∫
d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq

∑
λλ′

(2π)3δλλ′δ(3)(p − q) 产生湮灭算符的反对易关系

×[ua(p, λ)ūb(q, λ′)e−i(p·x−q·y) + va(p, λ)v̄b(q, λ′)ei(p·x−q·y)]

=

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
λ

[
ua(p, λ)ūb(p, λ)e−ip·(x−y) + va(p, λ)v̄b(p, λ)eip·(x−y)

]
自旋求和关系

=

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
[(/p+m)abe−ip·(x−y) − (−/p+m)abeip·(x−y)]
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T[ψa(x)ψ̄b(y)] 的 Lorentz 不变性
记 ∂µx ≡ ∂/∂xµ，有
{ψa(x), ψ̄b(y)} =

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
[(/p+m)abe−ip·(x−y) − (−/p+m)abeip·(x−y)]

= (iγµ∂µx +m)ab

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
[e−ip·(x−y) − eip·(x−y)]

= (iγµ∂µx +m)abDPJ(x− y)

由于 DPJ(x− y) = 0 对 (x− y)2 < 0 成立，有

{ψa(x), ψ̄b(y)} = 0, (x− y)2 < 0

对于所有类空间隔，有 ψa(x)ψ̄b(y) = −ψ̄b(y)ψa(x)，这同样保证了微观因果性

从而时序乘积 T[ψa(x)ψ̄b(y)] =

 ψa(x)ψ̄b(y), x0 ≥ y0

−ψ̄b(y)ψa(x), x0 < y0
在所有惯性系中相同

此外，可以看出 {ψa(x), ψb(y)} = 0 和 {ψ̄a(x), ψ̄b(y)} = 0 对任意 (x− y)2 成立
因此，当时间排序交换了两个相邻的费米子算符时，必须额外加上一个负号才不

会让时序乘积违背 Lorentz 对称性
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U(t, t0) 级数第 3 项

∫
t

t0

/t1

∫
t1

t0

/t2

t1

t2

t0 t

t0

t

t 1
=

t 2

∫
t

t0

/t2

∫
t

t2

/t1

t1

t2

t0 t

t0

t

t 1
=

t 2
∫

t

t0

/t1

∫
t

t1

/t2

t1

t2

t0 t

t0

t t 1
=

t 2

现在考虑 U(t, t0) 级数的第 3 项 (−i)2
∫ t

t0

dt1
∫ t1

t0

dt2 H1(t1)H1(t2)

它包含一个二重积分，积分区域如左下图所示，先对 t2 积分，再对 t1 积分

这个二重积分可以重新表达为∫ t

t0

dt1
∫ t1

t0

dt2 H1(t1)H1(t2) =

∫ t

t0

dt2
∫ t

t2

dt1 H1(t1)H1(t2)

=

∫ t

t0

dt1
∫ t

t1

dt2 H1(t2)H1(t1)

第一步等价地改成先对 t1 积分，再对 t2 积分，积分区域不变，如中下图所示
第二步交换了积分变量 t1 和 t2，对应的积分区域如右下图所示
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t1

dt2 H1(t2)H1(t1)

第一步等价地改成先对 t1 积分，再对 t2 积分，积分区域不变，如中下图所示

第二步交换了积分变量 t1 和 t2，对应的积分区域如右下图所示
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扩展时间积分区间

∫
t

t0

/t1

∫
t1

t0

/t2

t1

t2

t0 t

t0

t

t 1
=

t 2

∫
t

t0

/t1

∫
t

t1

/t2

t1

t2

t0 t

t0

t t 1
=

t 2

利用上面的
∫ t

t0

dt1
∫ t1

t0

dt2 H1(t1)H1(t2) =

∫ t

t0

dt1
∫ t

t1

dt2 H1(t2)H1(t1) 推出

2!

∫ t

t0

dt1
∫ t1

t0

dt2 H1(t1)H1(t2)

=

∫ t

t0

dt1
∫ t1

t0

dt2 H1(t1)H1(t2) +

∫ t

t0

dt1
∫ t

t1

dt2 H1(t2)H1(t1)

=

∫ t

t0

dt1
∫ t

t0

dt2 T[H1(t1)H1(t2)]

这里利用时序乘积将 t1 和 t2 的积分范围都扩展到整个
[t0, t] 区间，右上图与右下图的积分区域拼成一个正方形
第一步第一项中 t1 是 t2 的积分上限，显然 t1 ≥ t2，

因而 H1(t1)H1(t2) = T[H1(t1)H1(t2)]

第一步第二项中 t1 是 t2 的积分下限，故 t2 ≥ t1，此
时 H1(t2)H1(t1) = T[H1(t1)H1(t2)]

两项相加，就得到第二步的结果
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Dyson 级数

Freeman Dyson
(1923–2020)

将上述讨论推广到 U(t, t0) 级数的第 n+ 1 项，得

n!

∫ t

t0

dt1 · · ·
∫ tn−1

t0

dtnH1(t1) · · ·H1(tn) =

∫ t

t0

dt1 · · ·
∫ t

t0

dtn T[H1(t1) · · ·H1(tn)]

这里出现 n! 是因为此时对 n 个时间积分变量有 n! 种排列方式

于是，U(t, t0) 级数可以用时序乘积表达为

U(t, t0) = I+ (−i)
∫ t

t0

dt1 H1(t1) + (−i)2
∫ t

t0

dt1
∫ t1

t0

dt2 H1(t1)H1(t2)

+ · · ·+
[
(−i)n

∫ t

t0

dt1 · · ·
∫ tn−1

t0

dtnH1(t1) · · ·H1(tn)

]
+ · · ·

=

∞∑
n=0

(−i)n

n!

∫ t

t0

dt1 · · ·
∫ t

t0

dtn T[H1(t1) · · ·H1(tn)]

≡ T exp
[
−i

∫ t

t0

dt′ H1(t
′)

]

这个级数称为 Dyson 级数，它具有指数函数的级数展开形式，可用指数记号表示
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散射实验

e
+

e
−

µ
+

µ
−

γ

S 矩阵，也称为散射矩阵 (scattering matrix)，是量子散射理论的核心概念，它
描述系统从初态跃迁到末态的概率振幅
在相互作用绘景中，S 矩阵可以用时间演化算符来构造

在典型的粒子散射实验中，会制备在宏观上距离较远的多个粒子
使它们入射到一个较小的微观区域内以发生相互作用
随后产物粒子出射到彼此之间宏观距离较远的地方，被探测器所测量
因此，无论是初态 |i⟩ 还是末态 |f⟩，里面的粒子彼此之间具有足够远的距离，可

以被有效地当作自由粒子
从而，初末态跟自由理论里的多粒子态具有相同的形式
相互作用真正有影响的时间间隔较短，可以认为

初始时刻处于遥远过去，终末时刻处于遥远未来
这样的初末态称为渐近态 (asymptotic state)
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量子场的相互作用 相互作用绘景 例 1：实标量场 例 2：有质量矢量场 时间演化算符和 S 矩阵

S 矩阵与 S 算符
将 t 时刻处描述系统的态矢记为 |Ψ(t)⟩，它从遥远过去 (t0 → −∞) 的初态 |i⟩

演化而来，用时间演化算符 U(t, t0) 表达为

|Ψ(t)⟩ = lim
t0→−∞

U(t, t0) |i⟩

S 矩阵元 Sfi 定义为 |Ψ(t)⟩ 演化到遥远未来 (t→ +∞) 处与末态 |f⟩ 的内积，

Sfi = lim
t→+∞

⟨f |Ψ(t)⟩ = lim
t→+∞

lim
t0→−∞

⟨f |U(t, t0) |i⟩

以 f 为行指标、i 为列指标，将所有 Sfi 排列成矩阵，就得到 S 矩阵

引入 S 算符，它在初态与末态之间的期待值就是 S 矩阵元 Sfi

即 Sfi = ⟨f |S |i⟩ ，故
S = U(+∞,−∞)

由时间演化算符的幺正性可知，S 算符也是幺正的，S†S = I，从而保证概率守恒
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S 算符的 Dyson 级数

将 S 算符表达为相互作用哈密顿量 H1(t) 的积分级数，

S = U(+∞,−∞) = T exp
[
−i

∫ +∞

−∞
dt′H1(t

′)

]

=
∞∑
n=0

(−i)n
n!

∫ +∞

−∞
dt1 · · ·

∫ +∞

−∞
dtn T[H1(t1) · · ·H1(tn)]

在局域场论中，H1(t) =

∫
d3xH1(x)

其中 H1(x) 是相互作用哈密顿量密度，故

S =

∞∑
n=0

(−i)n
n!

∫
d4x1 · · · d4xn T[H1(x1) · · ·H1(xn)]

上式也称为 Dyson 级数
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量子场的相互作用 相互作用绘景 例 1：实标量场 例 2：有质量矢量场 时间演化算符和 S 矩阵

拉氏量的厄米性
由 V (t) = eiHS

0 te−iHt 可知，时间演化算符 U(t, t0) = V (t)V †(t0) 和 S 算符的幺
正性来源于自由哈密顿量 HS

0 和总哈密顿量 H 的厄米性
一般来说，只要让拉氏量 L(x) 是厄米的，就能得到厄米的哈密顿量

若 L(x) 由复场 Φa(x) 构成，则哈密顿量密度为 H =
∂L
∂Φ̇a

Φ̇a + Φ̇†
a
∂L
∂Φ̇†

a

− L

由 L† = L 推出 H† = Φ̇†
a
∂L†

∂Φ̇†
a

+
∂L†

∂Φ̇a
Φ̇a − L† = Φ̇†

a
∂L
∂Φ̇†

a

+
∂L
∂Φ̇a

Φ̇a − L = H

因而哈密顿量 H =

∫
d3xH 也是厄米的

容易检验，前面讨论过的自由标量场和自由矢量场的拉氏量都是厄米的
自由 Dirac 旋量场的拉氏量 L = iψ̄γµ∂µψ −mψ̄ψ 满足

L† = −i(∂µψ†)(γµ)†γ0ψ −m(ψ̄ψ)† = −i(∂µψ̄)γµψ −mψ̄ψ = −i∂µ(ψ̄γµψ) + L

只要扔掉不影响作用量的全散度项 −i∂µ(ψ̄γµψ)，则这个拉氏量也是厄米的
在相互作用理论中引入厄米的相互作用拉氏量 L1，即可保持总拉氏量的厄米性
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