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5.4 节 Dirac 旋量场的平面波展开
5.4.1 小节　平面波解的一般形式

本小节讨论与表象选取无关的平面波解一般形式
自由 Dirac 旋量场 ψa(x) 满足 Klein-Gordon 方程 (∂2 +m2)ψ(x) = 0

因而在无界空间中具有平面波解
对于确定的动量 k，假设 Dirac 方程具有如下形式的平面波解：

φa(x, k) = wa(k
0, k)e−ik·x

系数 wa(k
0, k) 是 Dirac 旋量，带着一个旋量指标 a

隐去旋量指标，将这个平面波解代入到 Dirac 方程 (iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0 中，得

0 = (iγµ∂µ−m)φ(x, k) = (γµkµ−m)w(k0, k)e−ik·x = (k0γ0 − k · γ −m)w(k0, k)e−ik·x

因此
(k0γ0 − k · γ −m)w(k0, k) = 0
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本征方程
(k0γ0 − k · γ −m)w(k0, k) = 0 左乘 γ0 得 [k0 − γ0(k · γ)−mγ0]w(k0, k) = 0

移项，推出
[γ0(k · γ) +mγ0]w(k0, k) = k0w(k0, k)

这是矩阵 γ0(k · γ) +mγ0 的本征方程
它具有非平庸解的条件是特征多项式 det[k0 − γ0(k · γ)−mγ0] 为零，即

det[k0 − γ0(k · γ)−mγ0] = 0

这个方程的根给出 k0 的本征值，相应的非平庸解是本征矢量

利用 (γ0)2 = 1，将这个方程化为

0 = det[k01 − γ0(k · γ)−mγ0] = det[γ0(k0γ0 − k · γ −m)]

= det(γ0)det(k0γ0 − k · γ −m)

因而它等价于
det(k0γ0 − k · γ −m) = 0
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[det(k0γ0 − k · γ −m)]2

利用 (γ5)2 = 1，将方程 det(k0γ0 − k · γ −m) = 0 左边化为
det(k0γ0 − k · γ −m) = det[(γ5)2(k0γ0 − k · γ −m)] = det[γ5(k0γ0 − k · γ −m)γ5]

= det[(γ5)2(−k0γ0 + k · γ −m)] = det[−(k0γ0 − k · γ)−m]

这里第二步用到行列式性质 det(AB) = det(BA)，第三步用到 γµγ5 = −γ5γµ

利用 (kµγ
µ)2 = kµkνγ

µγν =
1

2
kµkν(γ

µγν + γνγµ)

= kµkνg
µν 1 = k2 1 = [(k0)2 − |k|2] 1

推出 [det(k0γ0 − k · γ −m)]2

= det[(k0γ0 − k · γ)−m] det[−(k0γ0 − k · γ)−m]

= det(kµγµ −m)det(−kνγν −m) = det[(kµγµ −m)(−kνγν −m)]

= det[−(kµγ
µ)2 +m2] = det{[−(k0)2 + |k|2 +m2] 1}

= [−(k0)2 + |k|2 +m2]4 = [E2
k − (k0)2]4

其中 Ek ≡
√

|k|2 +m2
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本征矢量
[det(k0γ0 − k · γ −m)]2 = [E2

k − (k0)2]4 表明

det(k0γ0 − k · γ −m) = [E2
k − (k0)2]2 = (Ek + k0)2(Ek − k0)2

因此方程 det(k0γ0 − k · γ −m) = 0 有 2 个根 k0 = ±Ek

这 2 个根都是 2 重根，各自对应于 2 个线性独立的本征矢量
它们是本征方程 [γ0(k · γ) +mγ0]w(k0, k) = k0w(k0, k) 的解

1 k0 = Ek 对应于 2 个本征矢量 w(+)(Ek, k, σ), σ = 1, 2

因而 e−ik·x = exp[−i(Ekt− k · x)]，平面波解中有 2 个正能解，形式为
w(+)(Ek, k, σ) exp[−i(Ekt− k · x)], σ = 1, 2

2 k0 = −Ek 对应于 2 个本征矢量 w(−)(−Ek, k, σ), σ = 1, 2

因而 e−ik·x = exp[−i(−Ekt− k · x)]，平面波解中有 2 个负能解，形式为
w(−)(−Ek, k, σ) exp[i(Ekt+ k · x)], σ = 1, 2
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正能解和负能解
将这 4 个本征矢量的正交归一关系取为

w(+)†(Ek, k, σ)w(+)(Ek, k, σ′) = 2Ekδσσ′

w(−)†(−Ek, k, σ)w(−)(−Ek, k, σ′) = 2Ekδσσ′

w(+)†(Ek, k, σ)w(−)(−Ek, k, σ′) = w(−)†(−Ek, k, σ)w(+)(Ek, k, σ′) = 0

引入 Dirac 旋量 u(k, σ) 和 v(k, σ)，定义为

u(k, σ) ≡ w(+)(Ek, k, σ), v(k, σ) ≡ w(−)(−Ek,−k, σ), σ = 1, 2

于是，Dirac 方程的正能解和负能解可以分别写作

φ(+)(x, k, σ) ≡ w(+)(Ek, k, σ) exp[−i(Ekt− k · x)] = u(k, σ) exp[−i(Ekt− k · x)]

φ(−)(x, k, σ) ≡ w(−)(−Ek,−k, σ) exp[i(Ekt− k · x)] = v(k, σ) exp[i(Ekt− k · x)]

替换动量记号，得到 φ(+)(x, p, σ) = u(p, σ)e−ip·x 和 φ(−)(x, p, σ) = v(p, σ)eip·x

其中 p0 = Ep ≡
√

|p|2 +m2 > 0
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平面波展开

从而，Dirac 旋量场算符 ψ(x, t) 的平面波展开式可写作

ψ(x, t) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

2∑
σ=1

[
φ(+)(x, p, σ) cp,σ + φ(−)(x, p, σ) d†p,σ

]

=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

2∑
σ=1

[
u(p, σ)cp,σe−ip·x + v(p, σ)d†p,σeip·x

]

其中，cp,σ 是湮灭算符，d†p,σ 是产生算符，而且 cp,σ ̸= dp,σ

平面波旋量系数 u(p, σ) 和 v(p, σ) 的正交归一关系为

u†(p, σ)u(p, σ′) = w(+)†(Ep, p, σ)w(+)(Ep, p, σ′) = 2Epδσσ′

v†(p, σ)v(p, σ′) = w(−)†(−Ep,−p, σ)w(−)(−Ep,−p, σ′) = 2Epδσσ′

u†(p, σ)v(−p, σ′) = w(+)†(Ep, p, σ)w(−)(−Ep, p, σ′) = 0
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5.4.2 小节 Weyl 表象中的平面波解
本小节在 Weyl 表象中讨论 Dirac 方程的平面波解
Dirac 旋量场描述自旋为 1/2 的有质量粒子，根据 3.3.1 小节讨论，这样的粒子

具有 2 种独立的自旋极化态，对应于螺旋度的 2 种本征值 +1/2 和 −1/2

为便于表述，这里采用归一化的螺旋度本征值 λ = ±

类似于矢量场情况，λ = − 是左旋极化，λ = + 是右旋极化

因此，无论是平面波正能解还是负能解，都能够以 2 种螺旋度本征态作为 2 个线
性独立的本征矢量
按照这个思路，把 2 个正能解表达为

φ(+)(x, p, λ) = u(p, λ)e−ip·x, λ = ±, p0 = Ep =
√

|p|2 +m2

根据 Dirac 方程 (iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0，有

0 = (iγµ∂µ −m)φ(+)(x, p, λ) = (pµγ
µ −m)u(p, λ)e−ip·x

余钊焕 （中山大学） 第 5 章　量子旋量场 5.4 节和 5.5 节 8 / 50



o o o o o o

平面波解一般形式

o o o o o o o o o o o o o o o

Weyl 表象中的平面波解

o o o o o

哈密顿量

o o o o o o o o o

Dirac 旋量场的正则量子化

o o o o

U(1) 整体对称性

o o o o o o o o o

粒子态

5.4.2 小节 Weyl 表象中的平面波解
本小节在 Weyl 表象中讨论 Dirac 方程的平面波解
Dirac 旋量场描述自旋为 1/2 的有质量粒子，根据 3.3.1 小节讨论，这样的粒子

具有 2 种独立的自旋极化态，对应于螺旋度的 2 种本征值 +1/2 和 −1/2

为便于表述，这里采用归一化的螺旋度本征值 λ = ±

类似于矢量场情况，λ = − 是左旋极化，λ = + 是右旋极化
因此，无论是平面波正能解还是负能解，都能够以 2 种螺旋度本征态作为 2 个线

性独立的本征矢量
按照这个思路，把 2 个正能解表达为

φ(+)(x, p, λ) = u(p, λ)e−ip·x, λ = ±, p0 = Ep =
√

|p|2 +m2

根据 Dirac 方程 (iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0，有

0 = (iγµ∂µ −m)φ(+)(x, p, λ) = (pµγ
µ −m)u(p, λ)e−ip·x

余钊焕 （中山大学） 第 5 章　量子旋量场 5.4 节和 5.5 节 8 / 50



o o o o o o

平面波解一般形式

o o o o o o o o o o o o o o o

Weyl 表象中的平面波解

o o o o o

哈密顿量

o o o o o o o o o

Dirac 旋量场的正则量子化

o o o o

U(1) 整体对称性

o o o o o o o o o

粒子态

u(p, λ) 的运动方程

Richard Feynman
(1918–1988)

(pµγ
µ −m)u(p, λ)e−ip·x = 0 表明 u(p, λ) 满足运动方程

(/p−m)u(p, λ) = 0

其中 /p 的定义为 /p ≡ pµγ
µ ，这种记号称为 Dirac 斜线

(slash)，是 Richard Feynman 引进的

将 u(p, λ) 分解为两个二分量旋量 fλ(p) 和 gλ(p)，

u(p, λ) =
(
fλ(p)
gλ(p)

)

根据 Weyl 表象中的 Dirac 矩阵表达式 γµ =

(
σµ

σ̄µ

)
，运动方程化为

0 = (/p−m)u(p, λ) =
(

−m σµpµ

σ̄µpµ −m

)(
fλ(p)
gλ(p)

)
=

(
pµσµgλ(p)−mfλ(p)
pµσ̄µfλ(p)−mgλ(p)

)
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粒子态

fλ(p) 与 gλ(p) 的关系
从而得到两条方程

(p · σ)gλ(p)−mfλ(p) = 0, (p · σ̄)fλ(p)−mgλ(p) = 0

由第二条方程得
gλ(p) =

p · σ̄
m

fλ(p)

将上式代入到第一条方程左边，得

(p · σ)gλ(p)−mfλ(p) =
(p · σ)(p · σ̄)

m
fλ(p)−mfλ(p)

为化简 (p · σ)(p · σ̄)，由 γµ =

(
σµ

σ̄µ

)
得反对易关系

2gµν
(

1
1

)
= {γµ, γν} =

(
σµσ̄ν + σν σ̄µ

σ̄µσν + σ̄νσµ

)

因此 σµσ̄ν + σν σ̄µ = 2gµν , σ̄µσν + σ̄νσµ = 2gµν
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粒子态

u(p, λ) 的形式
从而

(p · σ)(p · σ̄) = pµpνσ
µσ̄ν =

1

2
pµpν(σ

µσ̄ν + σν σ̄µ)

=
1

2
pµpν2g

µν = p2 = m2

故
(p · σ)gλ(p)−mfλ(p) =

(p · σ)(p · σ̄)
m

fλ(p)−mfλ(p)

=
m2

m
fλ(p)−mfλ(p) = 0

可见关系式 gλ(p) =
p · σ̄
m

fλ(p) 也符合第一条方程

于是，任取非零 fλ(p) 都能使

u(p, λ) =

 fλ(p)
p · σ̄
m

fλ(p)


满足运动方程 (/p−m)u(p, λ) = 0
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粒子态

螺旋度矩阵

旋量表示中螺旋度矩阵是自旋角动量矩阵 S 在动量 p 方向上的投影，即 p̂ · S

对于 Weyl 表象，由 Si =
1

2

(
σi

σi

)
得 p̂ · S =

1

2

(
p̂ · σ

p̂ · σ

)

因而归一化螺旋度矩阵为 2 p̂ · S =

(
p̂ · σ

p̂ · σ

)

两个对角分块相同，左手和右手 Weyl 旋量对应的归一化螺旋度矩阵都是 p̂ · σ

代入 Pauli 矩阵 σ1 =

(
1

1

)
、σ2 =

(
−i

i

)
和 σ3 =

(
1

−1

)
，推出

p̂ · σ =
p · σ
|p| =

1

|p|

(
p3 p1 − ip2

p1 + ip2 −p3

)
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粒子态

螺旋态
引入归一化螺旋度矩阵 p̂ · σ 的本征矢量 ξλ(p)，称为螺旋态，满足本征方程

(p̂ · σ)ξλ(p) = λ ξλ(p), λ = ±

求解这个方程，得到归一化本征矢量

ξ+(p) =
1√

2|p|(|p|+ p3)

(
|p|+ p3

p1 + ip2

)
, ξ−(p) =

1√
2|p|(|p|+ p3)

(
−p1 + ip2

|p|+ p3

)

满足正交归一关系 ξ†λ(p)ξλ′(p) = δλλ′ 和完备性关系
∑
λ=±

ξλ(p)ξ†λ(p) = 1

由 p̂ = p/|p| 得 (p · σ)ξλ(p) = λ|p|ξλ(p)

根据 σµ = (1,σ) 和 σ̄µ = (1,−σ)，有
(p · σ̄)ξλ(p) = (Ep1 + p · σ)ξλ(p) = (Ep + λ|p|)ξλ(p) = ω2

λ(p)ξλ(p)

(p · σ)ξλ(p) = (Ep1 − p · σ)ξλ(p) = (Ep − λ|p|)ξλ(p) = ω2
−λ(p)ξλ(p)

其中函数 ωλ(p) 定义为 ωλ(p) ≡
√
Ep + λ|p|
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粒子态

u(p, λ) 作为螺旋度本征态
为了让 u(p, λ) 作为螺旋度本征态，设 fλ(p) 正比于 ξλ(p)，fλ(p) = Cp,λ ξλ(p)

利用 (p · σ̄)ξλ(p) = ω2
λ(p)ξλ(p)，推出

u(p, λ) =

 fλ(p)
p · σ̄
m

fλ(p)

 = Cp,λ

 ξλ(p)
p · σ̄
m

ξλ(p)

 = Cp,λ

 ξλ(p)
ω2
λ(p)
m

ξλ(p)



为了使 u(p, λ) 满足归一关系 u†(p, λ)u(p, λ) = 2Ep，取

Cp,λ = ω−λ (p)

注意到

ωλ(p)ω−λ (p) =
√

(Ep + λ|p|)(Ep − λ|p|) =
√
E2p − λ2|p|2 =

√
E2p − |p|2 = m

有 Cp,λ
ω2
λ(p)
m

=
ω−λ(p)ωλ(p)

m
ωλ(p) = ωλ(p)
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粒子态

u(p, λ) 的螺旋态表达式

于是得到 u(p, λ) 的螺旋态表达式

u(p, λ) =

ω−λ(p)ξλ(p)
ωλ(p)ξλ(p)



根据 2 p̂ · S =

(
p̂ · σ

p̂ · σ

)
，u(p, λ) 是螺旋度本征态，本征值为 λ：

(2 p̂ · S)u(p, λ) =

ω−λ(p) (p̂ · σ)ξλ(p)
ωλ(p) (p̂ · σ)ξλ(p)


= λ

ω−λ(p)ξλ(p)
ωλ(p)ξλ(p)

 = λu(p, λ)
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粒子态

v(p, λ) 的运动方程
另一方面，将 2 个负能解表达为

φ(−)(x, p, λ) = v(p, λ)eip·x, λ = ±, p0 = Ep =
√

|p|2 +m2

根据 Dirac 方程 (iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0，有

0 = (iγµ∂µ −m)φ(−)(x, p, λ) = (−pµγµ −m)v(p, λ)eip·x

即 v(p, λ) 满足运动方程
(/p+m)v(p, λ) = 0

同样将 v(p, λ) 分解为两个二分量旋量 f̃λ(p) 和 g̃λ(p)，v(p, λ) =
(
f̃λ(p)
g̃λ(p)

)
，则

0 = (/p+m)v(p, λ) =
(

m σµpµ

σ̄µpµ m

)(
f̃λ(p)
g̃λ(p)

)
=

(
pµσµg̃λ(p) +mf̃λ(p)
pµσ̄µf̃λ(p) +mg̃λ(p)

)
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v(p, λ) 的形式
从而得到两个条方程

(p · σ)g̃λ(p) +mf̃λ(p) = 0, (p · σ̄)f̃λ(p) +mg̃λ(p) = 0

由第二条方程得
g̃λ(p) = −p · σ̄

m
f̃λ(p)

代入到第一条方程左边，由 (p · σ)(p · σ̄) = m2 式推出

(p · σ)g̃λ(p) +mf̃λ(p) = − (p · σ)(p · σ̄)
m

f̃λ(p)+mf̃λ(p) = −m
2

m
f̃λ(p)+mf̃λ(p) = 0

可见，关系式 g̃λ(p) = −p · σ̄
m

f̃λ(p) 符合第一条方程

于是，任取非零 f̃λ(p) 都能使

v(p, λ) =

 f̃λ(p)

−
p · σ̄
m

f̃λ(p)


满足运动方程 (/p+m)v(p, λ) = 0
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v(p, λ) 作为螺旋度本征态
为了让 v(p, λ) 作为螺旋度本征态，设 f̃λ(p) 正比于 ξ−λ(p)，f̃λ(p) = C̃p,λ ξ−λ(p)

这里没有选择让 f̃λ(p) 正比于 ξλ(p)，原因将在 5.5.4 小节中说明
现在姑且接受这种选择，从而由 (p · σ̄)ξλ(p) = ω2

λ(p)ξλ(p) 推出

v(p, λ) =

 f̃λ(p)

−
p · σ̄
m

f̃λ(p)

 = C̃p,λ

 ξ−λ(p)

−
(p · σ̄)
m

ξ−λ(p)

 = C̃p,λ

 ξ−λ(p)

−
ω2
−λ(p)
m

ξ−λ(p)



为了使 v(p, λ) 满足归一关系 v†(p, λ)v(p, λ) = 2Ep，取

C̃p,λ = λωλ(p)

由 ωλ(p)ω−λ (p) = m 得

−C̃p,λ
ω2
−λ(p)
m

= −λ ωλ(p)ω−λ(p)
m

ω−λ(p) = −λω−λ(p)
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v(p, λ) 的螺旋态表达式

于是得到 v(p, λ) 的螺旋态表达式

v(p, λ) =

 λωλ(p)ξ−λ(p)
−λω−λ(p)ξ−λ(p)



这样一来，v(p, λ) 是螺旋度本征态，本征值为 −λ：

(2 p̂ · S)v(p, λ) =

 λωλ(p) (p̂ · σ)ξ−λ(p)
−λω−λ(p) (p̂ · σ)ξ−λ(p)


= −λ

 λωλ(p)ξ−λ(p)
−λω−λ(p)ξ−λ(p)

 = −λ v(p, λ)
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平面波旋量系数的关系
可以验证，以上平面波旋量系数 u(p, λ) 和 v(p, λ) 满足正交归一关系

u†(p, λ)u(p, λ′) = v†(p, λ)v(p, λ′) = 2Epδλλ′

u†(p, λ)v(−p, λ′) = v†(−p, λ)u(p, λ′) = 0

记 ū(p, λ) = u†(p, λ)γ0，v̄(p, λ) = v†(p, λ)γ0，可以推出 Lorentz 不变的关系式

ū(p, λ)u(p, λ′) = 2mδλλ′ , v̄(p, λ)v(p, λ′) = −2mδλλ′

ū(p, λ)v(p, λ′) = v̄(p, λ)u(p, λ′) = 0

另一方面，考虑螺旋度求和式∑
λ=±

u(p, λ)ū(p, λ) =
∑
λ=±

(
ω−λ(p)ξλ(p)
ωλ(p)ξλ(p)

)(
ωλ(p)ξ†λ(p) ω−λ(p)ξ†λ(p)

)

=
∑
λ=±

(
ω−λ(p)ωλ(p)ξλ(p)ξ†λ(p) ω2

−λ(p)ξλ(p)ξ
†
λ(p)

ω2
λ(p)ξλ(p)ξ

†
λ(p) ωλ(p)ω−λ(p)ξλ(p)ξ†λ(p)

)
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螺旋度求和

利用

ωλ(p)ω−λ (p) = m, (p · σ̄)ξλ(p) = ω2
λ(p)ξλ(p), (p · σ)ξλ(p) = ω2

−λ(p)ξλ(p)

以及 ξλ(p) 的完备性关系
∑
λ=±

ξλ(p)ξ†λ(p) = 1，推出

∑
λ=±

u(p, λ)ū(p, λ) =
∑
λ=±

ω−λ(p)ωλ(p)ξλ(p)ξ†λ(p) ω2
−λ(p)ξλ(p)ξ†λ(p)

ω2
λ(p)ξλ(p)ξ†λ(p) ωλ(p)ω−λ(p)ξλ(p)ξ†λ(p)


=
∑
λ=±

 mξλ(p)ξ†λ(p) (p · σ)ξλ(p)ξ†λ(p)
(p · σ̄)ξλ(p)ξ†λ(p) mξλ(p)ξ†λ(p)


=

 m p · σ

p · σ̄ m

 = pµγ
µ +m
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自旋求和关系
将 (p · σ̄)ξλ(p) = ω2

λ(p)ξλ(p) 和 (p · σ)ξλ(p) = ω2
−λ(p)ξλ(p) 中的 λ 换成 −λ，得

(p · σ̄)ξ−λ(p) = ω2
−λ(p)ξ−λ(p), (p · σ)ξ−λ(p) = ω2

λ(p)ξ−λ(p)

有
∑
λ=±

v(p, λ)v̄(p, λ)

=
∑
λ=±

(
λωλ(p)ξ−λ(p)

−λω−λ(p)ξ−λ(p)

)(
−λω−λ(p) ξ†−λ(p) λωλ(p)ξ†−λ(p)

)

=
∑
λ=±

(
−λ2ωλ(p)ω−λ(p)ξ−λ(p)ξ†−λ(p) λ2ω2

λ(p)ξ−λ(p)ξ†−λ(p)
λ2ω2

−λ(p)ξ−λ(p)ξ†−λ(p) −λ2ω−λ(p)ωλ(p)ξ−λ(p)ξ†−λ(p)

)

=
∑
λ=±

(
−mξ−λ(p)ξ†−λ(p) (p · σ)ξ−λ(p)ξ†−λ(p)

(p · σ̄)ξ−λ(p)ξ†−λ(p) −mξ−λ(p)ξ†−λ(p)

)
=

(
−m p · σ
p · σ̄ −m

)
= pµγ

µ −m

整理一下，有如下螺旋度求和关系，或者说，自旋求和关系：∑
λ=±

u(p, λ)ū(p, λ) = /p+m,
∑
λ=±

v(p, λ)v̄(p, λ) = /p−m

余钊焕 （中山大学） 第 5 章　量子旋量场 5.4 节和 5.5 节 22 / 50



o o o o o o

平面波解一般形式

o o o o o o o o o o o o o o o

Weyl 表象中的平面波解

o o o o o

哈密顿量

o o o o o o o o o

Dirac 旋量场的正则量子化

o o o o

U(1) 整体对称性

o o o o o o o o o

粒子态

平面波展开

用 u(p, λ) 和 v(p, λ) 把 Dirac 旋量场算符 ψ(x, t) 的平面波展开式

ψ(x, t) =
∫

d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±

[
φ(+)(x, p, λ)ap,λ + φ(−)(x, p, λ)b†p,λ

]

写作
ψ(x, t) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±

[
u(p, λ)ap,λe−ip·x + v(p, λ)b†p,λeip·x

]

其中 ap,λ 是湮灭算符，b†p,λ 是产生算符，而且 ap,λ ̸= bp,λ，于是

ψ†(x, t) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±

[
u†(p, λ)a†p,λeip·x + v†(p, λ)bp,λe−ip·x

]

ψ̄(x, t) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±

[
ū(p, λ)a†p,λeip·x + v̄(p, λ)bp,λe−ip·x

]
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5.4.3 小节　哈密顿量和产生湮灭算符
根据拉氏量 L = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ，ψ(x) 对应的共轭动量密度是

π =
∂L

∂(∂0ψ)
= iψ̄γ0 = iψ†

它的平面波展开式为

π(x, t) = iψ†(x, t) =
∫

d3p

(2π)3
i√
2Ep

∑
λ=±

[
u†(p, λ)a†p,λeip·x + v†(p, λ)bp,λe−ip·x

]

代入自由旋量场 ψ(x) 满足的 Dirac 方程 (iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0，拉氏量化为

L = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ = 0

因此，自由 Dirac 旋量场的哈密顿量密度为

H = π∂0ψ − L = π∂0ψ = iψ†∂0ψ
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哈密顿量算符

从而，哈密顿量算符为

H =

∫
d3xH =

∫
d3xψ†i∂0ψ

=
∑
λλ′

∫
d3x d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq

[
u†(p, λ)a†p,λeip·x + v†(p, λ)bp,λe−ip·x

]
× q0

[
u(q, λ′)aq,λ′e−iq·x − v(q, λ′)b†q,λ′eiq·x

]
=
∑
λλ′

∫
d3x d3p d3q Eq

(2π)6
√

4EpEq

[
u†(p, λ)u(q, λ′)a†p,λaq,λ′ei(p−q)·x

− v†(p, λ)v(q, λ′)bp,λb
†
q,λ′e−i(p−q)·x

−u†(p, λ)v(q, λ′)a†p,λb
†
q,λ′ei(p+q)·x

+ v†(p, λ)u(q, λ′)bp,λaq,λ′e−i(p+q)·x
]
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化简哈密顿量
积分，得

H =
∑
λλ′

∫
d3p d3q Eq

(2π)3
√

4EpEq

{
δ(3)(p − q)

[
u†(p, λ)u(q, λ′)a†p,λaq,λ′ei(Ep−Eq)t

− v†(p, λ)v(q, λ′)bp,λb
†
q,λ′e−i(Ep−Eq)t

]
+ δ(3)(p + q)

[
− u†(p, λ)v(q, λ′)a†p,λb

†
q,λ′ei(Ep+Eq)t

+ v†(p, λ)u(q, λ′)bp,λaq,λ′e−i(Ep+Eq)t
]}

=
∑
λλ′

∫
d3p

(2π)3
1

2

[
u†(p, λ)u(p, λ′)a†p,λap,λ′ − v†(p, λ)v(p, λ′)bp,λb

†
p,λ′

−u†(p, λ)v(−p, λ′)

= 0

a†p,λb
†
−p,λ′e2iEpt + v†(p, λ)u(−p, λ′)

= 0

bp,λa−p,λ′e−2iEpt
]

=
∑
λλ′

∫
d3p

(2π)3
1

2
(2Epδλλ′a†p,λap,λ′ − 2Epδλλ′bp,λb

†
p,λ′) 正交归一关系

=
∑
λ=±

∫
d3p

(2π)3
Ep(a

†
p,λap,λ − bp,λb

†
p,λ)
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ap,λ 和 a†p,λ 的表达式
另一方面，有∫

d3x eip·xu†(p, λ)ψ(x, t)

=

∫
d3x d3q

(2π)3
√

2Eq

∑
λ′=±

[
u†(p, λ)u(q, λ′)aq,λ′ei(p−q)·x + u†(p, λ)v(q, λ′)b†q,λ′ei(p+q)·x

]
=

∫
d3q√
2Eq

∑
λ′=±

[
u†(p, λ)u(q, λ′)aq,λ′ei(Ep−Eq)tδ(3)(p − q)

+u†(p, λ)v(q, λ′)b†q,λ′ei(Ep+Eq)tδ(3)(p + q)
]

=
1√
2Ep

∑
λ′=±

[
u†(p, λ)u(p, λ′)ap,λ′ + u†(p, λ)v(−p, λ′)b†−p,λ′e2iEpt

]
=

1√
2Ep

∑
λ′=±

(2Epδλλ′ap,λ′) =
√

2Ep ap,λ

从而将湮灭算符 ap,λ 和产生算符 a†p,λ 表示为

ap,λ =
1√
2Ep

∫
d3x eip·xu†(p, λ)ψ(x, t), a†p,λ =

1√
2Ep

∫
d3x e−ip·xψ†(x, t)u(p, λ)
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b†p,λ 和 bp,λ 的表达式
同理推出∫

d3x e−ip·xv†(p, λ)ψ(x, t)

=

∫
d3x d3q

(2π)3
√

2Eq

∑
λ′=±

[
v†(p, λ)u(q, λ′)aq,λ′e−i(p+q)·x + v†(p, λ)v(q, λ′)b†q,λ′e−i(p−q)·x

]
=

∫
d3q√
2Eq

∑
λ′=±

[
v†(p, λ)u(q, λ′)aq,λ′e−i(Ep+Eq)tδ(3)(p + q)

+ v†(p, λ)v(q, λ′)b†q,λ′e−i(Ep−Eq)tδ(3)(p − q)
]

=
1√
2Ep

∑
λ′=±

[
v†(p, λ)u(−p, λ′)a−p,λ′e−2iEpt + v†(p, λ)v(p, λ′)b†p,λ′

]
=

1√
2Ep

∑
λ′=±

(
2Epδλλ′b†p,λ′

)
=
√

2Ep b
†
p,λ

于是将产生算符 b†p,λ 和湮灭算符 bp,λ 表示成

b†p,λ =
1√
2Ep

∫
d3x e−ip·xv†(p, λ)ψ(x, t), bp,λ =

1√
2Ep

∫
d3x eip·xψ†(x, t)v(p, λ)
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5.5 节 Dirac 旋量场的正则量子化
5.5.1 小节　用等时对易关系量子化 Dirac 旋量场的困难

回顾前面标量场和矢量场的正则量子化程序
我们先假设场算符与其共轭动量密度算符满足等时对易关系

[Φa(x, t), πb(y, t)] = iδabδ(3)(x − y)

[Φa(x, t),Φb(y, t)] = [πa(x, t), πb(y, t)] = 0

然后推导出产生湮灭算符的对易关系，再通过计算给出正定的哈密顿量算符
对于无质量矢量场，则需要用弱 Lorenz 规范条件来得到正的哈密顿量期待值
这些结果说明在量子场论中使用正则量子化方法是合理的
本小节将尝试用类似的等时对易关系对 Dirac 旋量场进行量子化
不过，我们会发现这种方法并不能给出正定的哈密顿量算符，因而是不可行的
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等时对易关系
假设 Dirac 旋量场算符 ψ(x) 与其共轭动量密度算符 π(x) 满足等时对易关系

[ψa(x, t), πb(y, t)] = iδabδ(3)(x − y), [ψa(x, t), ψb(y, t)] = [πa(x, t), πb(y, t)] = 0.

这里将旋量指标明显地写出来
由于 π = iψ†，这些关系等价于 ψ(x) 与 ψ†(x) 的等时对易关系

[ψa(x, t), ψ†
b(y, t)] = δabδ

(3)(x − y), [ψa(x, t), ψb(y, t)] = [ψ†
a(x, t), ψ†

b(y, t)] = 0

根据 ap,λ =
1√
2Ep

∫
d3x eip·xu†(p, λ)ψ(x, t)，推出

[ap,λ, a
†
q,λ′ ] =

1√
4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x−q·y)u†

a(p, λ)[ψa(x, t), ψ†
b(y, t)]ub(q, λ′)

=
1√

4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x−q·y)u†

a(p, λ)ub(q, λ′)δabδ
(3)(x − y)

=
1√

4EpEq

∫
d3x ei(Ep−Eq)te−i(p−q)·x u†(p, λ)u(q, λ′)

=
1

2Ep
u†(p, λ)u(p, λ′)(2π)3δ(3)(p − q) = (2π)3δλλ′δ(3)(p − q)
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∫
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a(p, λ)[ψa(x, t), ψ†
b(y, t)]ub(q, λ′)

=
1√

4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x−q·y)u†
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=
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4EpEq

∫
d3x ei(Ep−Eq)te−i(p−q)·x u†(p, λ)u(q, λ′)

=
1

2Ep
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[bp,λ, b
†
q,λ′ ]

根据

b†p,λ =
1√
2Ep

∫
d3x e−ip·xv†(p, λ)ψ(x, t), bp,λ =

1√
2Ep

∫
d3x eip·xψ†(x, t)v(p, λ)

以及等时对易关系 [ψa(x, t), ψ†
b(y, t)] = δabδ

(3)(x − y)，得到

[bp,λ, b
†
q,λ′ ] =

1√
4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x−q·y)v†b(q, λ

′)[ψ†
a(x, t), ψb(y, t)]va(p, λ)

=
1√

4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x−q·y)v†b(q, λ

′)va(p, λ)(−δba)δ(3)(x − y)

= − 1√
4EpEq

∫
d3x ei(Ep−Eq)te−i(p−q)·x v†(q, λ′)v(p, λ)

= − 1

2Ep
v†(p, λ′)v(p, λ)(2π)3δ(3)(p − q) = −(2π)3δλλ′δ(3)(p − q)

这个结果非同寻常地多了一个负号
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负能量困难
进一步计算，最终通过等时对易关系得到的产生湮灭算符对易关系为

[ap,λ, a
†
q,λ′ ] = (2π)3δλλ′δ(3)(p − q), [ap,λ, aq,λ′ ] = [a†p,λ, a

†
q,λ′ ] = 0

[bp,λ, b
†
q,λ′ ] = −(2π)3δλλ′δ(3)(p − q), [bp,λ, bq,λ′ ] = [b†p,λ, b

†
q,λ′ ] = 0

[ap,λ, b
†
q,λ′ ] = [bp,λ, a

†
q,λ′ ] = [ap,λ, bq,λ′ ] = [a†p,λ, b

†
q,λ′ ] = 0

利用这样的对易关系，可以把哈密顿量算符化为

H =
∑
λ=±

∫
d3p

(2π)3
Ep(a

†
p,λap,λ − bp,λb

†
p,λ)

=
∑
λ=±

∫
d3p

(2π)3
Ep(a

†
p,λap,λ − b†p,λbp,λ) + (2π)3δ(3)(0)

∫
d3p

(2π)3
2Ep

第二项是零点能，第一项中由 (ap,λ, a
†
p,λ) 描述的粒子对总能量的贡献为正

但第一项中由 (bp,λ, b
†
p,λ) 描述的粒子对总能量的贡献为负

粒子数密度 b†p,λbp,λ 越大，场的总能量越少，显然是非物理的，出现负能量困难
因此，用等时对易关系对 Dirac 旋量场进行量子化是行不通的
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∫
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†
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∫
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2Ep
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因此，用等时对易关系对 Dirac 旋量场进行量子化是行不通的
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5.5.2 小节　用等时反对易关系量子化 Dirac 旋量场

Pascual Jordan
(1902–1980)

Eugene Wigner
(1902–1995)

从以上哈密顿量算符计算过程看出，如果在交换 bp,λ 和 b†p,λ 位
置的同时能够改变符号，就可以得到正定的哈密顿量算符
因此，需要的不是 bp,λ 与 b†p,λ 的对易关系，而是反对易关系
为了得到合适的 bp,λ 与 b†p,λ 的反对易关系，则需要舍弃等时对

易关系

，代之以等时反对易关系

{ψa(x, t), πb(y, t)} = iδabδ(3)(x − y)

{ψa(x, t), ψb(y, t)} = {πa(x, t), πb(y, t)} = 0

采用反对易关系进行量子化的方法称为 Jordan-Wigner 量子化
由于 π = iψ†，这些关系等价于 ψ 与 ψ† 的等时反对易关系

{ψa(x, t), ψ†
b(y, t)} = δabδ

(3)(x − y)

{ψa(x, t), ψb(y, t)} = {ψ†
a(x, t), ψ†

b(y, t)} = 0
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哈密顿量的正定性
通过等时反对易关系得到的产生湮灭算符反对易关系为

{ap,λ, a
†
q,λ′} = (2π)3δλλ′δ(3)(p − q), {ap,λ, aq,λ′} = {a†p,λ, a

†
q,λ′} = 0

{bp,λ, b
†
q,λ′} = (2π)3δλλ′δ(3)(p − q), {bp,λ, bq,λ′} = {b†p,λ, b

†
q,λ′} = 0

{ap,λ, b
†
q,λ′} = {bp,λ, a

†
q,λ′} = {ap,λ, bq,λ′} = {a†p,λ, b

†
q,λ′} = 0

可见，(ap,λ, a
†
p,λ) 和 (bp,λ, b

†
p,λ) 互不干扰，各自描述一种粒子

利用这样的反对易关系，把哈密顿量算符化为

H =
∑
λ=±

∫
d3p

(2π)3
Ep(a

†
p,λap,λ − bp,λb

†
p,λ)

=
∑
λ=±

∫
d3p

(2π)3
Ep(a

†
p,λap,λ + b†p,λbp,λ)− (2π)3δ(3)(0)

∫
d3p

(2π)3
2Ep

第二项是零点能

第一项是所有动量模式所有螺旋度所有粒子贡献的能量之和，它是正定的
可见，用等时反对易关系对 Dirac 旋量场进行正则量子化是合适的
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∑
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∫
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(2π)3
Ep(a

†
p,λap,λ − bp,λb

†
p,λ)

=
∑
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∫
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(2π)3
Ep(a

†
p,λap,λ + b†p,λbp,λ)− (2π)3δ(3)(0)

∫
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第二项是零点能

第一项是所有动量模式所有螺旋度所有粒子贡献的能量之和，它是正定的
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哈密顿量与产生湮灭算符的对易
计算哈密顿量 H 与产生湮灭算符的对易子，得到

[H, a†p,λ] = Epa
†
p,λ, [H, ap,λ] = −Epap,λ

[H, b†p,λ] = Epb
†
p,λ, [H, bp,λ] = −Epbp,λ

设 |E⟩ 是 H 的本征态，本征值为 E，则 H |E⟩ = E |E⟩

从而推出
Ha†p,λ |E⟩ = (a†p,λH + Epa

†
p,λ) |E⟩ = (E + Ep)a

†
p,λ |E⟩

Hap,λ |E⟩ = (ap,λH − Epap,λ) |E⟩ = (E − Ep)ap,λ |E⟩

Hb†p,λ |E⟩ = (b†p,λH + Epb
†
p,λ) |E⟩ = (E + Ep)b

†
p,λ |E⟩

Hbp,λ |E⟩ = (bp,λH − Epbp,λ) |E⟩ = (E − Ep)bp,λ |E⟩

当 a†p,λ |E⟩ ̸= 0 和 b†p,λ |E⟩ ̸= 0 时，a†p,λ 和 b†p,λ 的作用是使能量本征值增加 Ep

当 ap,λ |E⟩ ̸= 0 和 bp,λ |E⟩ ̸= 0 时，ap,λ 和 bp,λ 的作用是使能量本征值减少 Ep
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总动量算符

Dirac 旋量场的总动量算符为

P = −
∫

d3xπ∇ψ =

∫
d3xψ†(−i∇)ψ

=
∑
λλ′

∫
d3x d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq

[
u†(p, λ)a†p,λeip·x + v†(p, λ)bp,λe−ip·x

]
×
[
qu(q, λ′)aq,λ′e−iq·x − q v(q, λ′)b†q,λ′eiq·x

]
=
∑
λλ′

∫
d3p d3q q

(2π)3
√

4EpEq

{
δ(3)(p − q)

[
u†(p, λ)u(q, λ′)a†p,λaq,λ′ei(Ep−Eq)t

− v†(p, λ)v(q, λ′)bp,λb
†
q,λ′e−i(Ep−Eq)t

]
+ δ(3)(p + q)

[
− u†(p, λ)v(q, λ′)a†p,λb

†
q,λ′ei(Ep+Eq)t

+ v†(p, λ)u(q, λ′)bp,λaq,λ′e−i(Ep+Eq)t
]}
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化简总动量
积分，得

P =
∑
λλ′

∫
d3p p

(2π)32Ep

[
u†(p, λ)u(p, λ′)a†p,λap,λ′ − v†(p, λ)v(p, λ′)bp,λb

†
p,λ′

+ u†(p, λ)v(−p, λ′)a†p,λb
†
−p,λ′e2iEpt − v†(p, λ)u(−p, λ′)bp,λa−p,λ′e−2iEpt

]
=
∑
λλ′

∫
d3p p

(2π)32Ep
(2Epδλλ′a†p,λap,λ′ − 2Epδλλ′bp,λb

†
p,λ′)

=
∑
λ=±

∫
d3p

(2π)3
p (a†p,λap,λ − bp,λb

†
p,λ) {bp,λ, b

†
q,λ′} = (2π)3δλλ′δ(3)(p − q)

=
∑
λ=±

∫
d3p

(2π)3
p (a†p,λap,λ + b†p,λbp,λ)− 2δ(3)(0)

∫
d3p p

=
∑
λ=±

∫
d3p

(2π)3
p (a†p,λap,λ + b†p,λbp,λ)

总动量是所有动量模式所有螺旋度所有粒子贡献的动量之和
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5.5.3 小节 U(1) 整体对称性

类似于复标量场，Dirac 旋量场也具有 U(1) 整体对称性

对 Dirac 旋量场 ψ(x) 作 U(1) 整体变换 ψ′(x) = eiqθψ(x)

则 ψ†(x) 和 ψ̄(x) 的相应变换为

[ψ†(x)]′ = [ψ′(x)]† = ψ†(x)e−iqθ, [ψ̄(x)]′ = ψ̄′(x) = [ψ′(x)]†γ0 = ψ̄(x)e−iqθ

在此变换下，拉氏量不变，

L′(x) = ψ̄′(x)(iγµ∂µ −m)ψ′(x) = ψ̄(x)e−iqθ(iγµ∂µ −m)eiqθψ(x)

= ψ̄(x)(iγµ∂µ −m)ψ(x) = L(x)

容易验证，前面列举的旋量双线性型都在这种 U(1) 整体变换下不变

因此，用这些旋量双线性型构造的拉氏量都具有 U(1) 整体对称性
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U(1) 守恒流

U(1) 整体变换的无穷小形式为

ψ′(x) = ψ(x) + iqθψ(x)

由于 δxµ = 0，δ̄ψ = δψ = iqθψ

按照 jµ =
∂L

∂(∂µΦa)
δ̄Φa + Lδxµ，相应的 Noether 守恒流为

jµ =
∂L

∂(∂µψ)
δ̄ψ = iψ̄γµ(iqθψ) = −qθψ̄γµψ

扔掉无穷小参数 −θ，定义 U(1) 守恒流算符

Jµ ≡ qψ̄γµψ

则 Noether 定理给出
∂µJ

µ = 0
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U(1) 守恒荷
相应的 U(1) 守恒荷算符为

Q =

∫
d3xJ0 = q

∫
d3x ψ̄γ0ψ = q

∫
d3xψ†ψ

= q
∑
λλ′

∫
d3x d3p d3k

(2π)6
√

4EpEk

[
u†(p, λ)a†p,λeip·x + v†(p, λ)bp,λe−ip·x

]
×
[
u(k, λ′)ak,λ′e−ik·x + v(k, λ′)b†k,λ′eik·x

]
= q

∑
λλ′

∫
d3p d3k

(2π)3
√

4EpEk

{
δ(3)(p − k)

[
u†(p, λ)u(k, λ′)a†p,λak,λ′ei(Ep−Ek)t

+ v†(p, λ)v(k, λ′)bp,λb
†
k,λ′e−i(Ep−Ek)t

]
+ δ(3)(p + k)

[
u†(p, λ)v(k, λ′)a†p,λb

†
k,λ′ei(Ep+Ek)t

+ v†(p, λ)u(k, λ′)bp,λak,λ′e−i(Ep+Ek)t
]}
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正粒子和反粒子
积分，得

Q = q
∑
λλ′

∫
d3p

(2π)32Ep

[
u†(p, λ)u(p, λ′)a†p,λap,λ′ + v†(p, λ)v(p, λ′)bp,λb

†
p,λ′

+ u†(p, λ)v(−p, λ′)a†p,λb
†
−p,λ′e2iEpt + v†(p, λ)u(−p, λ′)bp,λa−p,λ′e−2iEpt

]
= q

∑
λλ′

∫
d3p

(2π)32Ep
(2Epδλλ′a†p,λap,λ′ + 2Epδλλ′bp,λb

†
p,λ′)

= q
∑
λ=±

∫
d3p

(2π)3
(a†p,λap,λ + bp,λb

†
p,λ) {bp,λ, b

†
q,λ′} = (2π)3δλλ′δ(3)(p − q)

=
∑
λ=±

∫
d3p

(2π)3
(q a†p,λap,λ − q b†p,λbp,λ) + 2δ(3)(0)

∫
d3p q（零点荷）

从第一项可以看出，由 (ap,λ, a
†
p,λ) 描述的粒子是正粒子，携带的 U(1) 荷为 q

由 (bp,λ, b
†
p,λ) 描述的粒子是反粒子，携带的 U(1) 荷为 −q

除去零点荷，总荷是所有动量模式所有螺旋度所有正反粒子贡献的 U(1) 荷之和
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5.5.4 小节　粒子态
对于自由 Dirac 旋量场，真空态 |0⟩ 定义为被任意 ap,λ 和任意 bp,λ 湮灭的态，

ap,λ |0⟩ = bp,λ |0⟩ = 0

满足
⟨0|0⟩ = 1, H |0⟩ = Evac |0⟩ , Evac = −2δ(3)(0)

∫
d3pEp

动量为 p、螺旋度为 λ 的单个正粒子态和单个反粒子态分别定义为∣∣p+, λ
〉
≡
√

2Ep a
†
p,λ |0⟩ ,

∣∣p−, λ
〉
≡
√

2Ep b
†
p,λ |0⟩

根据产生湮灭算符的反对易关系，单粒子态的内积是〈
q+, λ′ | p+, λ

〉
=
√

4EqEp ⟨0| aq,λ′a†p,λ |0⟩

=
√

4EqEp ⟨0| [(2π)3δλλ′δ(3)(p − q)− a†p,λaq,λ′ ] |0⟩

= 2Ep(2π)
3δλλ′δ(3)(p − q)〈

q−, λ′ | p−, λ
〉
=
√

4EqEp ⟨0| bq,λ′b†p,λ |0⟩ = 2Ep(2π)
3δλλ′δ(3)(p − q)〈

q−, λ′ | p+, λ
〉
=
√

4EqEp ⟨0| bq,λ′a†p,λ |0⟩ = −
√

4EqEp ⟨0| a†p,λbq,λ′ |0⟩ = 0
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单粒子态的能量本征值
根据 Ha†p,λ |E⟩ = (E + Ep)a

†
p,λ |E⟩ 和 Hb†p,λ |E⟩ = (E + Ep)b

†
p,λ |E⟩，有

H
∣∣p+, λ

〉
= (Evac + Ep)

∣∣p+, λ
〉
, H

∣∣p−, λ
〉
= (Evac + Ep)

∣∣p−, λ
〉

可见，∣∣p+, λ
〉 和 ∣∣p−, λ

〉 都比真空态多了一份能量 Ep =
√

|p|2 +m2

将 ψ(x) 的平面波解代入 [ψ(x), J] = (L̂ + S)ψ(x) 左边，得

[ψ(x), J] =
∫

d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±

{
u(p, λ)[ap,λ, J]e−ip·x + v(p, λ)[b†p,λ, J]e

ip·x
}

代入右边，得

(L̂ + S)ψ(x)

=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±

(−i x ×∇+ S)
[
u(p, λ)ap,λe−ip·x + v(p, λ)b†p,λeip·x

]
=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±

[
(x × p + S)u(p, λ)ap,λe−ip·x + (−x × p + S)v(p, λ)b†p,λeip·x

]
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[ap,λ, 2 p̂ · J] 和 [b†p,λ, 2 p̂ · J]

两相比较，对于动量 p 和螺旋度 λ，有

u(p, λ)[ap,λ, J] = (x × p + S)u(p, λ)ap,λ, v(p, λ)[b†p,λ, J] = (−x × p + S)v(p, λ)b†p,λ

按照前面讨论，u(p, λ) 和 v(p, λ) 分别是本征值为 λ 和 −λ 的螺旋度本征态，故

u(p, λ)[ap,λ, 2 p̂ · J] = 2 p̂ · (x × p + S)u(p, λ)ap,λ

= (2 p̂ · S)u(p, λ)ap,λ = λu(p, λ)ap,λ

v(p, λ)[b†p,λ, 2 p̂ · J] = 2 p̂ · (−x × p + S)v(p, λ)b†p,λ
= (2 p̂ · S)v(p, λ)b†p,λ = −λ v(p, λ)b†p,λ

因而
[ap,λ, 2 p̂ · J] = λ ap,λ, [b†p,λ, 2 p̂ · J] = −λ b†p,λ

由于 J 是厄米算符，对第一式取厄米共轭得

λ a†p,λ = [ap,λ, 2 p̂ · J]† = (2 p̂ · J)a†p,λ − a†p,λ(2 p̂ · J) = [2 p̂ · J, a†p,λ]
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单粒子态的螺旋度本征值

于是，[2 p̂ · J, a†p,λ] = λ a†p,λ，[2 p̂ · J, b†p,λ] = λ b†p,λ

J 是总角动量算符，真空态 |0⟩ 满足 J |0⟩ = 0，由此得到

(2 p̂ · J)a†p,λ |0⟩ = [a†p,λ(2 p̂ · J) + λa†p,λ] |0⟩ = λ a†p,λ |0⟩

(2 p̂ · J)b†p,λ |0⟩ = [b†p,λ(2 p̂ · J) + λ b†p,λ] |0⟩ = λ b†p,λ |0⟩

自由的单粒子态没有轨道角动量，而 2 p̂ · J 相当于归一化的螺旋度算符

因此，上面两式说明 ∣∣p+, λ
〉 和 ∣∣p−, λ

〉 都是螺旋度本征态，本征值为 λ：

(2 p̂ · J)
∣∣p±, λ

〉
= λ

∣∣p±, λ
〉

以上讨论表明，产生算符 a†p,λ 的作用是产生一个动量为 p、螺旋度为 λ 的正粒子
另一种产生算符 b†p,λ 的作用是产生一个动量为 p、螺旋度为 λ 的反粒子
正粒子和反粒子具有相同的质量 m
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自由的单粒子态没有轨道角动量，而 2 p̂ · J 相当于归一化的螺旋度算符
因此，上面两式说明 ∣∣p+, λ

〉 和 ∣∣p−, λ
〉 都是螺旋度本征态，本征值为 λ：

(2 p̂ · J)
∣∣p±, λ

〉
= λ

∣∣p±, λ
〉

以上讨论表明，产生算符 a†p,λ 的作用是产生一个动量为 p、螺旋度为 λ 的正粒子
另一种产生算符 b†p,λ 的作用是产生一个动量为 p、螺旋度为 λ 的反粒子
正粒子和反粒子具有相同的质量 m
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湮灭算符的作用
在 f̃λ(p) = C̃λ ξ−λ(p) 中，我们选择让 f̃λ(p) 正比于 ξ−λ(p)，使得 v(p, λ) 的螺

旋度本征值为 −λ，从而得到 b†p,λ |0⟩ 的螺旋度本征值为 λ 的结果
如果我们选择让 f̃λ(p) 正比于 ξλ(p)，依照上述推导，b†p,λ |0⟩ 的螺旋度本征值就

会变成 −λ，则 (bp,λ, b
†
p,λ) 将描述螺旋度为 −λ 的反粒子

这不符合我们的记号，因此，我们将 f̃λ(p) 取为 f̃λ(p) = C̃λ ξ−λ(p)

由产生湮灭算符的反对易关系，有

ap,λ
∣∣q+, λ′〉 =

√
2Eq ap,λa

†
q,λ′ |0⟩ =

√
2Eq [(2π)

3δλλ′δ(3)(p − q)− a†q,λ′ap,λ] |0⟩

=
√

2Eq (2π)
3δλλ′δ(3)(p − q) |0⟩

bp,λ
∣∣q−, λ′〉 =

√
2Eq bp,λb

†
q,λ′ |0⟩ =

√
2Eq [(2π)

3δλλ′δ(3)(p − q)− b†q,λ′bp,λ] |0⟩

=
√

2Eq (2π)
3δλλ′δ(3)(p − q) |0⟩

可以看出，湮灭算符 ap,λ 的作用是减少一个动量为 p、螺旋度为 λ 的正粒子
湮灭算符 bp,λ 的作用是减少一个动量为 p、螺旋度为 λ 的反粒子
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粒子交换
将包含 2 个正粒子和 2 个反粒子的态记为
∣∣p+

1 , λ1; p+
2 , λ2; p−

3 , λ3; p−
4 , λ4

〉
≡
√

16Ep1Ep2Ep3Ep4 a
†
p1,λ1

a†p2,λ2
b†p3,λ3

b†p4,λ4
|0⟩

多次利用反对易关系 {a†p,λ, a
†
q,λ′} = {b†p,λ, b

†
q,λ′} = {a†p,λ, b

†
q,λ′} = 0

调换产生算符的位置，可得

a†p1,λ1
a†p2,λ2

b†p3,λ3
b†p4,λ4

|0⟩ = −b†p4,λ4
a†p2,λ2

b†p3,λ3
a†p1,λ1

|0⟩

负号源自奇数次反对易，从而
∣∣p+

1 , λ1; p+
2 , λ2; p−

3 , λ3; p−
4 , λ4

〉
= −

∣∣p−
4 , λ4; p+

2 , λ2; p−
3 , λ3; p+

1 , λ1

〉
即交换第 1 和第 4 个粒子得到的态与原来的态相差一个负号

同理，交换其中任意两个粒子，也会出现一个负号
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费米子与 Pauli 不相容原理

Enrico Fermi
(1901–1954)

Wolfgang Ernst Pauli
(1900–1958)

一般地，对于多个全同粒子的态，交换任意两个全同粒子，需
要对产生算符进行奇数次反对易，得到的态与原态相差一个负号
也就是说，态对全同粒子交换是反对称的
这说明 Dirac 旋量场描述的粒子是一种费米子，称为 Dirac

费米子，服从 Fermi-Dirac 统计
得到这个结论的关键在于两个产生算符反对易

对于两个相同的产生算符 a†p,λ 或 b†p,λ，反对易关系导致

a†p,λa
†
p,λ |0⟩ = −a†p,λa

†
p,λ |0⟩ , b†p,λb

†
p,λ |0⟩ = −b†p,λb

†
p,λ |0⟩

故
a†p,λa

†
p,λ |0⟩ = 0, b†p,λb

†
p,λ |0⟩ = 0

没有其它自由度时，不存在动量和螺旋度都相同的两个正费
米子或两个反费米子组成的态，这符合 Pauli 不相容原理
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自旋－统计定理
在第 2 章和第 4 章中，我们分别讨论了自旋为 0 的标量场和自旋为 1 的矢量场，

合适的处理方式是通过对易关系对它们进行量子化，因而它们都描述玻色子
在本章中，我们需要采用反对易关系才能对自旋为 1/2 的旋量场进行合适的量子

化，因而旋量场描述的粒子是费米子
实际上，这样的状况是普遍的，存在下列自旋－统计定理

自旋－统计定理
整数自旋的物理场必须用对易关系进行量子化，对应的粒子是玻色子
半奇数自旋的物理场必须用反对易关系进行量子化，对应的粒子是费米子

可从多个角度证明这个定理成立，前面已说明哈密顿量算符的正定性要求它成立
此外，也可以从交换全同粒子的路径依赖性、散射矩阵的 Lorentz 不变性、因果

性的角度加以证明（详细讨论见 M. D. Schwartz 的书 Quantum Field Theory and the
Standard Model 第 12 章）

余钊焕 （中山大学） 第 5 章　量子旋量场 5.4 节和 5.5 节 49 / 50



o o o o o o

平面波解一般形式

o o o o o o o o o o o o o o o o

Weyl 表象中的平面波解

o o o o o

哈密顿量

o o o o o o o o o

Dirac 旋量场的正则量子化

o o o o

U(1) 整体对称性

o o o o o o o o

粒子态

自旋－统计定理
在第 2 章和第 4 章中，我们分别讨论了自旋为 0 的标量场和自旋为 1 的矢量场，

合适的处理方式是通过对易关系对它们进行量子化，因而它们都描述玻色子
在本章中，我们需要采用反对易关系才能对自旋为 1/2 的旋量场进行合适的量子

化，因而旋量场描述的粒子是费米子
实际上，这样的状况是普遍的，存在下列自旋－统计定理

自旋－统计定理
整数自旋的物理场必须用对易关系进行量子化，对应的粒子是玻色子
半奇数自旋的物理场必须用反对易关系进行量子化，对应的粒子是费米子

可从多个角度证明这个定理成立，前面已说明哈密顿量算符的正定性要求它成立
此外，也可以从交换全同粒子的路径依赖性、散射矩阵的 Lorentz 不变性、因果

性的角度加以证明（详细讨论见 M. D. Schwartz 的书 Quantum Field Theory and the
Standard Model 第 12 章）

余钊焕 （中山大学） 第 5 章　量子旋量场 5.4 节和 5.5 节 49 / 50



o o o o o o

平面波解一般形式

o o o o o o o o o o o o o o o o

Weyl 表象中的平面波解

o o o o o

哈密顿量

o o o o o o o o o

Dirac 旋量场的正则量子化

o o o o

U(1) 整体对称性

o o o o o o o o

粒子态

双粒子态内积
记两个正费米子组成的双粒子态为 ∣∣p+

1 , λ1; p+
2 , λ2

〉
≡
√

4Ep1Ep2 a
†
p1,λ1

a†p2,λ2
|0⟩

双粒子态的内积关系是〈
q+
1 , λ

′
1; q+

2 , λ
′
2 | p+

1 , λ1; p+
2 , λ2

〉
=
√

16Ep1Ep2Eq1Eq2 ⟨0| aq2,λ′
2
aq1,λ′

1
a†p1,λ1

a†p2,λ2
|0⟩

=
√

16Ep1Ep2Eq1Eq2

[
(2π)3δλ1λ

′
1
δ(3)(p1 − q1) ⟨0| aq2,λ′

2
a†p2,λ2

|0⟩

− ⟨0| aq2,λ′
2
a†p1,λ1

aq1,λ′
1
a†p2,λ2

|0⟩
]

=
√

16Ep1Ep2Eq1Eq2

[
(2π)3δλ1λ

′
1
δ(3)(p1 − q1) ⟨0| aq2,λ′

2
a†p2,λ2

|0⟩

− (2π)3δλ2λ
′
1
δ(3)(p2 − q1) ⟨0| aq2,λ′

2
a†p1,λ1

|0⟩
]

= 4Ep1Ep2(2π)
6 [δλ1λ

′
1
δλ2λ

′
2
δ(3)(p1 − q1)δ

(3)(p2 − q2)

− δλ1λ
′
2
δλ2λ

′
1
δ(3)(p1 − q2)δ

(3)(p2 − q1)
]

最后两行方括号中第二项前面有一个负号，由产生湮灭算符的反对易关系引起
这是双费米子态内积关系与双玻色子态内积关系在形式上的不同之处
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