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Lorentz 群的旋量表示 Dirac 旋量场 Dirac 方程

第 5 章　量子旋量场

Paul Dirac
(1902–1984)

本章讨论旋量场 (spinor field) 的正则量子化，旋量场对应
于旋量表示 (spinor representation)

旋量表示是固有保时向 Lorentz 群 SO↑(1,3) 的一个投影
表示，也是相应覆盖群 SL(2,C) 的一个线性表示

Paul Dirac 在 1928 年首次将旋量表示引入到描述电子的
理论中，建立了 Dirac 方程

SO↑(1,3) 和 SL(2,C) 的 Lie 代数都是 Lorentz 代数，
它们的表示可以通过构造满足 Lorentz 代数关系

[Jµν , Jρσ] = i(gνρJµσ − gµρJνσ − gνσJµρ + gµσJνρ)

的生成元矩阵来得到
下面就以这样的方式建立旋量表示
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5.1 节 Lorentz 群的旋量表示
假设能够找到一组满足如下反对易关系的 N ×N 矩阵 γµ (µ = 0, 1, 2, 3)：

{γµ, γν} ≡ γµγν + γνγµ = 2gµν 1 = 2gµν

最后一步是一种简写，省略了 N ×N 单位矩阵 1

这样的 γµ 称为 Dirac 矩阵，也称为 γ 矩阵

这个反对易关系意味着 γµγν = 2gµν − γνγµ

当 µ ̸= ν 时，gµν = 0，而 γµ 与 γν 是反对易的，即

γµγν = −γνγµ, µ ̸= ν

当 µ = ν 时，有

(γ0)2 =
1

2
{γ0, γ0} = g00 = 1, (γi)2 =

1

2
{γi, γi} = gii = −1
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Dirac 矩阵的性质
进一步假设 γµ 是正规矩阵，即满足 (γµ)†γµ = γµ(γµ)†（这里不采用 Einstein 求

和约定），从而用幺正矩阵作相似变换可以将它们对角化
(γ0)2 = 1 和 (γi)2 = −1 表明，对角化之后 γ0 的对角元只能取实数 ±1，而 γi

的对角元只能取虚数 ±i：

γ0 =


±1

±1

. . .
±1

, γi =


±i

±i
. . .

±i



这些性质告诉我们，γ0 是厄米矩阵，γi 是反厄米矩阵，即

(γ0)† = γ0, (γi)† = −γi

于是 (γ0)†γ0 = (γ0)2 = 1，(γi)†γi = −(γi)2 = 1

可见 γ0 和 γi 都是幺正矩阵
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矩阵 Sµν

以 Dirac 矩阵的对易子定义另一组 N ×N 矩阵

Sµν ≡ i
4
[γµ, γν ]

显然，Sµν 关于 µ 和 ν 反对称，Sµν = −Sνµ

因而 {Sµν} 中一共有 6 个独立矩阵
利用对易子公式

[AB,C] = ABC +ACB −ACB − CAB = A{B,C} − {A,C}B

以及反对易关系 {γµ, γν} = 2gµν，推出

[Sµν , γρ] =
i
4
[γµγν − γνγµ, γρ] =

i
4
[γµγν − (2gνµ1 − γµγν), γρ] =

i
2
[γµγν , γρ]

=
i
2
(γµ{γν , γρ} − {γµ, γρ}γν) = i(γµgνρ − γνgµρ)
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旋量表示的生成元矩阵
根据对易子公式 [A,BC] = [A,B]C +B[A,C] 和 [Sµν , γρ] = i(γµgνρ − γνgµρ)，

[Sµν ,Sρσ] =
i
4
[Sµν , γργσ − γσγρ] =

i
4
([Sµν , γργσ]− [Sµν , γσγρ])

=
i
4
([Sµν , γρ]γσ + γρ[Sµν , γσ]− [Sµν , γσ]γρ − γσ[Sµν , γρ])

=
i
4
[i(γµgνρ − γνgµρ)γσ + iγρ(γµgνσ − γνgµσ)

− i(γµgνσ − γνgµσ)γρ − iγσ(γµgνρ − γνgµρ)]

=
i2
4
[gνρ(γµγσ − γσγµ)− gµρ(γνγσ − γσγν)

− gνσ(γµγρ − γργµ) + gµσ(γνγρ − γργν)]

= i(gνρSµσ − gµρSνσ − gνσSµρ + gµσSνρ)

Sµν 满足 Lorentz 代数关系 [Jµν , Jρσ] = i(gνρJµσ − gµρJνσ − gνσJµρ + gµσJνρ)

因而 Sµν = i[γµ, γν ]/4 必定是 Lorentz 群某个表示的生成元矩阵
以 Sµν 生成的表示就是旋量表示
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旋量表示中的固有保时向 Lorentz 变换矩阵

根据 4.1 节的讨论，一组变换参数 ωµν 在 Lorentz 群的矢量表示中生成固有保时
向的有限变换

Λ = exp
(
− i
2
ωµνJ µν

)
= eX , X ≡ − i

2
ωµνJ µν

类似地，这组参数在旋量表示中生成固有保时向的有限变换

D(Λ) = exp
(
− i
2
ωµνSµν

)
= eY , Y ≡ − i

2
ωµνSµν

这样定义的 D(Λ) 是旋量表示中的 Lorentz 变换矩阵

由于 e−Y eY = e−Y +Y = e0 = 1，D(Λ) 的逆矩阵为

D−1(Λ) = e−Y = exp
(

i
2
ωµνSµν

)
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多重对易子
对于算符或同阶方阵 B 与 A，以如下方式定义多重对易子 [B,A(n)]：
[B,A(0)] ≡ B, [B,A(1)] ≡ [[B,A(0)], A] = [B,A]

[B,A(2)] ≡ [[B,A(1)], A] = [[B,A], A], · · · , [B,A(n)] ≡ [[B,A(n−1)], A]

可以用数学归纳法证明 BAk =

k∑
n=0

k!

(k − n)!n!
Ak−n[B,A(n)]

由于负整数 m 的阶乘为 m! → ∞，可将上式右边化为无穷级数，

BAk =

∞∑
n=0

k!

(k − n)!n!
Ak−n[B,A(n)]

推出 e−ABeA = e−A
∞∑

k=0

1

k!
BAk = e−A

∞∑
k=0

1

k!

∞∑
n=0

k!

(k − n)!n!
Ak−n[B,A(n)]

= e−A
∞∑

n=0

1

n!

∞∑
k=0

1

(k − n)!
Ak−n[B,A(n)]

= e−A
∞∑

n=0

1

n!
eA[B,A(n)] =

∞∑
n=0

1

n!
[B,A(n)]
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Dirac 矩阵的 Lorentz 变换
由于 [γµ,Sρσ] = −[Sρσ, γµ] = [Sσρ, γµ] = i(γσgρµ − γρgσµ)

= i(gρµδσν − gσµδρν)γ
ν = (J ρσ)µνγ

ν

有 [γµ, Y (1)] = [γµ, Y ] = − i
2
ωρσ[γ

µ,Sρσ] = − i
2
ωρσ(J ρσ)µνγ

ν = Xµ
νγ

ν

[γµ, Y (2)] = [[γµ, Y (1)], Y ] = Xµ
ν [γ

ν , Y ] = Xµ
νX

ν
ργ

ρ = (X2)µνγ
ν , · · ·

[γµ, Y (n)] = (Xn)µνγ
ν

利用 e−ABeA =
∞∑

n=0

1

n!
[B,A(n)] 推出

D−1(Λ)γµD(Λ) = e−Y γµeY =

∞∑
n=0

1

n!
[γµ, Y (n)] =

∞∑
n=0

1

n!
(Xn)µνγ

ν = (eX)µνγ
ν

即 D−1(Λ)γµD(Λ) = Λµ
νγ

ν

类比四维动量算符 Pµ 的 Lorentz 变换 U−1(Λ)PµU(Λ) = Λµ
νP

ν，把上式看作
旋量表示中 Dirac 矩阵 γµ 的 Lorentz 变换规则，那么 γµ 是一个 Lorentz 矢量
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单位矩阵和生成元矩阵的 Lorentz 变换

与 γµ 对应的协变矢量为 γµ ≡ gµνγ
ν，从而

γ0 = γ0, γi = −γi, i = 1, 2, 3

N ×N 单位矩阵 1 满足
D−1(Λ) 1D(Λ) = 1

因而 1 是一个 Lorentz 标量

生成元矩阵 Sµν 的 Lorentz 变换为

D−1(Λ)SµνD(Λ) =
i
4
[D−1(Λ)γµD(Λ), D−1(Λ)γνD(Λ)]

=
i
4
Λµ

ρΛ
ν
σ[γ

ρ, γσ] = Λµ
ρΛ

ν
σSρσ

可见，Sµν 是一个 2 阶反对称 Lorentz 张量
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γ5 矩阵
引入一个新的 N ×N 矩阵 γ5 ≡ γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3

由于 µ ̸= ν 时 γµγν = −γνγµ，有

γµγνγργσ =

+γ0γ1γ2γ3, (µ, ν, ρ, σ) 是 (0, 1, 2, 3) 的偶置换
−γ0γ1γ2γ3, (µ, ν, ρ, σ) 是 (0, 1, 2, 3) 的奇置换

这种置换性质与四维 Levi-Civita 符号类似：

εµνρσ =


−1, (µ, ν, ρ, σ) 是 (0, 1, 2, 3) 的偶置换
+1, (µ, ν, ρ, σ) 是 (0, 1, 2, 3) 的奇置换
0, 其它情况

因而置换操作带来的正负号在 εµνρσ 与 γµγνγργσ 的缩并中相互抵消，如

ε1023γ
1γ0γ2γ3 = −ε0123(−γ0γ1γ2γ3) = ε0123γ

0γ1γ2γ3

由此得到 γ5 = iγ0γ1γ2γ3 = −iε0123γ0γ1γ2γ3 = − i
4!
εµνρσγ

µγνγργσ
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γ5 的 Lorentz 变换

1.5 节曾推出等式
εµνρσΛ

µ
αΛ

ν
βΛ

ρ
γΛ

σ
δ = εαβγδ

从而，γ5 = − i
4!
εµνρσγ

µγνγργσ 的固有保时向 Lorentz 变换是

D−1(Λ)γ5D(Λ) = − i
4!
εµνρσD

−1(Λ)γµD(Λ)D−1(Λ)γνD(Λ)

×D−1(Λ)γρD(Λ)D−1(Λ)γσD(Λ)

= − i
4!
εµνρσΛ

µ
αΛ

ν
βΛ

ρ
γΛ

σ
δγ

αγβγγγδ

= − i
4!
εαβγδγ

αγβγγγδ = γ5

可见，γ5 是一个 Lorentz 标量
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γ5 的性质
γ5 的平方为

(γ5)2 = −γ0γ1γ2γ3γ0γ1γ2γ3 = −γ0γ1γ2γ3γ3γ2γ1γ0 = −(−1)3 = 1

第二步利用偶置换将后面的 γ0γ1γ2γ3 转化为 γ3γ2γ1γ0

根据 (γ0)† = γ0 和 (γi)† = −γi，γ5 是厄米矩阵，

(γ5)† = −i(γ3)†(γ2)†(γ1)†(γ0)† = iγ3γ2γ1γ0 = iγ0γ1γ2γ3 = γ5

此外，γ5 与 γµ 反对易，

{γ5, γµ} = i(γ0γ1γ2γ3γµ + γµγ0γ1γ2γ3) = i(γ0γ1γ2γ3γµ − γ0γ1γ2γ3γµ) = 0

即
γµγ5 = −γ5γµ
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γµγ5 和 σµν 的 Lorentz 变换
γµγ5 的 Lorentz 变换为

D−1(Λ)γµγ5D(Λ) = D−1(Λ)γµD(Λ)D−1(Λ)γ5D(Λ) = Λµ
νγ

νγ5

因而它是一个 Lorentz 矢量
再引入

σµν ≡ i
2
[γµ, γν ] = 2Sµν

它正比于 Sµν，所以也是一个 2 阶反对称 Lorentz 张量，

D−1(Λ)σµνD(Λ) = Λµ
ρΛ

ν
σσ

ρσ

当 µ ̸= ν 时，[γµ, γν ] = γµγν − γνγµ = 2γµγν，故 σµν 的 6 个独立分量为

σ01 = iγ0γ1, σ02 = iγ0γ2, σ03 = iγ0γ3

σ12 = iγ1γ2, σ13 = iγ1γ3, σ23 = iγ2γ3
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Lorentz 群的旋量表示 Dirac 旋量场 Dirac 方程

变换矩阵 D(P)

现在拥有一组矩阵 {1, γ5, γµ, γµγ5, σµν}

它们的独立分量个数之和为 1 + 1 + 4 + 4 + 6 = 16

上面讨论了这些矩阵的固有保时向 Lorentz 变换，下面研究宇称变换

用 γ0 定义幺正变换矩阵
D(P) = γ0

它的幺正性意味着
D−1(P) = D†(P) = (γ0)† = γ0

用 D(P) 对 γ0 和 γi 作相似变换，得

D−1(P)γ0D(P) = γ0γ0γ0 = +γ0

D−1(P)γiD(P) = γ0γiγ0 = −γiγ0γ0 = −γi
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Lorentz 群的旋量表示 Dirac 旋量场 Dirac 方程

γµ、1 和 γ5 的宇称变换
利用宇称变换矩阵 Pµ

ν = diag(+1,−1,−1,−1)

将 D−1(P)γ0D(P) = +γ0 和 D−1(P)γiD(P) = −γi 归纳为

D−1(P)γµD(P) = Pµ
νγ

ν

可见，D(P) 就是旋量表示中的宇称变换矩阵，它是非固有保时向的
上式是 γµ 的宇称变换形式，按照 1.4 节的定义，γµ 是极矢量

D−1(P)γ0D(P) = +γ0 说明 γ0 是宇称本征态，本征值为 +，即具有偶宇称
D−1(P)γiD(P) = −γi 说明 γi 是宇称本征态，本征值为 −，即具有奇宇称
虽然单位矩阵 1 与 γ5 都是 Lorentz 标量，但它们的宇称变换性质不同，

D−1(P)1D(P) = +1, D−1(P)γ5D(P) = γ0γ5γ0 = −γ5γ0γ0 = −γ5

1 是狭义的标量，具有偶宇称；γ5 是赝标量，具有奇宇称
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Lorentz 群的旋量表示 Dirac 旋量场 Dirac 方程

γµγ5 和 σµν 的宇称变换
γµγ5 的宇称变换是

D−1(P)γµγ5D(P) = D−1(P)γµD(P)D−1(P)γ5D(P) = −Pµ
νγ

νγ5

即
D−1(P)γ0γ5D(P) = −γ0γ5, D−1(P)γiγ5D(P) = +γiγ5

根据 1.4 节的定义，γµγ5 是轴矢量，其分量的宇称性质与 γµ 相反

σµν 的宇称变换为

D−1(P)σµνD(P) =
i
2
[D−1(P)γµD(P), D−1(P)γνD(P)]

=
i
2
Pµ

αPν
β [γ

α, γβ ] = Pµ
αPν

βσ
αβ

即

D−1(P)σ0iD(P) = P0
αPi

βσ
αβ = −σ0i, D−1(P)σijD(P) = Pi

αPj
βσ

αβ = +σij
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Lorentz 群的旋量表示 Dirac 旋量场 Dirac 方程

旋量表示的维数
可见，集合 {1, γ5, γµ, γµγ5, σµν} 是由标量 1、赝标量 γ5、极矢量 γµ、轴矢量

γµγ5 和 2 阶反对称张量 σµν 组成的
综合考虑固有保时向 Lorentz 变换和宇称变换，则这些矩阵的变换性质各不相同
因而彼此之间是线性独立的，总共有 16 个线性独立的矩阵
线性独立的 N ×N 矩阵至多有 N2 个，需要 N ≥ 4 才能得到 16 个这样的矩阵

取 N = 4，就可以用这 16 个矩阵展开一个任意的 4× 4 矩阵（展开系数为复数）
也就是说，它们构成一组完备的基底
可以证明，满足反对易关系 {γµ, γν} = 2gµν 的 4 个 Dirac 矩阵至少是 4 阶方阵
对于 2 阶方阵，可以尝试用 Pauli 矩阵来构造 Dirac 矩阵，由 {σi, σj} = 2δij 得

{iσi, iσj} = 2gij，可取 γi = iσi，但我们找不到另一个 2 阶方阵能够同时与 iσ1、
iσ2 和 iσ3 反对易
因此，将 Dirac 矩阵 γµ 取为 4× 4 矩阵，而旋量表示是 Lorentz 群的 4 维表示
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Lorentz 群的旋量表示 Dirac 旋量场 Dirac 方程

5.2 节 Dirac 旋量场
在 Lorentz 群的旋量表示空间中，被变换矩阵 D(Λ) 作用的列矢量称为 Dirac 旋

量 (spinor)

由于 D(Λ) 是 4× 4 矩阵，Dirac 旋量 ψa 应当具有 4 个分量 (a = 1, 2, 3, 4)

相应的固有保时向 Lorentz 变换为

ψ′
a = Dab(Λ)ψb

隐去旋量指标 a 和 b，上式化为 ψ′ = D(Λ)ψ

注意上式右边是矩阵与列矢量的乘积：
ψ′
1

ψ′
2

ψ′
3

ψ′
4

 =


D11(Λ) D12(Λ) D13(Λ) D14(Λ)

D21(Λ) D22(Λ) D23(Λ) D24(Λ)

D31(Λ) D32(Λ) D33(Λ) D34(Λ)

D41(Λ) D42(Λ) D43(Λ) D44(Λ)



ψ1

ψ2

ψ3

ψ4


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Lorentz 群的旋量表示 Dirac 旋量场 Dirac 方程

量子 Dirac 旋量场的 Lorentz 变换
如果 ψa 依赖于时空坐标 xµ，它就成为 Dirac 旋量场 ψa(x)

类比量子矢量场的 Lorentz 变换 A′µ(x′) = U−1(Λ)Aµ(x′)U(Λ) = Λµ
νA

ν(x)

量子 Dirac 旋量场的 Lorentz 变换形式是

ψ′
a(x

′) = U−1(Λ)ψa(x
′)U(Λ) = Dab(Λ)ψb(x)

对于固有保时向 Lorentz 变换 Λ，D(Λ) = exp
(
− i
2
ωµνSµν

)
的无穷小形式为

Dab(Λ) = δab −
i
2
ωµν(Sµν)ab

于是，ψ′
a(x

′) 的无穷小形式是 ψ′
a(x

′) = ψa(x)−
i
2
ωµν(Sµν)abψb(x)

1.7.3 小节一般场的无穷小 Lorentz 变换为 Φ′
a(x

′) =

[
δab −

i
2
ωµν(I

µν)ab

]
Φb(x)

比较可知，生成元 Iµν 在旋量表示中对应于 Sµν
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Lorentz 群的旋量表示 Dirac 旋量场 Dirac 方程

无穷小展开
作变换 x′ → x、x→ Λ−1x，ψ′

a(x
′) = U−1(Λ)ψa(x

′)U(Λ) = Dab(Λ)ψb(x) 化为

U−1(Λ)ψ(x)U(Λ) = D(Λ)ψ(Λ−1x)

对于无穷小 Lorentz 变换，(Λ−1x)µ = xµ −ωµ
νx

ν

在 x 处将 ψ(Λ−1x) 展开到 ω 的一阶项，得

ψ(Λ−1x) = ψ(x)−ωµ
νx

ν∂µψ(x) = ψ(x)− ωµνx
ν∂µψ(x)

= ψ(x)− i
2
ωµν i(xµ∂ν − xν∂µ)ψ(x) = ψ(x)− i

2
ωµνL̂

µνψ(x)

从而，U−1(Λ)ψ(x)U(Λ) = D(Λ)ψ(Λ−1x) 右边展开到 ω 一阶项的形式为

D(Λ)ψ(Λ−1x) =

(
1 − i

2
ωµνSµν

)[
ψ(x)− i

2
ωµνL̂

µνψ(x)

]
= ψ(x)− i

2
ωµν [L̂

µνψ(x) + Sµνψ(x)]
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自旋角动量
U−1(Λ)ψ(x)U(Λ) = D(Λ)ψ(Λ−1x) = ψ(x)− i

2
ωµν [L̂

µνψ(x) + Sµνψ(x)] 最左
边展开为

U−1(Λ)ψ(x)U(Λ) =

(
I+ i

2
ωρσJ

ρσ

)
ψ(x)

(
I− i

2
ωµνJ

µν

)
= ψ(x)− i

2
ωµνψ(x)J

µν +
i
2
ωρσJ

ρσψ(x) = ψ(x)− i
2
ωµν [ψ(x), J

µν ]

两相比较，得到 [ψ(x), Jµν ] = L̂µνψ(x) + Sµνψ(x)

Sµν 纯空间分量的对偶三维矢量为 Si ≡ 1

2
εijkSjk, S = (S23,S31,S12)

可以从 Sµν 满足的 Lorentz 代数关系推出 SU(2) 代数关系 [Si,Sj ] = iεijkSk

因而 Si 是 SU(2) 群某个线性表示的生成元

再根据 J i ≡ 1

2
εijkJjk 和 L̂i ≡ 1

2
εijkL̂jk 推出

[ψ(x), J] = L̂ψ(x) + Sψ(x)

上式表明，除了轨道角动量 L̂，总角动量算符 J 还给出了由 S 描述的自旋角动量
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自旋角动量
U−1(Λ)ψ(x)U(Λ) = D(Λ)ψ(Λ−1x) = ψ(x)− i

2
ωµν [L̂

µνψ(x) + Sµνψ(x)] 最左
边展开为

U−1(Λ)ψ(x)U(Λ) =

(
I+ i

2
ωρσJ

ρσ

)
ψ(x)

(
I− i

2
ωµνJ

µν

)
= ψ(x)− i

2
ωµνψ(x)J

µν +
i
2
ωρσJ

ρσψ(x) = ψ(x)− i
2
ωµν [ψ(x), J

µν ]

两相比较，得到 [ψ(x), Jµν ] = L̂µνψ(x) + Sµνψ(x)

Sµν 纯空间分量的对偶三维矢量为 Si ≡ 1

2
εijkSjk, S = (S23,S31,S12)

可以从 Sµν 满足的 Lorentz 代数关系推出 SU(2) 代数关系 [Si,Sj ] = iεijkSk

因而 Si 是 SU(2) 群某个线性表示的生成元

再根据 J i ≡ 1

2
εijkJjk 和 L̂i ≡ 1

2
εijkL̂jk 推出

[ψ(x), J] = L̂ψ(x) + Sψ(x)

上式表明，除了轨道角动量 L̂，总角动量算符 J 还给出了由 S 描述的自旋角动量
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与 Lorentz 变换相关的线性空间

线性空间名称 矢量表示空间 旋量表示空间

维度 4 维 4 维

空间中元素 Lorentz 矢量 Aµ Dirac 旋量 ψa

Lorentz 群生成元 (J µν)αβ ≡ i(gµαδνβ − gναδµβ) Sµν =
i
4
[γµ, γν ]

固有保时向 Lorentz 变换 Λ = exp
(
−

i
2
ωµνJ µν

)
D(Λ) = exp

(
−

i
2
ωµνSµν

)
线性空间名称 Hilbert 空间 场空间

维度 无限维 无限维

空间中元素 态矢 |Ψ⟩ 场 ϕ(x)、Aµ(x)、ψa(x)

Lorentz 群生成元 算符 Jµν L̂µν = i(xµ∂ν − xν∂µ)

固有保时向 Lorentz 变换 U(Λ) = exp
(
−

i
2
ωµνJµν

)
exp

(
−

i
2
ωµν L̂µν

)
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Weyl 表象

利用 Pauli 矩阵 σ1 =

(
1

1

)
, σ2 =

(
−i

i

)
, σ3 =

(
1

−1

)

以 1 表示 2× 2 单位矩阵，将 Dirac 矩阵表示成 2× 2 分块形式：

γ0 =

(
1

1

)
, γi =

(
σi

−σi

)

容易验证，这样表示的 Dirac 矩阵既符合反对易关系 {γµ, γν} = 2gµν，也满足厄
米性 (γ0)† = γ0 和反厄米性 (γi)† = −γi

Dirac 矩阵有多种表示方式，以上表示方式称为 Weyl 表象，也称为手征表象
Dirac 矩阵的所有表示方式都是等价的，彼此通过相似变换联系起来
如果 γµ 满足反对易关系 {γµ, γν} = 2gµν，那么利用幺正矩阵 U 作相似变换后，

γ′µ ≡ U†γµU 也满足这个反对易关系：
{γ′µ, γ′ν} = U†{γµ, γν}U = 2gµνU†U = 2gµν
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Weyl 表象中的 γ5 和 Sµν

根据 Pauli 矩阵的乘积关系 σiσj = δij + iεijkσk

Weyl 表象中 γ5 的具体形式为

γ5 = iγ0γ1γ2γ3 = i
(

1

1

)(
σ1

−σ1

)
γ2γ3 = i

(
−σ1

σ1

)(
σ2

−σ2

)
γ3

= i
(

−iσ3

−iσ3

)(
σ3

−σ3

)
=

(
−1

1

)

用 2× 2 单位矩阵 1 和 Pauli 矩阵定义 σµ ≡ (1,σ) 和 σ̄µ ≡ (1,−σ)

将 Dirac 矩阵 γ0 =

(
1

1

)
和 γi =

(
σi

−σi

)
归纳成 γµ =

(
σµ

σ̄µ

)

生成元矩阵表达为 Sµν =
i
4
[γµ, γν ] =

i
4

(
σµσ̄ν − σν σ̄µ

σ̄µσν − σ̄νσµ

)
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=
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σ̄µ
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Weyl 表象中的自旋角动量矩阵
利用 [σi, σj ] = σiσj − σjσi = 2iεijkσk 将 Sµν 的空间分量化为

Sij =
i
4

(
−σiσj + σjσi

−σiσj + σjσi

)

=
i
4

(
−2iεijkσk

−2iεijkσk

)
=

1

2
εijk

(
σk

σk

)

由 Pauli 矩阵的厄米性可知，Sij 是厄米矩阵，(Sij)† = Sij

自旋角动量矩阵为

Si =
1

2
εijkSjk =

1

4
εijkεjkl

(
σl

σl

)
=

1

4
2δil

(
σl

σl

)
=

1

2

(
σi

σi

)

即 Si 是两个 SU(2) 群基础表示生成元 τ i =
σi

2
的直和

因此 Si 所属 SU(2) 群线性表示是两个 SU(2) 基础表示的直和
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)
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=
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)
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=
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=
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的直和
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Dirac 旋量场自旋为 1/2

用自旋角动量矩阵 S 构造的二阶 Casimir 算符为

S2 = SiSi =
1

4

(
σiσi

σiσi

)
=

3

4

(
1

1

)
=

1

2

(
1

2
+ 1

)
= s(s+ 1)

上式最后两步省略了 4× 4 单位矩阵

可见，Dirac 旋量场 ψ(x) 的自旋量子数是 s =
1

2

量子化之后，ψ(x) 描述自旋为 1

2
的粒子
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5.3 节 Dirac 方程
为了写下 Dirac 旋量场 ψ(x) 的 Lorentz 不变拉氏量，需要结合两个旋量场来得

到 Lorentz 标量
在 Weyl 表象中，Sµν 的 0i 分量为 S0i =

i
4
[γ0, γi] =

i
2
γ0γi =

i
2

(
−σi

σi

)

其厄米共轭为 (S0i)† = − i
2

(
−(σi)†

(σi)†

)
= − i

2

(
−σi

σi

)
= −S0i

可见，S0i 不是厄米矩阵，而是反厄米矩阵

当 ω0i ̸= 0 时，
D†(Λ) =

[
exp

(
− i
2
ωµνSµν

)]†
= exp

[
i
2
ωµν(Sµν)†

]
̸= exp

(
i
2
ωµνSµν

)
= D−1(Λ)

即 D(Λ) 不是幺正矩阵，因此 ψ†(x)ψ(x) 不是 Lorentz 标量：
ψ′†(x′)ψ′(x′) = ψ†(x)D†(Λ)D(Λ)ψ(x) ̸=ψ†(x)ψ(x)
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5.3 节 Dirac 方程
为了写下 Dirac 旋量场 ψ(x) 的 Lorentz 不变拉氏量，需要结合两个旋量场来得

到 Lorentz 标量
在 Weyl 表象中，Sµν 的 0i 分量为 S0i =

i
4
[γ0, γi] =

i
2
γ0γi =

i
2

(
−σi

σi

)

其厄米共轭为 (S0i)† = − i
2

(
−(σi)†

(σi)†

)
= − i

2

(
−σi

σi

)
= −S0i

可见，S0i 不是厄米矩阵，而是反厄米矩阵
当 ω0i ̸= 0 时，

D†(Λ) =

[
exp

(
− i
2
ωµνSµν

)]†
= exp

[
i
2
ωµν(Sµν)†

]
̸= exp

(
i
2
ωµνSµν

)
= D−1(Λ)

即 D(Λ) 不是幺正矩阵，因此 ψ†(x)ψ(x) 不是 Lorentz 标量：
ψ′†(x′)ψ′(x′) = ψ†(x)D†(Λ)D(Λ)ψ(x) ̸=ψ†(x)ψ(x)
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D†(Λ)γ0 = γ0D−1(Λ)

根据 (γ0)† = γ0 和 (γi)† = −γi，有

(γ0)†γ0 = γ0γ0, (γi)†γ0 = −γiγ0 = γ0γi

将这两条式子合起来写成一条常用的公式

(γµ)†γ0 = γ0γµ

从而
(Sµν)†γ0 = − i

4
[γµ, γν ]†γ0 = − i

4
[(γν)†(γµ)† − (γµ)†(γν)†]γ0

= − i
4
γ0(γνγµ − γµγν) = γ0Sµν

故
D†(Λ)γ0 = exp

[
i
2
ωµν(Sµν)†

]
γ0 =

∞∑
n=0

1

n!

[
i
2
ωµν(Sµν)†

]n
γ0

= γ0
∞∑

n=0

1

n!

(
i
2
ωµνSµν

)n

= γ0exp
(

i
2
ωµνSµν

)
= γ0D−1(Λ)
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D†(Λ)γ0 = γ0D−1(Λ)

根据 (γ0)† = γ0 和 (γi)† = −γi，有

(γ0)†γ0 = γ0γ0, (γi)†γ0 = −γiγ0 = γ0γi

将这两条式子合起来写成一条常用的公式

(γµ)†γ0 = γ0γµ

从而
(Sµν)†γ0 = − i

4
[γµ, γν ]†γ0 = − i

4
[(γν)†(γµ)† − (γµ)†(γν)†]γ0

= − i
4
γ0(γνγµ − γµγν) = γ0Sµν

故
D†(Λ)γ0 = exp

[
i
2
ωµν(Sµν)†

]
γ0 =

∞∑
n=0

1

n!

[
i
2
ωµν(Sµν)†

]n
γ0

= γ0
∞∑

n=0

1

n!

(
i
2
ωµνSµν

)n

= γ0exp
(

i
2
ωµνSµν

)
= γ0D−1(Λ)
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Dirac 共轭和旋量双线性型

定义 ψ(x) 的 Dirac 共轭 ψ̄(x) ≡ ψ†(x)γ0

根据 D†(Λ)γ0 = γ0D−1(Λ)，ψ̄(x) 的 Lorentz 变换为

ψ̄′(x′) = ψ′†(x′)γ0 = ψ†(x)D†(Λ)γ0 = ψ†(x)γ0D−1(Λ) = ψ̄(x)D−1(Λ)

这样一来，ψ̄(x)ψ(x) 就是一个 Lorentz 标量：

ψ̄′(x′)ψ′(x′) = ψ̄(x)D−1(Λ)D(Λ)ψ(x) = ψ̄(x)ψ(x)

像 ψ̄(x)ψ(x) 这样同时包含 ψ 和 ψ̄ 的量称为旋量双线性型 (spinor bilinear)

利用 ψ̄(x) 还能构造 Lorentz 协变的其它旋量双线性型

ψ̄(x)iγ5ψ(x) 是一个 Lorentz 标量，

ψ̄′(x′)iγ5ψ′(x′) = ψ̄(x)D−1(Λ)iγ5D(Λ)ψ(x) = ψ̄(x)iγ5ψ(x)
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更多旋量双线性型
ψ̄(x)γµψ(x) 和 ψ̄(x)γµγ5ψ(x) 都是 Lorentz 矢量，

ψ̄′(x′)γµψ′(x′) = ψ̄(x)D−1(Λ)γµD(Λ)ψ(x) = Λµ
ν ψ̄(x)γ

νψ(x)

ψ̄′(x′)γµγ5ψ′(x′) = ψ̄(x)D−1(Λ)γµγ5D(Λ)ψ(x) = Λµ
ν ψ̄(x)γ

νγ5ψ(x)

ψ̄(x)σµνψ(x) 是一个 2 阶反对称 Lorentz 张量，

ψ̄′(x′)σµνψ′(x′) = ψ̄(x)D−1(Λ)σµνD(Λ)ψ(x) = Λµ
ρΛ

ν
σψ̄(x)σ

ρσψ(x)

如果将 ψ(x) 看作旋量（表示）空间中的列矢量，则 ψ†(x) 和 ψ̄(x) 都是行矢量
因而这些旋量双线性型都只是旋量空间中的 1× 1 矩阵，也就是数，如

ψ̄γµψ =
(
ψ̄1 ψ̄2 ψ̄3 ψ̄4

)

γµ11 γµ12 γµ13 γµ14

γµ21 γµ22 γµ23 γµ24

γµ31 γµ32 γµ33 γµ34

γµ41 γµ42 γµ43 γµ44



ψ1

ψ2

ψ3

ψ4


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ψ̄1 ψ̄2 ψ̄3 ψ̄4

)

γµ11 γµ12 γµ13 γµ14

γµ21 γµ22 γµ23 γµ24

γµ31 γµ32 γµ33 γµ34

γµ41 γµ42 γµ43 γµ44



ψ1

ψ2

ψ3

ψ4


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旋量双线性型的厄米性
由 γ0 和 γ5 的厄米性、γµγ5 = −γ5γµ 及 (γµ)†γ0 = γ0γµ 可知
这些旋量双线性型都是厄米的，也就是说，都是实数：

(ψ̄ψ)† = (ψ†γ0ψ)† = ψ†γ0ψ = ψ̄ψ

(ψ̄iγ5ψ)† = −iψ†γ5γ0ψ = iψ†γ0γ5ψ = ψ̄iγ5ψ

(ψ̄γµψ)† = ψ†(γµ)†γ0ψ = ψ†γ0γµψ = ψ̄γµψ

(ψ̄γµγ5ψ)† = ψ†γ5(γµ)†γ0ψ = ψ†γ5γ0γµψ = −ψ†γ0γ5γµψ

= ψ†γ0γµγ5ψ = ψ̄γµγ5ψ

(ψ̄σµνψ)† = − i
2
ψ†[(γν)†(γµ)† − (γµ)†(γν)†]γ0ψ

= − i
2
ψ†γ0(γνγµ − γµγν)ψ = ψ̄σµνψ

量子化之后，这五个旋量双线性型成为厄米算符
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自由 Dirac 旋量场的拉氏量
此外，包含时空导数的旋量双线性型 ψ̄(x)γµ∂µψ(x) 是 Lorentz 标量，

ψ̄′(x′)γµ∂′
µψ

′(x′) = ψ̄(x)D−1(Λ)γµD(Λ)(Λ−1)νµ∂νψ(x)

= ψ̄(x)Λµ
ργ

ρ(Λ−1)νµ∂νψ(x) = ψ̄(x)δνργ
ρ∂νψ(x) = ψ̄(x)γµ∂µψ(x)

利用 ψ̄γµ∂µψ 和 ψ̄ψ 写下自由 Dirac 旋量场 ψ(x) 的 Lorentz 不变拉氏量

L = iψ̄γµ∂µψ −mψ̄ψ

其中 m > 0 是 Dirac 旋量场的质量，于是
∂L

∂(∂µψ)
= iψ̄γµ,

∂L
∂ψ

= −mψ̄

Euler-Lagrange 方程 ∂µ
∂L

∂(∂µΦa)
− ∂L
∂Φa

= 0 给出

0 = ∂µ
∂L

∂(∂µψ)
− ∂L
∂ψ

= i(∂µψ̄)γµ +mψ̄
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Dirac 方程
对 0 = i(∂µψ̄)γµ +mψ̄ 取厄米共轭，得到

0 = −i(γµ)†∂µ(ψ
†γ0)† +m(ψ†γ0)† = −i(γµ)†γ0∂µψ +mγ0ψ = −γ0(iγµ∂µ −m)ψ

故 ψ(x) 的经典运动方程为

(iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0

上式就是 Dirac 方程，标明旋量指标的形式为 [i(γµ)ab∂µ −mδab]ψb(x) = 0

容易验证，Dirac 方程具有 Lorentz 协变性：

(iγµ∂′
µ −m)ψ′(x′) = [iγµ(Λ−1)νµ∂ν −m]D(Λ)ψ(x)

= D(Λ)[iD−1(Λ)γµD(Λ)(Λ−1)νµ∂ν −m]ψ(x)

= D(Λ)[iΛµ
ργ

ρ(Λ−1)νµ∂ν −m]ψ(x)

= D(Λ)(iδνργ
ρ∂ν −m)ψ(x) = D(Λ)(iγν∂ν −m)ψ(x) = 0
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Lorentz 群的旋量表示 Dirac 旋量场 Dirac 方程

Klein-Gordon 方程

对 Dirac 方程 (iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0 左边乘以 (−iγµ∂µ −m)

利用反对易关系 {γµ, γν} = 2gµν，得

0 = (−iγµ∂µ −m)(iγν∂ν −m)ψ = (γµγν∂µ∂ν +m2)ψ

=

[
1

2
γµγν(∂µ∂ν + ∂ν∂µ) +m2

]
ψ =

[
1

2
(γµγν + γνγµ)∂µ∂ν +m2

]
ψ

= (gµν∂µ∂ν +m2)ψ = (∂2 +m2)ψ

也就是说，自由的 Dirac 旋量场 ψ(x) 满足 Klein-Gordon 方程

(∂2 +m2)ψ(x) = 0
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Weyl 旋量

在 Weyl 表象中，旋量表示生成元矩阵 Sµν =
i
4

(
σµσ̄ν − σν σ̄µ

σ̄µσν − σ̄νσµ

)
是分块对角的，因而可将旋量表示分解为两个 2 维表示的直和
把四分量 Dirac 旋量场 ψ 分解为两个二分量旋量场 ηL 和 ηR：ψ =

(
ηL

ηR

)
这样的二分量旋量称为 Weyl 旋量
ηL 称为左手 (left-handed) Weyl 旋量，ηR 称为右手 (right-handed) Weyl 旋量

利用 γµ =

(
σµ

σ̄µ

)
将 Dirac 方程化为

0 = (iγµ∂µ −m)ψ =

(
−m iσµ∂µ

iσ̄µ∂µ −m

)(
ηL

ηR

)
=

(
iσµ∂µηR −mηL

iσ̄µ∂µηL −mηR

)

即得两个相互耦合的方程
iσ̄µ∂µηL −mηR = 0

iσµ∂µηR −mηL = 0
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Weyl 方程

Hermann Weyl
(1885–1955)

如果 m = 0，两个方程就各自独立了：

iσ̄µ∂µηL = 0, iσµ∂µηR = 0

这两个独立方程称为 Weyl 方程

可见，非零质量 m 的存在将左手和右手 Weyl 旋量场耦
合起来

自旋角动量矩阵的直和分解 Si =
1

2

(
σi

σi

)
表明

左手和右手 Weyl 旋量各对应于一个 SU(2) 群基础表示

当 m = 0 时，量子化之后的 ηL(x) 和 ηR(x) 各自描述自旋为 1

2
的粒子
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