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第 4 章　量子矢量场

本章介绍矢量场 (vector field) 的正则量子化

从 Lorentz 群的表示来看，标量场对应于恒等表示，矢量场对应于矢量表示

而 Lorentz 群的其它表示对应于其它类型的场

实际上，为了让量子场论符合狭义相对性原理，由场构造出来的拉氏量必须是
Lorentz 不变的

这就要求每个量子场处于 Lorentz 群某个线性表示或投影表示的表示空间中

接下来先分析 Lorentz 群的矢量表示

再研究矢量场对应的自旋

然后分别讨论有质量矢量场和无质量矢量场
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4.1 节 Lorentz 群的矢量表示
Lorentz 变换的无穷小参数 ωα

β 可以转化为

ωα
β = gαµωµβ =

1

2
(gαµωµβ − gαµωβµ) =

1

2
(gαµωµνδ

ν
β − gαµωνµδ

ν
β)

=
1

2
(gαµωµνδ

ν
β − gανωµνδ

µ
β) = − i

2
ωµν i(gµαδνβ − gναδµβ)

= − i
2
ωµν(J µν)αβ

其中
(J µν)αβ ≡ i(gµαδνβ − gναδµβ)

把 α 和 β 看作矩阵的行列指标，则 J µν 是 4× 4 矩阵
J µν 关于 µ 和 ν 是反对称的，J µν = −J νµ，因而一共有 6 个独立矩阵
它的另一种写法是
(J µν)αβ = gαγ(J µν)γβ = igαγ(g

µγδνβ − gνγδµβ) = i(δµαδ
ν
β − δναδ

µ
β)

把无穷小 Lorentz 变换写成 (Λω)
α
β = δαβ + ωα

β = δαβ − i
2
ωµν(J µν)αβ
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矢量表示的生成元矩阵
(J µν)αβ = i(gµαδνβ − gναδµβ) 与 (J ρσ)αβ = i(gραδσβ − gσαδρβ) 的对易关系为

[J µν ,J ρσ]αβ = (J µν)αγ(J
ρσ)γβ − (J ρσ)αγ(J

µν)γβ

= i2(gµαδνγ − gναδµγ)(g
ργδσβ − gσγδρβ)− (µ ↔ ρ, ν ↔ σ)

= −gµαgρνδσβ + gµαgσνδρβ + gναgρµδσβ − gναgσµδρβ − (µ ↔ ρ, ν ↔ σ)

= gνρ(gσαδµβ − gµαδσβ) + gµρ(gναδσβ − gσαδνβ)

+ gνσ(gµαδρβ − gραδµβ) + gµσ(gραδνβ − gναδρβ)

= i[gνρ(J µσ)αβ − gµρ(J νσ)αβ − gνσ(J µρ)αβ + gµσ(J νρ)αβ ]

即 4× 4 矩阵 J µν 满足 Lorentz 代数关系
[J µν ,J ρσ] = i(gνρJ µσ − gµρJ νσ − gνσJ µρ + gµσJ νρ)

注意上式与 [Jµν , Jρσ] = i(gνρJµσ − gµρJνσ − gνσJµρ + gµσJνρ) 形式相同
回顾 1.4 节，Λα

β 属于 Lorentz 群的 4 维矢量表示
因而 J µν 就是矢量表示的生成元矩阵，它们作用的对象是 Lorentz 矢量
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矩阵级数 Λ

无穷小 Lorentz 变换 (Λω)
α
β = δαβ +ωα

β = δαβ − i
2
ωµν(J µν)αβ 的矩阵记法为

Λω = 1 + ω = 1 − i
2
ωµνJ µν

这是矩阵级数 Λ = exp
(
− i
2
ωµνJ µν

)
= eω =

∞∑
n=0

ωn

n!
展开到 ω 一阶项的结果

矩阵 ω 与度规矩阵 g 满足

(g−1ωTg)αβ = gαγ(ωT)γ
δ
gδβ = gαγωδ

γgδβ = gαγωβγ = −gαγωγβ = −ωα
β

即 g−1ωTg = −ω，从而

g−1ΛTg = g−1

[
∞∑

n=0

(ωT)n

n!

]
g =

∞∑
n=0

(g−1ωTg)n

n!
= exp(g−1ωTg) = e−ω

注意到 [−ω, ω] = 0，由 eA+B = eAeB 得 g−1ΛTgΛ = e−ωeω = e−ω+ω = e0 = 1
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有限 Lorentz 变换

b

b
Λ(ωµν)

R (ωµν = 0)

aP
↑(1, 3)

g−1ΛTgΛ = 1 表明， Λ = exp
(
− i
2
ωµνJ µν

)
满足保度规条件 ΛTgΛ = g

因此，这样定义的 Λ 确实是 Lorentz 变换

此时，变换参数 ωµν 不是无穷小量，而具有有限的数值

Λ 是用矢量表示生成元 J µν 表达出来的有限变换 (finite transformation)

变换参数 ωµν 可以连续地变化到 ωµν = 0

故 Lorentz 变换 Λ = exp
(
− i
2
ωµνJ µν

)
在群空间

中与恒等变换相连通

因而它属于固有保时向 Lorentz 群

当 ωµν 遍历群空间中所有参数取值时，Lorentz 变
换 Λ 遍历所有的固有保时向 Lorentz 群元素
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4.2 节　量子场的 Lorentz 变换
4.2.1 小节　量子标量场的 Lorentz 变换

x

y

x′

y′

φ′(x′) = φ(x)

经过正则量子化之后，标量场 ϕ(x) 是物理 Hilbert 空间中的算符

类似于 P ′µ ≡ U−1(Λ)PµU(Λ) = Λµ
νP

ν，ϕ(x) 的固有保时向 Lorentz 变换为

ϕ′(x′) = U−1(Λ)ϕ(x′)U(Λ) = ϕ(x)

即变换后标量场在变换后时空点上的值等于变换前标量场在变换前时空点上的值

右图以空间旋转变换为例说明这种情况

注意 x′ = Λx 等价于 x = Λ−1x′

作替换 x′ → x、x → Λ−1x，得

U−1(Λ)ϕ(x)U(Λ) = ϕ(Λ−1x)
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拉氏量的 Lorentz 不变性
另一方面，∂µϕ(x) 的 Lorentz 变换为

U−1(Λ)∂′µϕ(x′)U(Λ) = ∂′µϕ′(x′) = ∂′µϕ(x) = Λµ
ν∂

νϕ(x)

将实标量场量子化之后，自由实标量场拉氏量算符 L =
1

2
(∂µϕ)∂µϕ− 1

2
m2ϕ2 的

固有保时向 Lorentz 变换为

L′(x′) = U−1(Λ)L(x′)U(Λ) =
1

2
U−1(Λ)[∂′µϕ(x′)∂′

µϕ(x
′)−m2ϕ2(x′)]U(Λ)

=
1

2
{gµνU−1(Λ)∂′µϕ(x′)U(Λ)U−1(Λ)∂′νϕ(x′)U(Λ)−m2[U−1(Λ)ϕ(x′)U(Λ)]2}

=
1

2
[gµνΛ

µ
ρ∂

ρϕ(x)Λν
σ∂

σϕ(x)−m2ϕ2(x)] =
1

2
[gρσ∂

ρϕ(x)∂σϕ(x)−m2ϕ2(x)]

= L(x)

倒数第二步用到保度规条件，从而 U−1(Λ)L(x)U(Λ) = L(Λ−1x)

可见，拉氏量算符 L(x) 的 Lorentz 变换规则与标量场算符 ϕ(x) 一样，它确实是
一个 Lorentz 标量
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微分算符 L̂µν

对于无穷小 Lorentz 变换 Λµ
ν = δµν + ωµ

ν，(Λ−1)µν = gναg
µβΛα

β 化为
(Λ−1)µν = gναg

µβ(δαβ + ωα
β) = gνβg

µβ + gµβωνβ = δµν − gµβωβν = δµν − ωµ
ν

从而 (Λ−1x)µ = (δµν − ωµ
ν)x

ν = xµ − ωµ
νx

ν

在 x 处将 U−1(Λ)ϕ(x)U(Λ) = ϕ(Λ−1x) 右边展开到 ω 的一阶项，得
ϕ(Λ−1x) = ϕ(x)−ωµ

νx
ν∂µϕ(x) = ϕ(x)− ωµνx

ν∂µϕ(x)

= ϕ(x)− 1

2
(ωνµx

µ∂ν + ωµνx
ν∂µ)ϕ(x)

= ϕ(x)− i
2
ωµν i(xµ∂ν −xν∂µ)ϕ(x) = ϕ(x)− i

2
ωµνL̂

µνϕ(x)

其中微分算符 L̂µν 定义为 L̂µν ≡ i(xµ∂ν − xν∂µ)

根据 U(1 + ω) = I− iωµνJ
µν/2，将左边展开到 ω 的一阶项，得

U−1(Λ)ϕ(x)U(Λ) =

(
I+ i

2
ωγδJ

γδ

)
ϕ(x)

(
I− i

2
ωαβJ

αβ

)
= ϕ(x)− i

2
ωαβϕ(x)J

αβ +
i
2
ωγδJ

γδϕ(x) = ϕ(x)− i
2
ωµν [ϕ(x), J

µν ]
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标量场自旋为零
由于 ωµν 是任意的，ϕ(x)− i

2
ωµνL̂

µνϕ(x) = ϕ(x)− i
2
ωµν [ϕ(x), J

µν ] 给出

[ϕ(x), Jµν ] = L̂µνϕ(x)

L̂µν 的纯空间分量 L̂ij 的对偶三维矢量算符为

L̂i ≡ 1

2
εijkL̂jk =

i
2
εijk(xj∂k − xk∂j) =

i
2
(εijkxj∂k − εikjxj∂k) = iεijkxj∂k

写成三维矢量外积的形式是 L̂ = −i x ×∇

由于 −i∇ = p̂ 是动量微分算符，可以看出 L̂ 是轨道角动量微分算符

根据 J i ≡ 1

2
εijkJjk，将 [ϕ(x), Jµν ] = L̂µνϕ(x) 的纯空间分量改写为

[ϕ(x), J] = L̂ϕ(x)

总角动量算符 J 与 ϕ(x) 的对易子给出了轨道角动量，但没有给出自旋角动量
这说明标量场没有自旋，因此标量玻色子的自旋为 0
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4.2.2 小节　量子矢量场的 Lorentz 变换

x

y

x′

y′

A′µ(x′) = Λµ
νA

ν(x)

对标量场 ϕ(x) 取时空导数得到 Lorentz 矢量 ∂µϕ(x)，自身就是 Lorentz 矢量的
量子场 Aµ(x) 应具有类似于 ∂′µϕ′(x′) = U−1(Λ)∂′µϕ(x′)U(Λ) = Λµ

ν∂
νϕ(x) 的固有

保时向 Lorentz 变换形式，即

A′µ(x′) = U−1(Λ)Aµ(x′)U(Λ) = Λµ
νA

ν(x)

或者写成 U−1(Λ)Aµ(x)U(Λ) = Λµ
νA

ν(Λ−1x)

这就是量子矢量场 Aµ(x) 的 Lorentz 变换形式

右图以空间旋转变换为例说明矢量场的变换情况

在 Lorentz 变换下，除了矢量场的分布区域变换
到新参考系的相应区域之外，矢量场的分量也要
以 Lorentz 矢量分量的身份发生变换
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矢量场的无穷小 Lorentz 变换
根据 Λω = 1 + ω = 1 − i

2
ωµνJ µν，A′µ(x′) = Λµ

νA
ν(x) 的无穷小形式为

A′µ(x′) =

[
δµν − i

2
ωρσ(J ρσ)µν

]
Aν(x) = Aµ(x)− i

2
ωρσ(J ρσ)µνA

ν(x)

与 1.7.3 小节一般场的无穷小 Lorentz 变换 Φ′
a(x

′) =

[
δab −

i
2
ωµν(I

µν)ab

]
Φb(x)

比较可知，生成元矩阵 Iµν 在矢量表示中对应于 J µν

利用 (Λ−1x)µ = xµ −ωµ
νx

ν，在 x 处将 Aν(Λ−1x) 展开到 ω 的一阶项，得
Aν(Λ−1x) = Aν(x)−ωα

βx
β∂αA

ν(x) = Aν(x)− ωαβx
β∂αAν(x)

= Aν(x) +
1

2
ωαβ(x

α∂β − xβ∂α)Aν(x) = Aν(x)− i
2
ωαβL̂

αβAν(x)

从而，U−1(Λ)Aµ(x)U(Λ) = Λµ
νA

ν(Λ−1x) 右边展开为

Λµ
νA

ν(Λ−1x) =

[
δµν − i

2
ωρσ(J ρσ)µν

] [
Aν(x)− i

2
ωαβL̂

αβAν(x)

]
= Aµ(x)− i

2
ωρσ[L̂

ρσAµ(x) + (J ρσ)µνA
ν(x)]
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自旋角动量
U−1(Λ)Aµ(x)U(Λ) = Λµ

νA
ν(Λ−1x) 左边的无穷小展开式是

U−1(Λ)Aµ(x)U(Λ) =

(
I+ i

2
ωγδJ

γδ

)
Aµ(x)

(
I− i

2
ωαβJ

αβ

)
= Aµ(x)− i

2
ωαβA

µ(x)Jαβ +
i
2
ωγδJ

γδAµ(x) = Aµ(x)− i
2
ωρσ[A

µ(x), Jρσ]

与 Λµ
νA

ν(Λ−1x) = Aµ(x)− i
2
ωρσ[L̂

ρσAµ(x) + (J ρσ)µνA
ν(x)] 比较，得到

[Aµ(x), Jρσ] = L̂ρσAµ(x) + (J ρσ)µνA
ν(x)

Aµ(x) 具有三重身份，Hilbert 空间中的算符 Jρσ 作用在其算符身份上，微分算
符 L̂ρσ 作用在其场身份上，矢量表示生成元 (J ρσ)µν 作用在其 Lorentz 矢量身份上

J µν 纯空间分量的对偶三维矢量为 J i ≡ 1

2
εijkJ jk，即 J = (J 23,J 31,J 12)

由于 J µν 满足 Lorentz 代数关系，J i 满足 SU(2) 代数关系 [J i,J j ] = iεijkJ k

从而推出 [Aµ(x), J] = L̂Aµ(x) +J µ
νA

ν(x)

总角动量算符 J 的作用不仅给出轨道角动量，还给出由 J 描述的自旋角动量
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J i 的具体形式
J i 是 SU(2) 群某个线性表示的生成元，具体的矩阵形式为

(J 1)µν = (J 23)µν = i(g2µδ3ν − g3µδ2ν) =


0

0

0 −i
i 0



(J 2)µν = (J 31)µν = i(g3µδ1ν − g1µδ3ν) =


0

0 i
0

−i 0



(J 3)µν = (J 12)µν = i(g1µδ2ν − g2µδ1ν) =


0

0 −i
i 0

0
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矢量场自旋为 1

只关注纯空间部分，有

(J 1J 1)ij =

0

1

1

, (J 2J 2)ij =

1

0

1

, (J 3J 3)ij =

1

1

0



因此 (J 2)ij = (J 1J 1 + J 2J 2 + J 3J 3)ij =

2

2

2

 = 2δij

根据 3.3.1 小节 SU(2) 群表示理论，二阶 Casimir 算符 J 2 的本征值为 s(s+ 1)

即 (J 2)ij = s(s+ 1)δij，其中 s 为自旋量子数
可见，矢量场 Aµ(x) 空间分量的自旋量子数为 s = 1

量子化之后，矢量场 Aµ(x) 描述自旋为 1 的粒子
s = 1 表明 J 1、J 2 和 J 3 的纯空间部分是 SU(2) 群伴随表示 D(1) 的生成元矩

阵，而 D(1) 也是 SO(3) 群的基础表示
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4.3 节　有质量矢量场的正则量子化
类似于电磁场，可以对任意矢量场 Aµ 定义反对称的场强张量

Fµν = −F νµ ≡ ∂µAν − ∂νAµ

对于一个自由的有质量的实矢量场 Aµ，Lorentz 不变的拉氏量写作

L = −1

4
FµνF

µν +
1

2
m2AµA

µ

其中，第一项是动能项，第二项是质量项，而 m > 0 是矢量场的质量
动能项可用 Aµ 表达成

−1

4
FµνF

µν = −1

4
(∂µAν − ∂νAµ)(∂

µAν − ∂νAµ)

= −1

4
[(∂µAν)∂

µAν − (∂µAν)∂
νAµ − (∂νAµ)∂

µAν + (∂νAµ)∂
νAµ]

= −1

2
(∂µAν)∂

µAν +
1

2
(∂νAµ)∂

µAν
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Proca 方程

Alexandru Proca
(1897–1955)

对 L = −1

2
(∂µAν)∂

µAν +
1

2
(∂νAµ)∂

µAν +
1

2
m2AµA

µ 求偏导数，得

∂L
∂(∂µAν)

= −∂µAν + ∂νAµ = −Fµν ,
∂L
∂Aν

= m2Aν

Euler-Lagrange 方程 ∂µ
∂L

∂(∂µΦa)
− ∂L

∂Φa
= 0 给出

0 = ∂µ
∂L

∂(∂µAν)
− ∂L

∂Aν
= −∂µF

µν −m2Aν

因此，Aµ 的经典运动方程是 Proca 方程

∂µF
µν +m2Aν = 0
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Lorenz 条件

Ludvig Lorenz
(1829–1891)

由 ∂ν∂µF
µν = −∂ν∂µF

νµ = −∂µ∂νF
νµ = −∂ν∂µF

µν 可知，∂ν∂µF
µν = 0

从 Proca 方程 ∂µF
µν +m2Aν = 0 得到

0 = ∂ν(∂µF
µν +m2Aν) = ∂ν∂µF

µν +m2∂νA
ν = m2∂νA

ν

质量 m ̸= 0 意味着矢量场 Aµ 应当满足 Lorenz 条件

∂µA
µ = 0

从而

∂µF
µν = ∂µ(∂

µAν − ∂νAµ) = ∂2Aν − ∂ν∂µA
µ = ∂2Aν

Proca 方程 ∂µF
µν +m2Aν = 0 等价于符合 Lorenz 条

件的 Klein-Gordon 方程

(∂2 +m2)Aµ(x) = 0
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等时对易关系

矢量场 Aµ 对应的共轭动量密度为

πµ =
∂L

∂(∂0Aµ)
= −∂0Aµ + ∂µA0 = −F0µ

时间分量和空间分量分别是

π0 = −F00 = 0, πi = −∂0Ai + ∂iA0 = −F0i

π0 = 0 不能作为与 A0 对应的正则共轭场，因而不能为 A0 构造正则对易关系

实际上，由于 Lorenz 条件 ∂µA
µ = 0 的存在，Aµ 只有 3 个独立分量

可以将 A0 视作依赖于 3 个空间分量 Ai 的量
于是，正则量子化程序要求独立的正则变量满足等时对易关系

[Ai(x, t), πj(y, t)] = iδijδ(3)(x − y), [Ai(x, t), Aj(y, t)] = [πi(x, t), πj(y, t)] = 0
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A0 对 π 的依赖性

由 πi = −∂0Ai + ∂iA0 = −F0i 得

πi = −∂0Ai + ∂iA0 = −F 0i = F i0

写成空间矢量的形式为
π = −Ȧ −∇A0

故
Ȧ = −π −∇A0

对 Proca 方程取 ν = 0，得 ∂µF
µ0 +m2A0 = 0，因此

A0 = − 1

m2
∂µF

µ0 = − 1

m2
∂iF

i0 = − 1

m2
∂iπ

i = − 1

m2
∇ · π

通过上式可将 A0 表达为 π 的函数
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4.3.1 节　极化矢量与平面波展开

2x

2y

2z

��m�Ý�ù�

矢量场 Aµ(x) 既然满足 Klein-Gordon 方程，应该具有两个平面波解
即正能解 exp(−ip · x) 和负能解 exp(ip · x)

平面波展开式的系数必须像 Aµ(x) 一样携带一个 Lorentz 指标
一般地，对于确定的动量 p，矢量场的正能解模式具有如下形式：

φµ(x, p, σ) = eµ(p, σ) exp(−ip · x), p0 = Ep =
√

|p|2 +m2

这里的系数 eµ(p, σ) 是 Lorentz 矢量，称为极化矢量 (polarization vector)

它依赖于动量 p，具有指标 σ 以描述矢量粒子的极化态

我们希望一组极化矢量能够构成 Lorentz 矢量空间的一组基底

从而用它们可以展开一个任意的 Lorentz 矢量

为此，一组极化矢量应当是线性独立且正交完备的
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Lorentz 矢量空间的基底
Lorentz 矢量空间是一个 4 维线性空间，可将它的一组基底简单地取为

ẽµ(0) = (1, 0, 0, 0), ẽµ(1) = (0, 1, 0, 0), ẽµ(2) = (0, 0, 1, 0), ẽµ(3) = (0, 0, 0, 1)

其中 ẽµ(0) 是类时矢量，而 ẽµ(1)、ẽµ(2) 和 ẽµ(3) 是类空矢量
可以验证，这组基底满足正交归一关系

ẽµ(σ)ẽ
µ(σ′) = gσσ′ , σ, σ′ = 0, 1, 2, 3

和完备性关系
3∑

σ=0

gσσ ẽµ(σ)ẽν(σ) = gµν

作为基底的一组极化矢量也应当有 4 个，包括 1 个类时的极化矢量 eµ(p, 0) 与 3
个类空的极化矢量 eµ(p, 1)、eµ(p, 2) 和 eµ(p, 3)

它们需要满足类似的正交归一关系和完备性关系
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极化矢量的正交归一关系和完备性关系
现在，要求这 4 个极化矢量 eµ(p, 0)、eµ(p, 1)、eµ(p, 2) 和 eµ(p, 3) 是实的，满

足 Lorentz 矢量空间中的正交归一关系
eµ(p, σ)eµ(p, σ′) = gσσ′

和完备性关系
3∑

σ=0

gσσeµ(p, σ)eν(p, σ) = gµν

从而，以极化矢量为基底可将任意 Lorentz 矢量 Vµ 展开成

Vµ = gµνV
ν =

3∑
σ=0

gσσeµ(p, σ)eν(p, σ)V ν =

3∑
σ=0

vσ(p)eµ(p, σ)

其中展开系数 vσ(p) ≡ gσσeν(p, σ)V ν，可见这组极化矢量是完备的
正交归一关系和完备性关系都是 Lorentz 协变的
只要在某个惯性系中取定一组符合这两个关系的极化矢量，通过 Lorentz 变换就

可以在其它惯性系中得到依然满足这两个关系的一组极化矢量
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横向极化矢量
T

2(T, 1)

2(T, 2)

2(T, 3)

现在根据与在壳动量 pµ 的关系选择一组极化矢量
首先，选取 2 个只有空间分量的类空横向极化矢量

eµ(p, 1) = (0, e(p, 1)), eµ(p, 2) = (0, e(p, 2))

其中 e(p, 1) =
1

|p||pT|
(p1p3, p2p3,−|pT|2)

e(p, 2) =
1

|pT|
(−p2, p1, 0), |pT| ≡

√
(p1)2 + (p2)2

“横向”指的是它们在三维空间中与 p 垂直，即 p · e(p, 1) = p · e(p, 2) = 0

它们在三维空间中是正交归一的，e(p, i) · e(p, j) = δij , i, j = 1, 2

右上图示意性地画出 p、e(p, 1) 和 e(p, 2)，它们在三维空间中两两相互垂直
从而，这两个横向极化矢量满足四维横向条件 pµe

µ(p, 1) = pµe
µ(p, 2) = 0

也满足正交归一关系 eµ(p, i)eµ(p, j) = −e(p, i) · e(p, j) = −δij = gij , i, j = 1, 2
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纵向极化矢量

T

2(T, 1)

2(T, 2)

2(T, 3)

接着，要求第 3 个类空极化矢量 eµ(p, 3) 是纵向的，即在三维空间中与 p 平行
这样还不能确定它的时间分量，为此要求它满足四维横向条件 pµe

µ(p, 3) = 0

而归一关系 eµ(p, 3)eµ(p, 3) = g33 将决定它的归一化

于是，纵向极化矢量的形式为

eµ(p, 3) =
(
|p|
m

,
p0 p
m|p|

)
容易验证，它确实满足四维横向条件

pµe
µ(p, 3) = p0

|p|
m

− p · p0 p
m|p| =

p0|p|
m

− p0|p|
m

= 0

也满足正交归一关系

eµ(p, 3)eµ(p, 3) =
|p|
m

|p|
m

− (p0)2 p · p
m2|p|2 =

|p|2
m2

− (p0)2

m2
= − (p0)2 − |p|2

m2
= −1 = g33

eµ(p, 3)eµ(p, i) = − p0

m|p| p · e(p, i) = 0, i = 1, 2
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类时极化矢量
最后，可以将类时极化矢量取为正比于 pµ 的矢量

eµ(p, 0) = 1

m
pµ =

1

m
(p0, p)

它符合归一关系，eµ(p, 0)eµ(p, 0) =
p2

m2
= 1 = g00

而且与满足四维横向条件的 3 个类空极化矢量正交，

eµ(p, 0)eµ(p, i) =
1

m
pµe

µ(p, i) = 0, i = 1, 2, 3

不过，eµ(p, 0) 不满足四维横向条件，pµe
µ(p, 0) = p2

m
= m ̸= 0

实际上，我们找不到满足四维横向条件的类时极化矢量
原因在于，总可以取一个特殊惯性系使 pµ = (m, 0)

而类时极化矢量 eµ(p, 0) 的时间分量一定非零，故 pµe
µ(p, 0) = me0(p, 0) ̸= 0

由于 pµe
µ(p, 0) 是 Lorentz 不变的，在任意惯性系中均有 pµe

µ(p, 0) ̸= 0
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类时极化矢量
最后，可以将类时极化矢量取为正比于 pµ 的矢量

eµ(p, 0) = 1

m
pµ =

1

m
(p0, p)

它符合归一关系，eµ(p, 0)eµ(p, 0) =
p2

m2
= 1 = g00

而且与满足四维横向条件的 3 个类空极化矢量正交，

eµ(p, 0)eµ(p, i) =
1

m
pµe

µ(p, i) = 0, i = 1, 2, 3

不过，eµ(p, 0) 不满足四维横向条件，pµe
µ(p, 0) = p2

m
= m ̸= 0

实际上，我们找不到满足四维横向条件的类时极化矢量
原因在于，总可以取一个特殊惯性系使 pµ = (m, 0)

而类时极化矢量 eµ(p, 0) 的时间分量一定非零，故 pµe
µ(p, 0) = me0(p, 0) ̸= 0

由于 pµe
µ(p, 0) 是 Lorentz 不变的，在任意惯性系中均有 pµe

µ(p, 0) ̸= 0
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极化矢量的完备性关系
可以验证，这样定义的一组极化矢量确实满足完备性关系：

3∑
σ=0

gσσeµ(p, σ)eν(p, σ)

= eµ(p, 0)eν(p, 0)− eµ(p, 1)eν(p, 1)− eµ(p, 2)eν(p, 2)− eµ(p, 3)eν(p, 3)

= · · · =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 = gµν
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有质量矢量场的极化矢量
由于有质量矢量场 Aµ 必须满足 Lorenz 条件 ∂µA

µ = 0，正能解模式应满足

0 = ∂µφ
µ(x, p, σ) = ∂µ[e

µ(p, σ) exp(−ip · x)] = −ipµeµ(p, σ) exp(−ip · x)

故描述 Aµ 的极化矢量必须满足四维横向条件 pµe
µ(p, σ) = 0

因此，类时极化矢量 eµ(p, 0) 不能用于描述有质量矢量场 Aµ

这说明 Aµ 只有 3 个物理的极化状态，由类空极化矢量 eµ(p, 1)、eµ(p, 2) 和
eµ(p, 3) 描述

根据完备性关系，这三个物理极化矢量满足

−
3∑

σ=1

eµ(p, σ)eν(p, σ) =

3∑
σ=1

gσσeµ(p, σ)eν(p, σ) = gµν − g00eµ(p, 0)eν(p, 0)

= gµν − pµpν
m2

即具有求和关系
3∑

σ=1

eµ(p, σ)eν(p, σ) = −gµν +
pµpν
m2
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有质量矢量场的极化矢量
由于有质量矢量场 Aµ 必须满足 Lorenz 条件 ∂µA

µ = 0，正能解模式应满足

0 = ∂µφ
µ(x, p, σ) = ∂µ[e

µ(p, σ) exp(−ip · x)] = −ipµeµ(p, σ) exp(−ip · x)

故描述 Aµ 的极化矢量必须满足四维横向条件 pµe
µ(p, σ) = 0

因此，类时极化矢量 eµ(p, 0) 不能用于描述有质量矢量场 Aµ

这说明 Aµ 只有 3 个物理的极化状态，由类空极化矢量 eµ(p, 1)、eµ(p, 2) 和
eµ(p, 3) 描述
根据完备性关系，这三个物理极化矢量满足

−
3∑

σ=1

eµ(p, σ)eν(p, σ) =
3∑

σ=1

gσσeµ(p, σ)eν(p, σ) = gµν − g00eµ(p, 0)eν(p, 0)

= gµν − pµpν
m2

即具有求和关系
3∑

σ=1

eµ(p, σ)eν(p, σ) = −gµν +
pµpν
m2
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另一套物理极化矢量
通过线性组合定义另一套物理的极化矢量 εµ(p, λ)，其中 λ = +, 0,−：

εµ(p,±) ≡ 1√
2
[eµ(p, 1)± ieµ(p, 2)]

εµ(p, 0) ≡ eµ(p, 3)

这样定义的 εµ(p,±) 是复的，而 εµ(p, 0) 是实的
它们满足四维横向条件 pµε

µ(p, λ) = 0, λ = ±, 0

也满足正交归一关系 ε∗µ(p, λ)εµ(p, λ′) = −δλλ′ 和极化求和关系
∑

λ=±,0

ε∗µ(p, λ)εν(p, λ) =

3∑
σ=1

eµ(p, σ)eν(p, σ) = −gµν +
pµpν
m2

极化求和关系是 Lorentz 协变的，四维横向条件体现为

pν
∑

λ=±,0

ε∗µ(p, λ)εν(p, λ) = −pµ +
pµp

2

m2
= −pµ + pµ = 0
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线极化与圆极化

右旋圆极化 左旋圆极化

实际上，横向实极化矢量 eµ(p, 1) 和 eµ(p, 2) 描述矢量场的线极化振动
相应的振动方向被限制在由 e(p, 1) 或 e(p, 2) 与 p 决定的平面上
另一方面，横向复极化矢量 εµ(p,+) 和 εµ(p,−) 描述矢量场的圆极化振动
εµ(p,±) ≡ 1√

2
[eµ(p, 1)± ieµ(p, 2)] 中线性组合系数之比为 ±i = e±iπ/2

意味着圆极化由两个相位差为 ±π/2 的线极化所合成
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极化矢量 εµ(p, λ) 的具体形式

根据 eµ(p, 1) =
1

|p||pT|
(
0, p1p3, p2p3,−|pT|2

)
, eµ(p, 2) = 1

|pT|
(
0,−p2, p1, 0

)
eµ(p, 3) =

(
|p|
m

,
p0 p
m|p|

)
εµ(p, λ) 的具体形式为

εµ(p,+) =
1√
2
[eµ(p, 1) + ieµ(p, 2)]

=
1√

2|p||pT|
(
0, p1p3 − ip2|p|, p2p3 + ip1|p|, − |pT|2

)
εµ(p,−) =

1√
2
[eµ(p, 1)− ieµ(p, 2)]

=
1√

2|p||pT|
(
0, p1p3 + ip2|p|, p2p3 − ip1|p|, − |pT|2

)
εµ(p, 0) = eµ(p, 3) = 1

m|p|
(
|p|2, p0p1, p0p2, p0p3

)
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螺旋度矩阵
根据 3.3 节讨论，螺旋度是粒子的自旋角动量在动量方向上的投影
对于自旋为 1 的有质量粒子，螺旋度本征值的取值包括 −1、0 和 +1

这分别对应于 3 种自旋极化态
动量 p 的方向由 p̂ ≡ p/|p| 表征，在 Lorentz 群矢量表示中，螺旋度矩阵定义为

p̂ ·J =
1

|p| p ·J =
1

|p|


0

0 −ip3 ip2

ip3 0 −ip1

−ip2 ip1 0


这里用了自旋角动量矩阵 J i 的表达式

(J 1)µν =


0

0

0 −i
i 0

, (J 2)µν =


0

0 i
0

−i 0

, (J 3)µν =


0

0 −i
i 0

0
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有质量实矢量场的平面波展开式
利用极化矢量和螺旋度矩阵的具体表达式，推出

(p̂ ·J )µνε
ν(p, λ) = λ εµ(p, λ), λ = ±, 0

这说明极化矢量 εµ(p, λ) 是螺旋度的本征态，本征值为 λ

因此，εµ(p, λ) 描述动量为 p、螺旋度为 λ 的矢量粒子的极化态
螺旋度 λ = ±1 对应于两种横向极化，即右旋极化 (λ = +) 和左旋极化 (λ = −)

螺旋度 λ = 0 对应于纵向极化

有质量实矢量场算符 Aµ(x, t) 的平面波展开式应当包含正能解和负能解的所有动
量模式的所有极化态，形式为

Aµ(x, t) =
∫

d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±,0

[
εµ(p, λ)ap,λe−ip·x + εµ∗(p, λ)a†

p,λeip·x
]

其中 p0 = Ep =
√

|p|2 +m2，产生算符 a†
p,λ 和湮灭算符 ap,λ 带着极化指标 λ

容易验证这个展开式满足自共轭条件 [Aµ(x, t)]† = Aµ(x, t)
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有质量实矢量场的平面波展开式
利用极化矢量和螺旋度矩阵的具体表达式，推出

(p̂ ·J )µνε
ν(p, λ) = λ εµ(p, λ), λ = ±, 0

这说明极化矢量 εµ(p, λ) 是螺旋度的本征态，本征值为 λ

因此，εµ(p, λ) 描述动量为 p、螺旋度为 λ 的矢量粒子的极化态
螺旋度 λ = ±1 对应于两种横向极化，即右旋极化 (λ = +) 和左旋极化 (λ = −)

螺旋度 λ = 0 对应于纵向极化
有质量实矢量场算符 Aµ(x, t) 的平面波展开式应当包含正能解和负能解的所有动

量模式的所有极化态，形式为

Aµ(x, t) =
∫

d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±,0

[
εµ(p, λ)ap,λe−ip·x + εµ∗(p, λ)a†

p,λeip·x
]

其中 p0 = Ep =
√

|p|2 +m2，产生算符 a†
p,λ 和湮灭算符 ap,λ 带着极化指标 λ

容易验证这个展开式满足自共轭条件 [Aµ(x, t)]† = Aµ(x, t)
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ap 与 p̂ · J 的对易关系
将平面波展开式代入 [Aµ(x), J] = L̂Aµ(x) + (J )µνA

ν(x) 左边和右边，得到

[Aµ(x), J] =
∫

d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

{
εµ(p, λ)[ap,λ, J]e−ip·x + εµ∗(p, λ)[a†

p,λ, J]e
ip·x
}

L̂Aµ(x) + (J )µνA
ν(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[−iδµν x ×∇+ (J )µν ]

×
{
εν(p, λ)ap,λe−ip·x + εν∗(p, λ)a†

p,λeip·x
}

=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

{
[δµν x × p + (J )µν ]ε

ν(p, λ)ap,λe−ip·x

+ [−δµν x × p + (J )µν ]ε
ν∗(p, λ)a†

p,λeip·x
}

两相比较，有 εµ(p, λ)[ap,λ, J] = [δµν x × p + (J )µν ]ε
ν(p, λ)ap,λ

两边与 p̂ 作内积，得 εµ(p, λ)[ap,λ, p̂ · J] = (p̂ ·J )µνε
ν(p, λ)ap,λ = λ εµ(p, λ)ap,λ

从而推出 [ap,λ, p̂ · J] = λap,λ
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单粒子态 |p, λ⟩ 的螺旋度
对 [ap,λ, p̂ · J] = λap,λ 取厄米共轭，得 λa†

p,λ = [ap,λ, p̂ · J]† = [p̂ · J, a†
p,λ]，即

(p̂ · J)a†
p,λ = a†

p,λ(p̂ · J) + λa†
p,λ

真空态 |0⟩ 定义为被任意 ap,λ 湮灭的态，不具有角动量，故

ap,λ |0⟩ = 0, J |0⟩ = 0

引入单粒子态 |p, λ⟩ ≡
√

2Ep a
†
p,λ |0⟩，λ = ±, 0，则

(p̂ · J) |p, λ⟩ =
√

2Ep (p̂ · J)a†
p,λ |0⟩ =

√
2Ep [a

†
p,λ(p̂ · J) + λa†

p,λ] |0⟩ = λ
√

2Ep a
†
p,λ |0⟩

即
(p̂ · J) |p, λ⟩ = λ |p, λ⟩, λ = ±, 0

自由的单粒子态没有轨道角动量，因而 p̂ · J 相当于螺旋度算符
可见，用产生算符 a†

p,λ 定义的单粒子态 |p, λ⟩ 是螺旋度本征态，本征值为 λ
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产生湮灭算符的对易关系
记 ε̃i(p, λ) ≡ εi(p, λ)−

pi
p0

ε0(p, λ)，则 Ai 对应的共轭动量密度为

πi = −∂0Ai + ∂iA0 =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±,0

{
[ip0εi(p, λ)− ipiε0(p, λ)]ap,λe−ip·x

+ [−ip0ε∗i (p, λ) + ipiε∗0(p, λ)]a†
p,λeip·x

}
=

∫
d3p

(2π)3
ip0√
2Ep

∑
λ=±,0

[
ε̃i(p, λ)ap,λe−ip·x − ε̃∗i (p, λ)a†

p,λeip·x
]

满足自共轭条件 [πi(x, t)]† = πi(x, t)

，由等时对易关系
[Ai(x, t), πj(y, t)] = iδijδ(3)(x − y), [Ai(x, t), Aj(y, t)] = [πi(x, t), πj(y, t)] = 0

推出产生湮灭算符的对易关系
[ap,λ, a

†
q,λ′ ] = (2π)3δλλ′δ(3)(p − q), [ap,λ, aq,λ′ ] = [a†

p,λ, a
†
q,λ′ ] = 0

具体推导过程见 4.3.2 小节选读内容，上式表明两个产生算符相互对易
因此，与标量场类似，有质量矢量场描述的粒子是一种玻色子，称为矢量玻色子

(vector boson)，自旋为 1
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产生湮灭算符的对易关系
记 ε̃i(p, λ) ≡ εi(p, λ)−

pi
p0

ε0(p, λ)，则 Ai 对应的共轭动量密度为

πi = −∂0Ai + ∂iA0 =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±,0

{
[ip0εi(p, λ)− ipiε0(p, λ)]ap,λe−ip·x

+ [−ip0ε∗i (p, λ) + ipiε∗0(p, λ)]a†
p,λeip·x

}
=

∫
d3p

(2π)3
ip0√
2Ep

∑
λ=±,0

[
ε̃i(p, λ)ap,λe−ip·x − ε̃∗i (p, λ)a†

p,λeip·x
]

满足自共轭条件 [πi(x, t)]† = πi(x, t)，由等时对易关系
[Ai(x, t), πj(y, t)] = iδijδ(3)(x − y), [Ai(x, t), Aj(y, t)] = [πi(x, t), πj(y, t)] = 0

推出产生湮灭算符的对易关系
[ap,λ, a

†
q,λ′ ] = (2π)3δλλ′δ(3)(p − q), [ap,λ, aq,λ′ ] = [a†

p,λ, a
†
q,λ′ ] = 0

具体推导过程见 4.3.2 小节选读内容，上式表明两个产生算符相互对易
因此，与标量场类似，有质量矢量场描述的粒子是一种玻色子，称为矢量玻色子

(vector boson)，自旋为 1
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哈密顿量密度
有质量矢量场的哈密顿量密度为

H = πi∂0A
i − L = −π · Ȧ +

1

4
FµνF

µν − 1

2
m2AµA

µ

利用 Ȧ = −π −∇A0 和 A0 = − 1

m2
∇ · π，有

−π · Ȧ = π · (π +∇A0) = π2 +∇ · (A0π)−A0(∇ · π)

= π2 +∇ · (A0π) +
1

m2
(∇ · π)2

−1

2
m2AµA

µ = −1

2
m2[(A0)

2 − A2] = − 1

2m2
(∇ · π)2 + 1

2
m2A2

由 πi = −F0i 和 πi = F i0 得 1

2
F0iF

0i =
1

2
πiπ

i = −1

2
π2

另一方面，

F ij = ∂iAj−∂jAi = (δimδjn − δinδjm)∂mAn = εijkεkmn∂mAn = −εijkεkmn∂mAn
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哈密顿量密度表达式
从而

1

4
FijF

ij =
1

4
F ijF ij =

1

4
εijkεkmn(∂mAn)εijlεlpq∂pA

q =
1

2
δklεkmn(∂mAn)εlpq∂pA

q

=
1

2
εkmn(∂mAn)εkpq∂pA

q =
1

2
(∇× A)2

故 1

4
FµνF

µν =
1

2
F0iF

0i +
1

4
FijF

ij = −1

2
π2 +

1

2
(∇× A)2

于是，哈密顿量密度化为

H = −π · Ȧ +
1

4
FµνF

µν − 1

2
m2AµA

µ

= π2 +∇ · (A0π) +
1

m2
(∇ · π)2 − 1

2
π2 +

1

2
(∇× A)2 − 1

2m2
(∇ · π)2 + 1

2
m2A2

=
1

2
π2 +∇ · (A0π) +

1

2m2
(∇ · π)2 + 1

2
(∇× A)2 +

1

2
m2A2

最后一行第二项是一个全散度，对全空间积分时它没有贡献
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哈密顿量算符和总动量算符
于是，哈密顿量算符为

H =

∫
d3xH =

1

2

∫
d3x

[
π2 +

1

m2
(∇ · π)2 + (∇× A)2 +m2A2

]
经过进一步计算，推出

H =
∑

λ=±,0

∫
d3p

(2π)3
Ep a

†
p,λap,λ + (2π)3δ(3)(0)

∫
d3p

(2π)3
3

2
Ep

第一项是所有动量模式所有极化态所有矢量粒子贡献能量之和，第二项是零点能
另一方面，总动量算符为

P = −
∫

d3xπi∇Ai =
∑

λ=±,0

∫
d3p

(2π)3
p a†

p,λap,λ

这表明总动量是所有动量模式所有极化态所有矢量玻色子贡献的动量之和
具体推导过程见 4.3.3 小节选读内容
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4.4 节　无质量矢量场的正则量子化
4.4.1 小节　无质量情况下的极化矢量

当质量 m = 0 时，两个横向线极化矢量
eµ(p, 1) = 1

|p||pT|
(
0, p1p3, p2p3,−|pT|2

)
, eµ(p, 2) = 1

|pT|
(
0,−p2, p1, 0

)
是定义良好的

但 eµ(p, 3) =
(
|p|
m

,
p0 p
m|p|

)
显然不是纵向极化矢量 eµ(p, 3) 的良好定义

此时，如果要求 eµ(p, 3) 的空间分量正比于 p，则 eµ(p, 3) 一定不能符合四维横
向条件，而类时极化矢量 eµ(p, 0) 也不可能是四维横向的，相关论证作为习题 4.6

因此，四维横向的独立极化矢量只有 eµ(p, 1) 和 eµ(p, 2) 这两个

由于无质量情况下 p2 = 0，也不能像 eµ(p, 0) = pµ/m 那样将 eµ(p, 0) 取为正比
于 pµ 的矢量，否则将出现 eµ(p, 0)eµ(p, 0) = 0 而不能得到正确归一化

于是需要重新定义 eµ(p, 3) 和 eµ(p, 0)
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是定义良好的

但 eµ(p, 3) =
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m
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p0 p
m|p|

)
显然不是纵向极化矢量 eµ(p, 3) 的良好定义
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因此，四维横向的独立极化矢量只有 eµ(p, 1) 和 eµ(p, 2) 这两个

由于无质量情况下 p2 = 0，也不能像 eµ(p, 0) = pµ/m 那样将 eµ(p, 0) 取为正比
于 pµ 的矢量，否则将出现 eµ(p, 0)eµ(p, 0) = 0 而不能得到正确归一化
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类时和纵向极化矢量
在前面定义 eµ(p, 1) 和 eµ(p, 2) 时，已经选取了一个特定的惯性参考系
在这个参考系中，定义一个类时单位矢量 nµ = (1, 0, 0, 0)，内积 n2 = 1

然后，将类时极化矢量 eµ(p, 0) 在此参考系中的形式就取为 nµ，即
eµ(p, 0) = nµ = (1, 0, 0, 0)

eµ(p, 0) 在其它惯性参考系中的形式可通过 Lorentz 变换得到

用 pµ 和 nµ 将纵向极化矢量定义为 eµ(p, 3) = pµ − (p · n)nµ

p · n

在狭义相对论中，自由的无质量粒子的动量 p 必定不为零
质壳条件 p2 = (p0)2 − |p|2 = 0 意味着 p0 = |p| > 0

从而 eµ(p, 3) 在我们选取的参考系中表达为

eµ(p, 3) = pµ − p0nµ

p0
=

(
0,

p
|p|

)
=

1

|p| (0, p
1, p2, p3)

其空间分量与 p 平行，即在三维空间中是纵向的
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=
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无质量极化矢量组
现在得到无质量情况下的一组极化矢量

eµ(p, 0) = nµ = (1, 0, 0, 0), eµ(p, 1) = 1

|p||pT|
(
0, p1p3, p2p3,−|pT|2

)
eµ(p, 2) = 1

|pT|
(
0,−p2, p1, 0

)
, eµ(p, 3) = 1

|p| (0, p
1, p2, p3)

可以验证它们满足正交归一关系 eµ(p, σ)eµ(p, σ′) = gσσ′ 和完备性关系
3∑

σ=0

gσσeµ(p, σ)eν(p, σ) = gµν

横向极化矢量 eµ(p, 1) 和 eµ(p, 2) 还满足四维横向条件，pµe
µ(p, i) = 0, i = 1, 2

但类时极化矢量 eµ(p, 0) 和纵向极化矢量 eµ(p, 3) 不满足四维横向条件，

pµe
µ(p, 0) = p · n = p0 = |p| > 0, pµe

µ(p, 3) = −p · p
|p| = −|p| = −p · n < 0

余钊焕 （中山大学） 第 4 章　量子矢量场 42 / 69



o o o o o

Lorentz 群的矢量表示

o o o o o o o o o

量子场的 Lorentz 变换

o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o

有质量矢量场的正则量子化

o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o

无质量矢量场的正则量子化

极化求和关系
根据完备性关系，横向线极化矢量 eµ(p, 1) 和 eµ(p, 2) 具有求和关系

−
2∑

σ=1

eµ(p, σ)eν(p, σ) =
2∑

σ=1

gσσeµ(p, σ)eν(p, σ)

= gµν − g00eµ(p, 0)eν(p, 0)− g33eµ(p, 3)eν(p, 3)

= gµν − nµnν +
pµ − (p · n)nµ

p · n
pν − (p · n)nν

p · n

= gµν − nµnν +
pµpν − (p · n)pµnν − (p · n)pνnµ + (p · n)2nµnν

(p · n)2

= gµν +
pµpν

(p · n)2 − pµnν + pνnµ

p · n

仍然将横向圆极化矢量定义为 εµ(p,±) =
1√
2
[eµ(p, 1)± ieµ(p, 2)]

极化求和关系为∑
λ=±

ε∗µ(p, λ)εν(p, λ) =
2∑

σ=1

eµ(p, σ)eν(p, σ) = −gµν − pµpν
(p · n)2 +

pµnν + pνnµ

p · n
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4.4.2 小节　无质量矢量场与规范对称性

James Clerk Maxwell
(1831–1879)

在自由有质量矢量场的拉氏量 L = −1

4
FµνF

µν +
1

2
m2AµA

µ 中

令参数 m = 0，就得到自由无质量实矢量场 Aµ(x) 的拉氏量

L = −1

4
FµνF

µν

其中场强张量 Fµν = ∂µAν − ∂νAµ

同样，令 Proca 方程 ∂µF
µν +m2Aν = 0 中 m = 0

即得自由无质量矢量场的经典运动方程

∂µF
µν = 0

根据 1.5 节的讨论，这个方程就是无源的 Maxwell 方程
电磁场是一种无质量矢量场
作为电磁场的量子，光子 (photon) 是一种自旋为 1 的无质量矢量玻色子
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规范对称性
考虑对无质量矢量场 Aµ(x) 作规范变换 (gauge transformation)

A′µ(x) = Aµ(x) + ∂µχ(x)

作为变换参数的 χ(x) 是一个任意的 Lorentz 标量函数，依赖于时空坐标
因而这样的变换是局域 (local) 变换，场强张量在此规范变换下不变，
F ′µν(x) = ∂µA′ν(x)− ∂νA′µ(x) = ∂µ[Aν(x) + ∂νχ(x)]− ∂ν [Aµ(x) + ∂µχ(x)]

= ∂µAν(x)− ∂νAµ(x) + ∂µ∂νχ(x)− ∂ν∂µχ(x)

= ∂µAν(x)− ∂νAµ(x) = Fµν(x)

因而拉氏量 L = −FµνF
µν/4 和无源 Maxwell 方程 ∂µF

µν = 0 都不会改变
这称为规范对称性 (gauge symmetry)

作为 Fµν 的分量，电磁场的电场强度 E 和磁感应强度 B 都是规范不变量
拉氏量 L = −1

4
FµνF

µν +
1

2
m2AµA

µ 中的质量项在规范变换下发生改变

因此自由的有质量矢量场不具有规范对称性
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因而拉氏量 L = −FµνF
µν/4 和无源 Maxwell 方程 ∂µF

µν = 0 都不会改变
这称为规范对称性 (gauge symmetry)

作为 Fµν 的分量，电磁场的电场强度 E 和磁感应强度 B 都是规范不变量
拉氏量 L = −1

4
FµνF
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1

2
m2AµA

µ 中的质量项在规范变换下发生改变

因此自由的有质量矢量场不具有规范对称性
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规范条件
电动力学中的规范对称性表明四维矢势 Aµ(x) 不能被唯一确定，不是直接观测量
电动力学的直接观测量都不依赖于 χ(x)，即不依赖于规范的选取
规范对称性的存在对研究无质量矢量场带来了不便
为了便于计算，常常将规范固定下来，使得计算过程依赖于选取的规范
不过，最后得出的可观测量必须是规范不变 (gauge invariant) 的

常见的规范条件有
Lorenz 规范 ∂µA

µ = 0 Coulomb 规范 ∇ · A = 0

时性 (temporal) 规范 A0 = 0 轴向 (axial) 规范 A3 = 0

在这些条件中，只有 Lorenz 规范是明显 Lorentz 协变的
虽然 Lorenz 规范条件看起来与有质量矢量场的 Lorenz 条件 ∂µA

µ = 0 相同
但是，在研究有质量矢量场时它是从运动方程推导出来的必须满足的条件，而在

研究无质量矢量场时它只是一种人为选择
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规范等价
对于任意的 Aµ(x)，令规范变换函数 χ(x) 满足方程 ∂2χ(x) = −∂µA

µ(x)

作规范变换之后的场 A′µ(x) = Aµ(x) + ∂µχ(x) 就会满足 Lorenz 规范条件，

∂µA
′µ(x) = ∂µA

µ(x) + ∂2χ(x) = ∂µA
µ(x)− ∂µA

µ(x) = 0

但是，经过这种变换之后，矢量场仍然没有被唯一地确定：
对于满足 Lorenz 规范条件的矢量场 Aµ(x)，取满足齐次波动方程

∂2χ̃(x) = 0

的任意规范变换函数 χ̃(x) 再作一次规范变换
都能得到满足 Lorenz 规范条件的另一个矢量场 Ã′µ(x) = Aµ(x) + ∂µχ̃(x)

可见，存在无穷多个规范等价的矢量场，它们描述相同的物理，全都满足 Lorenz
规范条件 ∂µA

µ
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无质量矢量场的独立自由度

矢量场 Aµ(x) 有 4 个分量，在没有任何约束的情况下可具有 4 个独立的自由度
无质量矢量场分量的运动行为由 Maxwell 方程 ∂µF

µν = 0 描述
要求 Lorenz 规范条件 ∂µA

µ = 0 成立将减少 1 个独立自由度
但是，上述规范等价性表明，Aµ(x) 并不具有 3 个独立的自由度，否则它在强加

Lorenz 规范条件之后就必须唯一地确定下来

实际上，无质量矢量场 Aµ(x) 只具有
2 个独立的自由度
在经典电动力学中，真空里的电磁波是

横波，振动方向垂直于传播方向，可以用规
范不变的电场强度 E 和磁感应强度 B 描述
横波所具有的 2 种横向极化态就对应于

无质量矢量场的 2 个独立自由度
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独立的自旋极化态

3.3.2 小节讨论表明，自旋为 1 的无质量粒子具有 2 种独立的自旋极化态

以螺旋度 λ 来表征的话，就是 λ = +1（右旋极化）和 λ = −1（左旋极化）的态

分别对应于横向圆极化矢量 εµ(p,+) 和 εµ(p,−)

等价地，也可以用横向线极化矢量 eµ(p, 1) 和 eµ(p, 2) 代表这两种极化态

这样的独立极化态数目与无质量矢量场的独立自由度一致

从这个角度来看，为了用矢量场描述自旋为 1 的无质量粒子，我们必须构造具
有规范对称性的拉氏量 L = −1

4
FµνF

µν

从而利用规范对称性将 Aµ(x) 的独立自由度减少成 2 个

这样才能恰好符合独立极化态的数目
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A0 与正则量子化

在上一节讨论有质量矢量场 Aµ(x) 的正则量子化时

由于场的时间分量 A0(x) 不拥有非零的共轭动量密度

因而没有将它作为独立的正则运动变量

但这种情况并没有使正则量子化出现困难

因为 Proca 方程表明 A0(x) 不是独立变量，而是由 A0 = − 1

m2
∇ · π 决定的

于是，以场的空间分量 Ai(x) 作为 3 个独立正则变量进行量子化是合适的

自由度恰好与有质量矢量玻色子的 3 种物理极化态 (螺旋度 λ = +1, 0,−1) 相符

实际上，将有质量矢量场的拉氏量取为 L = −1

4
FµνF

µν +
1

2
m2AµA

µ 是为了导

出 Lorenz 条件 ∂µA
µ = 0 作为 1 个约束，使得 Aµ(x) 只有 3 个独立自由度

从而符合自旋为 1 的有质量粒子的独立极化态数目
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规范固定项
对于无质量矢量场，m = 0，而 A0 = − 1

m2
∇ · π 显然不能成立，可以想办法让

A0(x) 也作为独立的正则变量，这需要给它安排非零的共轭动量密度
为此，在拉氏量中增加一个不会影响最终物理结果的项，得到

L1 = −1

4
FµνF

µν − 1

2ξ
(∂µA

µ)2

其中 ξ 是一个可以自由选取的实参数
当 Aµ(x) 满足 Lorenz 规范条件 ∂µA

µ = 0 时，L1 等价于 L = −1

4
FµνF

µν

− 1
2ξ
(∂µA

µ)2 破坏了规范对称性，在一定程度上固定了规范，称为规范固定项

将 ξ 看成一个不会传播的常数场，由 Euler-Lagrange 方程推出 ξ 的经典运动方程
− 1

2ξ2
(∂µA

µ)2 = 0，这等价于 Lorenz 规范条件 ∂µA
µ = 0

可见，引入辅助场 ξ 可以强制 Lorenz 规范作为约束条件在经典层面上成立
这种方法相当于高等数学中的 Lagrange 乘数法，它把具有 n 个变量与 k 个约束

条件的最优化问题转换为具有 n+ k 个变量的极值方程组问题
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A0 的共轭动量密度
将 L1 展开，得

L1 = −1

4
FµνF

µν − 1

2ξ
(∂µA

µ)2

= −1

2
(∂µAν)∂

µAν +
1

2
(∂νAµ)∂

µAν − 1

2ξ
(∂µA

µ)2,

Aµ 对应的共轭动量密度是

πµ =
∂L1

∂(∂0Aµ)
= −∂0Aµ + ∂µA0 −

1

ξ
(∂νA

ν)
∂(∂ρA

ρ)

∂(∂0Aµ)
= −F0µ − 1

ξ
g0µ∂νA

ν

即
πi = −F0i = −∂0Ai + ∂iA0

π0 = −1

ξ
∂µA

µ

现在，A0 具有相应的共轭动量密度 π0
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等时对易关系与 Lorenz 规范条件
正则量子化程序要求算符 Aµ 和 πµ 满足等时对易关系

[Aµ(x, t), πν(y, t)] = iδµνδ
(3)(x − y)

[Aµ(x, t), Aν(y, t)] = [πµ(x, t), πν(y, t)] = 0

但是，这样的等时对易关系与 Lorenz 规范条件相互矛盾

计算 A0 与 ∂µA
µ 的对易子，利用 π0 = −1

ξ
∂µA

µ 得到

[A0(y, t), ∂µA
µ(x, t)] = −ξ[A0(y, t), π0(x, t)] = −iξδ(3)(y − x)

上式在 x = y 处非零，因而 ∂µA
µ 必定不恒为零

Aµ 作为场算符在满足等时对易关系的同时不能满足 Lorenz 规范条件 ∂µA
µ = 0

这说明 Lorenz 规范条件虽然适用于经典场 Aµ(x)，但对于量子场 Aµ(x) 来说限
制太强了，下面会考虑弱化的 Lorenz 规范条件

余钊焕 （中山大学） 第 4 章　量子矢量场 53 / 69



o o o o o

Lorentz 群的矢量表示

o o o o o o o o o

量子场的 Lorentz 变换

o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o

有质量矢量场的正则量子化

o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o

无质量矢量场的正则量子化

d’Alembert 方程

Jean le Rond d’Alembert
(1717–1783)

对 L1 = −1

2
(∂µAν)∂

µAν +
1

2
(∂νAµ)∂

µAν − 1

2ξ
(∂µA

µ)2 求导

由 ∂µA
µ = gµν∂µAν 得 ∂L1

∂(∂µAν)
= −∂µAν + ∂νAµ − 1

ξ
gµν∂ρA

ρ,
∂L1

∂Aν
= 0

于是，从 L1 导出关于 Aµ 的 Euler-Lagrange 方程

0 = ∂µ
∂L1

∂(∂µAν)
− ∂L1

∂Aν

= −∂2Aν + ∂ν∂µA
µ − 1

ξ
gµν∂µ∂ρA

ρ

= −∂2Aν +

(
1− 1

ξ

)
∂ν∂ρA

ρ

即 Aµ 的经典运动方程是 ∂2Aµ −
(
1− 1

ξ

)
∂µ∂νA

ν = 0

若取 ξ = 1，则上式化为 d’Alembert 方程 ∂2Aµ(x) = 0

这可以看作无质量情况下的 Klein-Gordon 方程
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µAν +
1

2
(∂νAµ)∂

µAν − 1

2ξ
(∂µA

µ)2 求导

由 ∂µA
µ = gµν∂µAν 得 ∂L1

∂(∂µAν)
= −∂µAν + ∂νAµ − 1

ξ
gµν∂ρA

ρ,
∂L1

∂Aν
= 0

于是，从 L1 导出关于 Aµ 的 Euler-Lagrange 方程

0 = ∂µ
∂L1

∂(∂µAν)
− ∂L1

∂Aν

= −∂2Aν + ∂ν∂µA
µ − 1

ξ
gµν∂µ∂ρA

ρ

= −∂2Aν +

(
1− 1

ξ

)
∂ν∂ρA

ρ

即 Aµ 的经典运动方程是 ∂2Aµ −
(
1− 1

ξ

)
∂µ∂νA

ν = 0

若取 ξ = 1，则上式化为 d’Alembert 方程 ∂2Aµ(x) = 0

这可以看作无质量情况下的 Klein-Gordon 方程

余钊焕 （中山大学） 第 4 章　量子矢量场 54 / 69



o o o o o

Lorentz 群的矢量表示

o o o o o o o o o

量子场的 Lorentz 变换

o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o

有质量矢量场的正则量子化

o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o

无质量矢量场的正则量子化

Feynman 规范

Richard Feynman
(1918–1988)

因此，把规范固定参数取为 ξ = 1 会简化计算，这种取法称为 Feynman 规范
在 Feynman 规范下，拉氏量化为

L1 = −1

2
(∂µAν)∂

µAν +
1

2
(∂νAµ)∂

µAν −1

2
(∂µAµ)∂νA

ν

= −1

2
(∂µAν)∂

µAν +
1

2
∂ν(Aµ∂

µAν)− 1

2
Aµ∂ν∂

µAν − 1

2
∂µ(Aµ∂νA

ν) +
1

2
Aµ∂

µ∂νA
ν

= −1

2
(∂µAν)∂

µAν +
1

2
∂µ(Aν∂

νAµ −Aµ∂νA
ν)

第二项是全散度，它不会影响作用量和运动方程，可以舍弃

因此，还能采用更加简化的拉氏量 L2 = −1

2
(∂µAν)∂

µAν

由它推出的经典运动方程也是 d’Alembert 方程 ∂2Aµ = 0

此时共轭动量密度为 πµ =
∂L2

∂(∂0Aµ)
= −∂0Aµ
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平面波展开和产生湮灭算符的对易关系
在 d’Alembert 方程 ∂2Aµ(x) = 0 的平面波解中，正能解和负能解分别正比于

exp(−ip · x) 和 exp(ip · x)，其中 p0 = Ep = |p|

使用实极化矢量组 eµ(p, σ)，对无质量实矢量场 Aµ(x, t) 作平面波展开，得

Aµ(x, t) =
∫

d3p

(2π)3
1√
2Ep

3∑
σ=0

eµ(p, σ)
(
bp,σe−ip·x + b†p,σeip·x

)
相应的共轭动量密度展开式为

πµ(x, t) = −∂0Aµ =

∫
d3p

(2π)3
ip0√
2Ep

3∑
σ=0

eµ(p, σ)
(
bp,σe−ip·x − b†p,σeip·x

)
这两个展开式满足自共轭条件 [Aµ(x, t)]† = Aµ(x, t) 和 [πµ(x, t)]† = πµ(x, t)

根据等时对易关系，推出产生湮灭算符的对易关系

[bp,σ, b
†
q,σ′ ] = −(2π)3gσσ′δ(3)(p − q), [bp,σ, bq,σ′ ] = [b†p,σ, b

†
q,σ′ ] = 0

具体推导过程见 4.4.3 小节选读内容
余钊焕 （中山大学） 第 4 章　量子矢量场 56 / 69



o o o o o

Lorentz 群的矢量表示

o o o o o o o o o

量子场的 Lorentz 变换

o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o

有质量矢量场的正则量子化

o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o

无质量矢量场的正则量子化

4.4.4 小节　物理极化态
无质量矢量场的哈密顿量密度是

H = πµ∂
0Aµ −L2 = −(∂0Aµ)∂

0Aµ +
1

2
(∂µAν)∂

µAν

= −1

2
(∂0Aµ)∂

0Aµ +
1

2
(∂iAµ)∂

iAµ = −1

2
[πµπ

µ + (∇Aµ) · (∇Aµ)]

哈密顿量 H =

∫
d3xH = −1

2

∫
d3x [πµπ

µ + (∇Aµ) · (∇Aµ)]

= −1

2

∑
σσ′

∫
d3x d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq
eµ(p, σ)eµ(q, σ′)

×
[
(ip0)(iq0)

(
bp,σe−ip·x − b†p,σeip·x

)(
bq,σ′e−iq·x − b†q,σ′eiq·x

)
+ (ip) · (iq)

(
bp,σe−ip·x − b†p,σeip·x

)(
bq,σ′e−iq·x − b†q,σ′eiq·x

) ]
= −1

2

∑
σσ′

∫
d3p d3q

(2π)3
√

4EpEq
eµ(p, σ)eµ(q, σ′)(p0q0 + p · q)

×
{
δ(3)(p − q)

[
bp,σb

†
q,σ′e−i(p0−q0)t + b†p,σbq,σ′ei(p0−q0)t

]
− δ(3)(p + q)

[
bp,σbq,σ′e−i(p0+q0)t + b†p,σb

†
q,σ′ei(p0+q0)t

]}
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哈密顿量算符

H = −1

2

∑
σσ′

∫
d3p

(2π)3
Ep eµ(p, σ)eµ(p, σ′)(bp,σb

†
p,σ′ + b†p,σbp,σ′)

= −
∑
σσ′

∫
d3p

(2π)3
Ep

2
gσσ′

正交归一关系
(bp,σb

†
p,σ′ + b†p,σbp,σ′)

=

∫
d3p

(2π)3
Ep

2

3∑
σ=0

(−gσσ) (bp,σb
†
p,σ + b†p,σbp,σ

= b†q,σbp,σ − (2π)3gσσδ
(3)(0)

)

=

∫
d3p

(2π)3
Ep

3∑
σ=0

(−gσσb
†
p,σbp,σ) + (2π)3δ(3)(0)

∫
d3p

(2π)3
Ep

2

3∑
σ=0

(−gσσ)
2

=

∫
d3p

(2π)3
Ep

(
−b†p,0bp,0 +

3∑
σ=1

b†p,σbp,σ

)
+ (2π)3δ(3)(0)

∫
d3p

(2π)3
2Ep

第二项是零点能，第一项中类时极化态的贡献为负，与类空极化态的贡献不一样
造成这种情况的原因是 Minkowski 度规 gσσ′ 是一个不定度规，时间对角元 g00

与空间对角元 gii 具有相反的符号
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单粒子态
将真空态 |0⟩ 定义为被任意 bp,σ 湮灭的态，满足
bp,σ |0⟩ = 0, ⟨0|0⟩ = 1, H |0⟩ = Evac |0⟩ , Evac = 2δ(3)(0)

∫
d3pEp > 0

动量为 p、极化指标为 σ 的单粒子态定义为 |p, σ⟩ ≡
√

2Ep b
†
p,σ |0⟩

它描述一个无质量矢量玻色子，由

[H, b†p,σ] =

∫
d3q

(2π)3
Eq

3∑
σ′=0

(−gσ′σ′)b†q,σ′ [bq,σ′ , b†p,σ]

=

∫
d3q

(2π)3
Eq

3∑
σ′=0

(−gσ′σ′)b†q,σ′(2π)
3(−gσ′σ)δ

(3)(q − p)

= Ep

3∑
σ′=0

gσ′σ′gσ′σb
†
p,σ′ = Epb

†
p,σ

得 H |p, σ⟩ =
√

2Ep Hb†p,σ |0⟩ =
√

2Ep (b
†
p,σH + Epb

†
p,σ) |0⟩

=
√

2Ep (Evac + Ep)b
†
p,σ |0⟩ = (Evac + Ep) |p, σ⟩

这看起来是一个正常的结果，说明单粒子态 |p, σ⟩ 比真空多了一份能量 Ep
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负内积和负能量
利用产生湮灭算符的对易关系计算单粒子态的内积，得⟨

q, σ′|p, σ
⟩
=
√

4EqEp ⟨0| bq,σ′b†p,σ |0⟩

=
√

4EqEp ⟨0|
[
b†p,σbq,σ′ − (2π)3gσσ′δ(3)(p − q)

]
|0⟩

= −2Ep(2π)
3gσσ′δ(3)(p − q)

于是，
⟨p, 0|p, 0⟩ = −2Ep(2π)

3δ(3)(0), ⟨p, i|p, i⟩ = 2Ep(2π)
3δ(3)(0), i = 1, 2, 3

上式表明，单粒子态 |p, 0⟩ 的自我内积是负的，不符合 Hilbert 空间中态矢的要求

而且，相应的能量期待值也是负的：

⟨p, 0|H |p, 0⟩ = (Evac + Ep) ⟨p, 0|p, 0⟩ = −2Ep(Evac + Ep)(2π)
3δ(3)(0)< 0

这个负能量结果在物理上看起来是不可接受的，它的根源在于不定度规
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弱 Lorenz 规范条件
不过，如前所述，无质量矢量场只有 2 种独立的物理极化态，对应于 2 个横向极

化矢量 eµ(p, 1) 和 eµ(p, 2)，它们满足四维横向条件 ∂µe
µ(p, 1) = ∂µe

µ(p, 2) = 0

纵向极化和类时极化都是非物理的，也不满足四维横向条件

平面波展开式 Aµ(x, t) =
∫

d3p

(2π)3
1√
2Ep

3∑
σ=0

eµ(p, σ)
(
bp,σe−ip·x + b†p,σeip·x

)
里

面只有满足四维横向条件的部分能够符合 Lorenz 规范条件 ∂µA
µ = 0

因此，要求 Lorenz 规范条件成立可以除去非物理的极化态

但是 Lorenz 规范条件 ∂µA
µ = 0 与正则量子化程序不相容，我们不能直接使用它

需要将它转换到 Hilbert 空间中态矢的期待值上，要求任何物理上允许的态矢 |Ψ⟩

必须满足弱 Lorenz 规范条件
⟨Ψ| ∂µA

µ(x) |Ψ⟩ = 0
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Gupta-Bleuler 条件

Suraj Narayan Gupta
(1924–)

Konrad Bleuler
(1912–1992)

将 Aµ(x) 的平面波展开式分解成正能解和负能解两个部分，Aµ = Aµ(+) +Aµ(−)

正能解部分为 Aµ(+)(x) ≡
∫

d3p

(2π)3
1√
2Ep

3∑
σ=0

eµ(p, σ) bp,σe−ip·x

负能解部分为 Aµ(−)(x) ≡
∫

d3p

(2π)3
1√
2Ep

3∑
σ=0

eµ(p, σ) b†p,σeip·x = [Aµ(+)(x)]†

如果要求任何物理上允许的态矢 |Ψ⟩ 必须满足 Gupta-Bleuler 条件

∂µA
µ(+)(x) |Ψ⟩ = 0

则伴随有 ⟨Ψ| ∂µA
µ(−)(x) = ⟨Ψ| [∂µA

µ(+)(x)]† = 0

从而弱 Lorenz 规范条件得到满足：
⟨Ψ| ∂µA

µ(x) |Ψ⟩ = ⟨Ψ| ∂µA
µ(+)(x) |Ψ⟩

+⟨Ψ| ∂µA
µ(−)(x) |Ψ⟩ = 0

可见，Gupta-Bleuler 条件比弱 Lorenz 规范条件稍强一些
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Gupta-Bleuler 条件的影响
根据 pµe

µ(p, 1) = pµe
µ(p, 2) = 0 和 pµe

µ(p, 0) = Ep = −pµe
µ(p, 3)，有

∂µA
µ(+)(x) = ∂µ

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

3∑
σ=0

eµ(p, σ) bp,σe−ip·x

=

∫
d3p

(2π)3
−ie−ip·x√

2Ep

[
pµ

3∑
σ=0

eµ(p, σ) bp,σ

]

=

∫
d3p

(2π)3
−ie−ip·x√

2Ep
Ep(bp,0 − bp,3)

Gupta-Bleuler 条件 ∂µA
µ(+)(x) |Ψ⟩ = 0 意味着 (bp,0 − bp,3) |Ψ⟩ = 0，即

bp,0 |Ψ⟩ = bp,3 |Ψ⟩, ⟨Ψ| b†p,0 = ⟨Ψ| b†p,3

于是 ⟨Ψ| b†p,0bp,0 |Ψ⟩ = ⟨Ψ| b†p,3bp,3 |Ψ⟩
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物理的单粒子态
由于 ⟨Ψ| b†p,0bp,0 |Ψ⟩ = ⟨Ψ| b†p,3bp,3 |Ψ⟩，物理态 |Ψ⟩ 的能量期待值为

⟨Ψ|H |Ψ⟩ =

∫
d3p

(2π)3
Ep ⟨Ψ|

(
−b†p,0bp,0 +

3∑
σ=1

b†p,σbp,σ

)
|Ψ⟩+ Evac ⟨Ψ|Ψ⟩

=

∫
d3p

(2π)3
Ep

2∑
σ=1

⟨Ψ| b†p,σbp,σ |Ψ⟩+ Evac ⟨Ψ|Ψ⟩

也就是说，非物理的类时极化与纵向极化对能量的贡献总是相互抵消的
除了零点能，只有两种物理的横向极化才对能量有净贡献
可见，要求 Gupta-Bleuler 条件成立会除去非物理极化态的贡献

对于 σ = 1, 2 的单粒子态 |p, σ⟩，由 [bq,0, b
†
p,σ] = [bq,3, b

†
p,σ] = 0 得

∂µA
µ(+)(x) |p, σ⟩ =

∫
d3q

(2π)3
−ie−iq·x√

2Eq
Eq(bq,0 − bq,3)

√
2Ep b

†
p,σ |0⟩ = 0

可见，横向极化的单粒子态 |p, 1⟩ 和 |p, 2⟩ 是物理的，满足 Gupta-Bleuler 条件
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物理的单粒子态
由于 ⟨Ψ| b†p,0bp,0 |Ψ⟩ = ⟨Ψ| b†p,3bp,3 |Ψ⟩，物理态 |Ψ⟩ 的能量期待值为

⟨Ψ|H |Ψ⟩ =

∫
d3p

(2π)3
Ep ⟨Ψ|

(
−b†p,0bp,0 +

3∑
σ=1

b†p,σbp,σ

)
|Ψ⟩+ Evac ⟨Ψ|Ψ⟩

=

∫
d3p

(2π)3
Ep

2∑
σ=1

⟨Ψ| b†p,σbp,σ |Ψ⟩+ Evac ⟨Ψ|Ψ⟩

也就是说，非物理的类时极化与纵向极化对能量的贡献总是相互抵消的
除了零点能，只有两种物理的横向极化才对能量有净贡献
可见，要求 Gupta-Bleuler 条件成立会除去非物理极化态的贡献
对于 σ = 1, 2 的单粒子态 |p, σ⟩，由 [bq,0, b

†
p,σ] = [bq,3, b

†
p,σ] = 0 得

∂µA
µ(+)(x) |p, σ⟩ =

∫
d3q

(2π)3
−ie−iq·x√

2Eq
Eq(bq,0 − bq,3)

√
2Ep b

†
p,σ |0⟩ = 0

可见，横向极化的单粒子态 |p, 1⟩ 和 |p, 2⟩ 是物理的，满足 Gupta-Bleuler 条件
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非物理的单粒子态
由 [bq,3, b

†
p,0] = [bq,0, b

†
p,3] = 0 得

∂µA
µ(+)(x) |p, 0⟩ =

∫
d3q

(2π)3
−ie−iq·x√

2Eq
Eq(bq,0 − bq,3)

√
2Ep b

†
p,0 |0⟩

= −i
∫

d3q

(2π)3

√
Ep√
Eq

e−iq·xEq [bq,0, b
†
p,0] |0⟩

= ig00
∫

d3q

√
Ep√
Eq

e−iq·xEq δ
(3)(q − p) |0⟩ = ie−ip·xEp |0⟩

∂µA
µ(+)(x) |p, 3⟩ =

∫
d3q

(2π)3
−ie−iq·x√

2Eq
Eq(bq,0 − bq,3)

√
2Ep b

†
p,3 |0⟩

= i
∫

d3q

(2π)3

√
Ep√
Eq

e−iq·xEq [bq,3, b
†
p,3] |0⟩

= −ig33
∫

d3q

√
Ep√
Eq

e−iq·xEq δ
(3)(q − p) |0⟩ = ie−ip·xEp |0⟩

由于 Ep ̸= 0，|p, 0⟩ 和 |p, 3⟩ 不符合 Gupta-Bleuler 条件，确实是非物理的态矢
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(3)(q − p) |0⟩ = ie−ip·xEp |0⟩

由于 Ep ̸= 0，|p, 0⟩ 和 |p, 3⟩ 不符合 Gupta-Bleuler 条件，确实是非物理的态矢

余钊焕 （中山大学） 第 4 章　量子矢量场 65 / 69



o o o o o

Lorentz 群的矢量表示

o o o o o o o o o

量子场的 Lorentz 变换

o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o

有质量矢量场的正则量子化

o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o

无质量矢量场的正则量子化

总动量算符
无质量矢量场的总动量算符为

P = −
∫

d3xπµ∇Aµ = −
∑
σσ′

∫
d3x d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq
eµ(p, σ)eµ(q, σ′)

× (ip0)
(
bp,σe−ip·x − b†p,σeip·x

)
(iq)

(
bq,σ′e−iq·x − b†q,σ′eiq·x

)
= · · · =

∫
d3p

(2π)3
p
(
−b†p,0bp,0 +

3∑
σ=1

b†p,σbp,σ

)

根据 ⟨Ψ| b†p,0bp,0 |Ψ⟩ = ⟨Ψ| b†p,3bp,3 |Ψ⟩，物理态 |Ψ⟩ 的动量期待值为

⟨Ψ|P |Ψ⟩ =

∫
d3p

(2π)3
p ⟨Ψ|

(
−b†p,0bp,0 +

3∑
σ=1

b†p,σbp,σ

)
|Ψ⟩

=

∫
d3p

(2π)3
p

2∑
σ=1

⟨Ψ| b†p,σbp,σ |Ψ⟩

同样，只有两种物理的横向极化才对动量有净贡献
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另一组产生湮灭算符
通过线性组合，可以用湮灭算符 bp,1 和 bp,2 定义另一组等价的湮灭算符

ap,± ≡ 1√
2
(bp,1 ∓ ibp,2)

相应的产生算符 a†
p,± 可以通过取厄米共轭得到

反过来，有 bp,1 =
1√
2
(ap,+ + ap,−) 和 bp,2 =

i√
2
(ap,+ − ap,−)

由之前的对易关系

[bp,σ, b
†
q,σ′ ] = −(2π)3gσσ′δ(3)(p − q), [bp,σ, bq,σ′ ] = [b†p,σ, b

†
q,σ′ ] = 0, σ = 0, 1, 2, 3

推出新的产生湮灭算符的对易关系

[ap,λ, a
†
q,λ′ ] = (2π)3δλλ′δ(3)(p − q), [ap,λ, aq,λ′ ] = [a†

p,λ, a
†
q,λ′ ] = 0, λ, λ′ = ±

[ap,λ, b
†
q,σ] = [bp,σ, a

†
q,λ] = [ap,λ, bq,σ] = [a†

p,λ, b
†
q,σ] = 0, λ = ±, σ = 0, 3
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物理的圆极化态

用横向圆极化矢量 εµ(p,±) ≡ 1√
2
[eµ(p, 1)± ieµ(p, 2)] 表示横向线极化矢量

eµ(p, 1) 和 eµ(p, 2)，有

eµ(p, 1) = 1√
2
[εµ(p,+) + εµ(p,−)], eµ(p, 2) = − i√

2
[εµ(p,+)− εµ(p,−)]

推出
2∑

σ=1

eµ(p, σ)bp,σ =
∑
λ=±

εµ(p, λ)ap,λ 和
2∑

σ=1

eµ(p, σ)b†p,σ =
∑
λ=±

εµ∗(p, λ)a†
p,λ

将 Aµ(x) 的平面波展开式改写成

Aµ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
σ=0,3

eµ(p, σ)
(
bp,σe−ip·x + b†p,σeip·x

)
+

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±

[
εµ(p, λ)ap,λe−ip·x + εµ∗(p, λ)a†

p,λeip·x
]

第一行对应于非物理极化态，第二行对应于两种物理的圆极化态
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单粒子螺旋度本征态
引入物理的单粒子态 |p, λ⟩ ≡

√
2Ep a

†
p,λ |0⟩, λ = ±

类似于有质量矢量场的情况，可以推出 (p̂ · J) |p, λ⟩ = λ |p, λ⟩, λ = ±

即 |p, λ⟩ 是本征值为 λ 的螺旋度本征态
因此新定义的湮灭算符 ap,± 正是螺旋度 λ = ± 所对应的湮灭算符

此外，容易推出
2∑

σ=1

b†p,σbp,σ =
∑
λ=±

a†
p,λap,λ

因而物理态 |Ψ⟩ 的能量期待值和动量期待值也能表示为

⟨Ψ|H |Ψ⟩ =
∫

d3p

(2π)3
Ep
∑
λ=±

⟨Ψ| a†
p,λap,λ |Ψ⟩+ Evac ⟨Ψ|Ψ⟩

⟨Ψ|P |Ψ⟩ =
∫

d3p

(2π)3
p
∑
λ=±

⟨Ψ| a†
p,λap,λ |Ψ⟩
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