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量子 Poincaré 变换 Lorentz 代数和 Poincaré 代数 粒子态 有质量的粒子 无质量的粒子

第 3 章　 Poincaré 对称性与粒子态

本章介绍相对论性量子理论必须满足的 Poincaré 对称性

首先研究量子 Poincaré 变换

相关讨论会涉及到量子 Lorentz 变换、Lorentz 代数和 Poincaré 代数

Lorentz 代数与 Lorentz 群的表示理论密切相关，而后者对于深入理解各种量子
场是必要的知识

在量子理论中，粒子由 Hilbert 空间中的态矢描述

相对论性的粒子运动与量子 Poincaré 变换对态矢的作用有关，由此可以为单粒子
态分类
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量子 Poincaré 变换 Lorentz 代数和 Poincaré 代数 粒子态 有质量的粒子 无质量的粒子

3.1 节　量子 Poincaré 变换
1.7.2 小节提到，时空坐标的 Poincaré 变换 (Λ, a) 为 x′µ = Λµ

νx
ν + aµ

它是 Lorentz 变换 Λ 和时空平移变换 a 的组合
如果量子系统具有 Poincaré 对称性，即同时具有 Lorentz 对称性和时空平移对

称性，那么 Poincaré 变换 (Λ, a) 在物理 Hilbert 空间中诱导出态矢 |Ψ⟩ 的线性幺正
变换 ∣∣Ψ′〉 = U(Λ, a) |Ψ⟩ ，其中 Λ 为固有保时向 Lorentz 变换

U(Λ, a) 描述量子 Poincaré 变换，它是一个线性幺正算符，满足
U†(Λ, a)U(Λ, a) = U(Λ, a)U†(Λ, a) = I, U−1(Λ, a) = U†(Λ, a)

U(Λ, a) 的幺正性保证态矢的内积在量子 Poincaré 变换下不变〈
Ψ′|Ψ′〉 = ⟨Ψ|U†(Λ, a)U(Λ, a) |Ψ⟩ = ⟨Ψ|Ψ⟩

U(1, 0) = I 是恒等算符，U(1, a) 描述量子时空平移变换
aµ = 0 对应于 Lorentz 变换，因此 U(Λ) ≡ U(Λ, 0) 描述量子 Lorentz 变换
它满足 U−1(Λ) = U†(Λ)
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同态关系
对时空坐标先作 Poincaré 变换 (Λ1, a1)，得到 x′µ = (Λ1)

µ
νx

ν + aµ
1

再作 Poincaré 变换 (Λ2, a2)，推出

x′′µ = (Λ2)
µ
νx

′ν +aµ
2 = (Λ2)

µ
ν [(Λ1)

ν
ρx

ρ+aν
1 ]+aµ

2 = (Λ2Λ1)
µ
νx

ν +(Λ2)
µ
νa

ν
1 + aµ

2

这相当于作 Poincaré 变换 (Λ2Λ1,Λ2a1 + a2)

，而 Poincaré 对称性的存在意味
着同态关系

U(Λ2, a2)U(Λ1, a1) = U(Λ2Λ1,Λ2a1 + a2), U(Λ2)U(Λ1) = U(Λ2Λ1)

将 U(Λ, a) 视作无限维矩阵，则集合 {U(Λ, a)} 和 {U(Λ)} 分别构成 Poincaré 群
和 Lorentz 群的无限维幺正线性表示。根据

U−1(Λ, a)U(Λ, a) = I = U(1, 0) = U(Λ−1Λ,Λ−1a−Λ−1a) = U(Λ−1,−Λ−1a)U(Λ, a)

推出逆变换算符
U−1(Λ, a) = U(Λ−1,−Λ−1a), U−1(Λ) = U(Λ−1)
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生成元算符

Brook Taylor
(1685–1731)

无穷小 Lorentz 变换 Λµ
ν = δµν + ωµ

ν 的矩阵形式是 Λ = 1 + ω

无穷小时空平移变换表达为 aµ = εµ，其中 ω 和 εµ 是无穷小量
从而，无穷小 Poincaré 变换 (1 + ω, ε) 诱导的无穷小幺正算符为

U(1 + ω, ε) = I+ ωµν
∂U(Λ, a)

∂ωµν

∣∣∣∣
ωµν=εµ=0

+ εµ
∂U(Λ, a)

∂εµ

∣∣∣∣
ωµν=εµ=0

= I− i
2
ωµνJ

µν + iεµPµ

这是在 (ωµν , εµ) = (0, 0) 附近对 U(Λ, a) 作 Taylor 级数
上式只展开到 ωµν 和 εµ 的一阶项，而

Jµν ≡ 2i ∂U(Λ, a)

∂ωµν

∣∣∣∣
ωµν=εµ=0

和 Pµ ≡ −i ∂U(Λ, a)

∂εµ

∣∣∣∣
ωµν=εµ=0

分别是量子 Lorentz 变换和量子时空平移变换的生成元算符
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Jµν 和 P µ 的厄米性

根据 1.7.3 小节讨论，实参数 ωµν 是反对称的，故 Jµν = 2i ∂U(Λ, a)

∂ωµν

∣∣∣∣
ωµν=εµ=0

也是反对称的，Jµν = −Jνµ

于是，Jµν 有 6 个独立分量，而 Pµ 有 4 个独立分量

由 U(1 + ω, ε) 的幺正性推出

I = U†(1 + ω, ε)U(1 + ω, ε)

=

[
I+ i

2
ωµν(J

µν)† − iεµ(Pµ)†
] [

I− i
2
ωµνJ

µν + iεµPµ

]
= I+ i

2
ωµν [(J

µν)† − Jµν ]− iεµ[(Pµ)† − Pµ]

最后一步忽略了 ωµν 和 εµ 的二阶项

可见，(Jµν)† = Jµν，(Pµ)† = Pµ，即 Jµν 和 Pµ 的所有分量都是厄米算符
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无穷小变换的相似变换
根据逆变换表达式和同态关系 U(Λ2, a2)U(Λ1, a1) = U(Λ2Λ1,Λ2a1 + a2)，有

U−1(Λ, a)U(1 + ω, ε)U(Λ, a) = U(Λ−1,−Λ−1a)U [(1 + ω)Λ, (1 + ω)a+ ε]

= U{Λ−1(1 + ω)Λ,Λ−1[(1 + ω)a+ ε]− Λ−1a}

= U(1 + Λ−1ωΛ,Λ−1ωa+ Λ−1ε)

对上式左边和最后一步分别展开，得
U−1(Λ, a)U(1 + ω, ε)U(Λ, a) = U−1(Λ, a)

(
I− i

2
ωµνJ

µν + iεµPµ

)
U(Λ, a)

= I− i
2
ωµνU

−1(Λ, a)JµνU(Λ, a) + iεµU−1(Λ, a)PµU(Λ, a)

U(1 + Λ−1ωΛ,Λ−1ωa+ Λ−1ε) = I− i
2
(Λ−1ωΛ)µνJ

µν + i(Λ−1ωa+ Λ−1ε)µP
µ

利用 (Λ−1)αβ = gασgβρΛ
ρ
σ，有

(Λ−1ωΛ)µνJ
µν = gµα(Λ

−1ωΛ)ανJ
µν = gµα(Λ

−1)αβω
β
γΛ

γ
νJ

µν

= gµαg
ασgβρΛ

ρ
σω

β
γΛ

γ
νJ

µν = Λρ
µωργΛ

γ
νJ

µν = ωµνΛ
µ
ρΛ

ν
σJ

ρσ
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Jµν 和 P µ 的 Poincaré 变换
(Λ−1ωa+ Λ−1ε)µP

µ = gµν(Λ
−1)νρ(ω

ρ
σa

σPµ + ερPµ)

= gµνg
νβgραΛ

α
β(ω

ρ
σa

σPµ + ερPµ)

= δβµΛ
α
β(ωασa

σPµ + εαP
µ) = ωασΛ

α
µa

σPµ + εαΛ
α
µP

µ

=
1

2
ωµν(Λ

µ
ρa

νP ρ − Λν
ρa

µP ρ) + εµΛ
µ
νP

ν

故 U(1 + Λ−1ωΛ,Λ−1ωa+ Λ−1ε)

= I− i
2
(Λ−1ωΛ)µνJ

µν + i(Λ−1ωa+ Λ−1ε)µP
µ

= I− i
2
ωµν(Λ

µ
ρΛ

ν
σJ

ρσ − Λµ
ρa

νP ρ + Λν
ρa

µP ρ) + iεµΛµ
νP

ν

与 U−1(Λ, a)U(1 + ω, ε)U(Λ, a)

= I− i
2
ωµνU

−1(Λ, a)JµνU(Λ, a) + iεµU−1(Λ, a)PµU(Λ, a)

比较，推出 U−1(Λ, a)JµνU(Λ, a) = Λµ
ρΛ

ν
σJ

ρσ − Λµ
ρa

νP ρ + Λν
ρa

µP ρ

U−1(Λ, a)PµU(Λ, a) = Λµ
νP

ν
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Jµν 和 P µ 的 Lorentz 变换
取 aµ = 0，得

U−1(Λ)JµνU(Λ) = Λµ
ρΛ

ν
σJ

ρσ

U−1(Λ)PµU(Λ) = Λµ
νP

ν

因此，生成元算符 Jµν 和 Pµ 在 |Ψ′⟩ = U(Λ) |Ψ⟩ 中的期待值与它们在 |Ψ⟩ 中的
期待值之间的关系为

〈
Ψ′∣∣ Jµν

∣∣Ψ′〉 = ⟨Ψ|U−1(Λ)JµνU(Λ) |Ψ⟩ = Λµ
ρΛ

ν
σ ⟨Ψ| Jρσ |Ψ⟩〈

Ψ′∣∣Pµ
∣∣Ψ′〉 = ⟨Ψ|U−1(Λ)PµU(Λ) |Ψ⟩ = Λµ

ν ⟨Ψ|P ν |Ψ⟩

可将 U−1(Λ)JµνU(Λ) 和 U−1(Λ)PµU(Λ) 分别看作由态矢的量子 Lorentz 变换
诱导出来的 Jµν 和 Pµ 算符的 Lorentz 变换，

J ′µν ≡ U−1(Λ)JµνU(Λ) = Λµ
ρΛ

ν
σJ

ρσ, P ′µ ≡ U−1(Λ)PµU(Λ) = Λµ
νP

ν

这表明 Jµν 是一个 2 阶 Lorentz 张量，而 Pµ 是一个 Lorentz 矢量
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量子 Poincaré 变换 Lorentz 代数和 Poincaré 代数 粒子态 有质量的粒子 无质量的粒子

3.2 节 Lorentz 代数和 Poincaré 代数
研究 U−1(Λ, a)JµνU(Λ, a) = Λµ

ρΛ
ν
σJ

ρσ −Λµ
ρa

νP ρ + Λν
ρa

µP ρ 的无穷小形式
考虑无穷小 Poincaré 变换，忽略二阶小量，U−1(Λ, a)JµνU(Λ, a) 化为

U−1(1 + ω, ε)JµνU(1 + ω, ε)

=

(
I+ i

2
ωγδJ

γδ − iεγP γ

)
Jµν

(
I− i

2
ωαβJ

αβ + iεαPα

)
= Jµν − i

2
ωαβJ

µνJαβ +
i
2
ωγδJ

γδJµν + iεαJµνPα − iεγP γJµν

= Jµν − i
2
ωρσ[J

µν , Jρσ] + iερ[Jµν , P ρ]

利用 Jµν 和 ωµν 的反对称性，Λµ
ρΛ

ν
σJ

ρσ 变成
(1 + ω)µρ(1 + ω)νσJ

ρσ

= (δµρ + ωµ
ρ)(δ

ν
σ + ων

σ)J
ρσ = δµρδ

ν
σJ

ρσ + δµρω
ν
σJ

ρσ + ωµ
ρδ

ν
σJ

ρσ

= Jµν + ων
σJ

µσ + ωµ
ρJ

ρν = Jµν + ωρσg
νρJµσ + ωσρg

µσJρν

= Jµν + ωρσ(g
νρJµσ + gµσJνρ)
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量子 Poincaré 变换 Lorentz 代数和 Poincaré 代数 粒子态 有质量的粒子 无质量的粒子

生成元算符的对易关系
利用 ωµν 的反对称性，得

(1 + ω)µρ(1 + ω)νσJ
ρσ = Jµν + ωρσ(g

νρJµσ + gµσJνρ)

= Jµν +
1

2
ωρσ(g

νρJµσ + gµσJνρ) +
1

2
ωσρ(g

νσJµρ + gµρJνσ)

= Jµν +
1

2
ωρσ(g

νρJµσ + gµσJνρ − gνσJµρ − gµρJνσ)

−Λµ
ρa

νP ρ + Λν
ρa

µP ρ 化为

−(1 + ω)µρε
νP ρ + (1 + ω)νρε

µP ρ = −(δµρ + ωµ
ρ)ε

νP ρ + (δνρ + ων
ρ)ε

µP ρ

= −ενPµ + εµP ν = −ερ(g
νρPµ − gµρP ν)

比较上面各式，由 ωρσ 和 ερ 的任意性推出生成元算符的对易关系

[Jµν , Jρσ] = i(gνρJµσ − gµρJνσ − gνσJµρ + gµσJνρ)

[Jµν , P ρ] = i(gνρPµ − gµρP ν)
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量子 Poincaré 变换 Lorentz 代数和 Poincaré 代数 粒子态 有质量的粒子 无质量的粒子

Lorentz 代数

线性空间+矢量乘法
=代数

J
23

J
31

J
12

J
01

J
02

J
03

可将 Jµν 和 Jρσ 的对易关系改写为

[Jµν , Jρσ] = i(gνρJµσ − gµρJνσ − gνσJµρ + gµσJνρ)

= i[gνρJµσ − (µ ↔ ν)]− (ρ ↔ σ)

(µ ↔ ν) 表示将前面的项 gνρJµσ 的指标 µ 和 ν 对调，
得到 gµρJνσ

同理，(ρ ↔ σ) 表示将前面的项 i(gνρJµσ − gµρJνσ) 的
指标 ρ 和 σ 对调，得到 i(gνσJµρ − gµσJνρ)

这个等式右边既关于 µ 和 ν 反对称，也关于 ρ 和 σ 反
对称，而且关于 (µ, ν) 和 (ρ, σ) 反对称，这样的反对称性
与等式左边一致

以生成元 Jµν 的 6 个独立分量作为基底张成线性空间，
空间中的任意矢量是 Jµν 的线性组合，用以上对易关系定义矢量乘法，则任意矢量
乘积仍是此空间中的矢量，即乘法运算是封闭的，称此线性空间为 Lorentz 代数
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量子 Poincaré 变换 Lorentz 代数和 Poincaré 代数 粒子态 有质量的粒子 无质量的粒子

Lie 群

Sophus Lie
(1842–1899)

Lie 群是一类特殊的连续群
n 维 Lie 群的群空间由 n 个独立的连续实参数 θa (a = 1, 2 · · · , n) 描述，具有

n 维微分流形的结构
O(N) 和 SO(N) 是 N(N − 1)/2 维 Lie 群
U(N) 是 N2 维 Lie 群，SU(N) 是 N2 − 1 维 Lie 群

对于 n 维 Lie 群的一个 m 维线性表示，在单位矩阵 1 附
近，无穷小变换对应的表示矩阵可展开为

1 + iθata +O(θaθb)

ta 是 n 个独立的 m 阶生成元矩阵，具有对易关系

[ta, tb] = ifabctc, a, b, c = 1, 2 · · · , n

fabc 是一组实数，称为结构常数 (structure constant)，满足 fabc = −f bac
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量子 Poincaré 变换 Lorentz 代数和 Poincaré 代数 粒子态 有质量的粒子 无质量的粒子

Lie 代数

GB2 .®-�r¬¯

GB2 O�®�Ý�¯

不同维的线性表示具有不同阶的生成元矩阵
同一个 Lie 群所有非平庸表示的结构常数都是一样的，它们描述 Lie 群的局域性质
如果一个 Lie 群是 Abel 群，则结构常数都是零

生成元的对易子也称为 Lie 括号，是一种乘法运算
以生成元为基底张成的线性空间对 Lie 括号运算是

封闭的，构成代数，称为 Lie 代数
Lie 代数刻画 Lie 群在恒元附近的局域结构
Lorentz 群是一个 6 维 Lie 群
它对应的 Lie 代数就是 Lorentz 代数
Lorentz 群任何线性表示的生成元都要满足相同形式的 Lorentz 代数关系

[Jµν , Jρσ] = i(gνρJµσ − gµρJνσ − gνσJµρ + gµσJνρ)

反过来，通过构造满足上式的生成元矩阵，就可以得到 Lorentz 群的线性表示
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量子 Poincaré 变换 Lorentz 代数和 Poincaré 代数 粒子态 有质量的粒子 无质量的粒子

三维矢量生成元算符
把生成元算符 Jµν 的 6 个独立分量组合成 2 个三维矢量算符

J i ≡ 1

2
εijkJjk, Ki ≡ J0i

即 J = (J23, J31, J12)，K = (J01, J02, J03)

纯空间部分的生成元 J i 与 Jj 的对易关系为

[J i, Jj ] =
1

4
εiklεjmn[Jkl, Jmn] =

i
4
εiklεjmn{[glmJkn − (k ↔ l)]− (m ↔ n)}

=
i
2
εiklεjmn[glmJkn − (k ↔ l)] = iεiklεjmnglmJkn = −iεiklεjlnJkn

= iεiklεjnlJkn = i(δijδkn − δinδkj)Jkn = −iJji = iJ ij

由 J23 = J1 = ε231J1、J31 = J2 = ε312J2 和 J12 = J3 = ε123J3 归纳出
J ij = εijkJk

从而得到
[J i, Jj ] = iεijkJk
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量子旋转变换
引入 2 个三维矢量 θi ≡ −1

2
εijkωjk, ξi ≡ −ω0i

即 θ = (−ω23,−ω31,−ω12), ξ = (−ω01,−ω02,−ω03)

θ1 = −ω23、θ2 = −ω31、θ3 = −ω12 分别是绕 x 轴、y 轴、z 轴转动的角度
ξ1 = −ω01、ξ2 = −ω02、ξ3 = −ω03 分别是沿 x 轴、y 轴、z 轴增速的快度
从而，无穷小量子 Lorentz 变换化为

U(1 + ω) = I− i
2
ωµνJ

µν

= I− iω23J
23 − iω31J

31 − iω12J
12 − iω01J

01 − iω02J
02 − iω03J

03

= I+ iθ · J + i ξ · K

对于绕 z 轴的旋转变换 Rz(θ
3)，θ1 = θ2 = ξi = 0，而 θ3 取有限值

则 U [Rz(θ
3)] = I+ iθ3J3 +O[(θ3)2]，故 dU [Rz(θ

3)]

dθ3

∣∣∣∣
θ3=0

= iJ3

满足上式和 U [Rz(0)] = I 的量子旋转变换是 U [Rz(θ
3)] = exp(iθ3J3)
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eA+B = eAeB 对 [A,B] = 0 成立
若两个算符 A 和 B 相互对易，即 [A,B] = 0，则二项式定理给出

(A+B)n =
n∑

j=0

n!

j!(n− j)!
AjBn−j

阶乘的定义可以推广到负整数：对于整数 m < 0，定义 m! → ∞，则 1

m!
→ 0

从而，对于 j > n，有 [(n− j)!]−1 → 0

这样一来，可以将以上级数化成无穷级数，(A+B)n =
∞∑
j=0

n!

j!(n− j)!
AjBn−j

由此推出 eA+B =

∞∑
n=0

1

n!
(A+B)n =

∞∑
n=0

1

n!

∞∑
j=0

n!

j!(n− j)!
AjBn−j

=

∞∑
j=0

Aj

j!

[
∞∑

n=0

Bn−j

(n− j)!

]
= eAeB

即 eA+B = eAeB 对 [A,B] = 0 成立

值得注意的是，上式不仅对相互对易的算符成立，也对相互对易的同阶方阵成立
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相继作两次量子旋转变换

现在考虑对态矢相继作两次绕 z 轴的量子旋转变换，由 [J3, J3] = 0 推出

U [Rz(θ̃
3)]U [Rz(θ

3)] = exp(iθ̃3J3) exp(iθ3J3) = exp[i(θ3 + θ̃3)J3] = U [Rz(θ
3 + θ̃3)]

上式表明，绕着 z 轴先转动 θ3 角，再转动 θ̃3 角

就相当于绕着 z 轴直接转动角度 θ3 + θ̃3，这样的结果是正确的

因而将量子旋转变换表达成指数形式 U [Rz(θ
3)] = exp(iθ3J3) 是合理的
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总角动量算符

1.7.3 小节提到，空间旋转对称性对应着角动量守恒定律

U [Rz(θ
3)] = exp(iθ3J3) 表明 J3 就是总角动量算符在 z 轴上的分量

同理，J1 和 J2 分别是总角动量算符在 x 轴和 y 轴上的分量

也就是说，生成元算符 J 就是总角动量算符

空间旋转群 SO(3) 是固有保时向 Lorentz 群在纯空间部分的子群

总角动量算符 J 是量子空间旋转变换的生成元算符

[J i, Jj ] = iεijkJk 就是 3 维 Lie 群 SO(3) 的 Lie 代数关系

相应的结构常数是 Levi-Civita 符号 εijk
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SU(2) 群的基础表示

Wolfgang Ernst Pauli
(1900–1958)

SO(3) 群 与 3 维 Lie 群 SU(2) 有着紧密的联系

在 SU(2) 群基础表示中，生成元矩阵表达为 τ i ≡ σi

2

其中 σi 是 3 个 2× 2 的 Pauli 矩阵，

σ1 ≡

(
1

1

)
, σ2 ≡

(
−i

i

)
, σ3 ≡

(
1

−1

)

它们都是既厄米又幺正的，(σi)−1 = (σi)† = σi

Pauli 矩阵的两两乘积为
(σ1)2 = (σ2)2 = (σ3)2 = 1

σ1σ2 = iσ3, σ2σ3 = iσ1, σ3σ1 = iσ2

σ2σ1 = −iσ3, σ3σ2 = −iσ1, σ1σ3 = −iσ2

归纳起来，有 σiσj = δij + iεijkσk ，右边第一项省略了 2× 2 单位矩阵 1
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量子 Poincaré 变换 Lorentz 代数和 Poincaré 代数 粒子态 有质量的粒子 无质量的粒子

SU(2) 和 SO(3) 的局域性质

由 σiσj = δij + iεijkσk 推出

[σi, σj ] = iεijkσk − iεjikσk = 2iεijkσk

{σi, σj} ≡ σiσj + σjσi = 2δij + iεijkσk + iεjikσk = 2δij

于是，SU(2) 生成元 τ i 的对易关系为

[τ i, τ j ] =
1

4
[σi, σj ] =

i
2
εijkσk = iεijkτk

与 [J i, Jj ] = iεijkJk 比较发现，SU(2) 群的 Lie 代数关系与 SO(3) 群完全一致

这意味着 SU(2) 群在恒元附近的局域性质与 SO(3) 群一样
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量子 Poincaré 变换 Lorentz 代数和 Poincaré 代数 粒子态 有质量的粒子 无质量的粒子

单连通和双连通

但是，SU(2) 群的整体拓扑性质与 SO(3) 群不一样

SU(2) 和 SO(3) 的群空间都是连通的，根据 1.3 节的说法，它们都是简单 Lie 群

更仔细地讲，SU(2) 的群空间是单连通的

连接群空间中两点的任意两条曲线可以连续地形变成彼此

等价地，群空间内任意一条闭合曲线可以连续地收缩为一点

SO(3) 的群空间是双连通的，即连通度为 2

连接群空间中两点的曲线分成 2 类，同一类曲线能够连续
地变化成彼此，不同类曲线则不能

相应地，闭合曲线也分为 2 类，有一类能连续收缩成一点，
另一类不能
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量子 Poincaré 变换 Lorentz 代数和 Poincaré 代数 粒子态 有质量的粒子 无质量的粒子

SO(3) 群空间

π

π

⇔

π

动画演示

具体来说，SO(3) 的群空间是半径为 π 的球体
每一点的两个角度坐标代表转动轴的方向，径向坐标代表绕轴转动的角度
由于绕某个轴转动 π 角与绕方向相反的另一个轴转动 π 角这两个旋转变换是一

样的，球面上直径两端的点对应于同一个群元，这样的点称为对径点

如果一条闭合曲线上的点都不在球面上，那么曲线可以连续收缩成一点
如果一条闭合曲线通过球面上的某个点跳跃到它的对径点以形成闭合路径，那么

对曲线进行连续形变时，参与跳跃的两个对径点只能成对地在球面上移
动，不能通过连续形变消除这种跳跃，于是曲线不能连续收缩成一点
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量子 Poincaré 变换 Lorentz 代数和 Poincaré 代数 粒子态 有质量的粒子 无质量的粒子

覆盖群

2π

b
b

b

bX
X
X

Ù². G
′

. G

n : 1 ±³

SU(2) 的群空间是半径为 2π 的球体，球面上所有的点都对应于群元 −1，见习
题 3.3 和 3.5

即使一条闭合曲线包含两个在球面上跳跃的点，在连续形变时这两个点可以在球
面上自由移动，从而合成一个点，消除跳跃
故任意闭合曲线能够连续收缩为一点，即连通度为 1

在数学上可以证明，如果简单 Lie 群 G 的群空间
是 n 度连通的 (n > 1)，那么必然存在一个单连通的
简单 Lie 群 G′ 与之同态，G′ ∼ G

同态对应关系为 n : 1，即 G′ 中的 n 个元素对应
于 G 中的 1 个元素
此时称 G′ 为 G 的覆盖群 (covering group)

而 G′ 的忠实表示是 G 的 n 值表示，G′ 与 G

具有相同的 Lie 代数
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SU(2) 与 SO(3) 的同态关系

b
b

b

bX
X
X

. G êê�� D(G)

n : 1 ±³

b

b
b

b

X
X
X

. G
n l�� D(G)

1 : n R�

b

b
b

al(2)
aP(3)

2 : 1 ±³

在群的线性表示中，群元与表示矩阵之间具有一对一或者多对一的同态对应关系

但是，在群的 n 值表示中，群元与表示矩阵之间具有 1 : n 的对应关系

因此，n 值表示不是线性表示

SU(2) 群与 SO(3) 群具有一种 2 : 1 的同态关系，SU(2) ∼ SO(3)，见习题 3.4

SO(3) 任意一个群元同态地对应于 SU(2) 的两个群元

因此 SU(2) 是 SO(3) 的覆盖群，SU(2) 的忠实表示是 SO(3) 的双值表示
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增速算符
回到生成元算符的讨论，K 是增速算符，总角动量算符 J 与它的对易关系为

[J i,Kj ] =
1

2
εikl[Jkl, J0j ] =

i
2
εikl{[gl0Jkj − (k ↔ l)]− (0 ↔ j)}

= iεikl[gl0Jkj − (0 ↔ j)] = iεikl(gl0Jkj − gljJk0) = −iεiklgljJk0

= iεikjJk0 = iεijkJ0k = iεijkKk

而 K 自身的对易关系为

[Ki,Kj ] = [J0i, J0j ] = i(gi0J0j − g00J ij − gijJ00 + g0jJ i0)

= −iJ ij = −iεijkJk

归纳起来，有

[J i, Jj ] = iεijkJk, [J i,Kj ] = iεijkKk, [Ki,Kj ] = −iεijkJk

这是 Lorentz 代数关系的另一种表达方式，符合标准形式 [ta, tb] = ifabctc

可见，三个生成元 J i 自己就可以构成封闭的代数，而三个生成元 Ki 不能
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对易子 [P µ, Jρσ] 和 [P µ, P ν]

下面研究 U−1(Λ, a)PµU(Λ, a) = Λµ
νP

ν 的无穷小形式
考虑无穷小 Poincaré 变换，忽略二阶小量，U−1(Λ, a)PµU(Λ, a) 化为

U−1(1 + ω, ε)PµU(1 + ω, ε)

=

(
I+ i

2
ωγδJ

γδ − iεγP γ

)
Pµ

(
I− i

2
ωαβJ

αβ + iεαPα

)
= Pµ − i

2
ωαβP

µJαβ +
i
2
ωγδJ

γδPµ + iεαPµPα − iεγP γPµ

= Pµ − i
2
ωρσ[P

µ, Jρσ] + iεν [Pµ, P ν ]

Λµ
νP

ν 变成 (1 + ω)µνP
ν = Pµ + ωµ

νP
ν = Pµ + ωρσg

µρPσ

= Pµ +
1

2
ωρσ(g

µρPσ − gµσP ρ)

两相比较，由 ωµν 和 εµ 的任意性推出生成元算符的对易关系
[Pµ, Jρσ] = i(gµρPσ − gµσP ρ), [Pµ, P ν ] = 0

注意，第一个对易关系等价于前面推出的 [Jµν , P ρ] = i(gνρPµ − gµρP ν)
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Poincaré 代数
以生成元 Jµν 和 Pµ 的 10 个独立分量作为基底张成线性空间，用对易关系

[Jµν , Jρσ] = i(gνρJµσ − gµρJνσ − gνσJµρ + gµσJνρ)

[Pµ, Jρσ] = i(gµρPσ − gµσP ρ), [Pµ, P ν ] = 0

定义矢量乘法，就构成了 Poincaré 代数，这是 10 维 Poincaré 群的 Lie 代数
Lorentz 代数是 Poincaré 代数的子代数

令 H ≡ P 0，则 Pµ = (H,P)，进一步推出

[P i, Jj ] = iεijkP k, [P i,Kj ] = iδijH, [H,Ki] = iP i

[H, J i] = [H,P i] = [P i, P j ] = 0

结合 Lorentz 代数关系
[J i, Jj ] = iεijkJk, [J i,Kj ] = iεijkKk, [Ki,Kj ] = −iεijkJk

就得到 Poincaré 代数关系的另一种表达方式
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量子时间平移变换

当 ωµν = 0 而 aµ = (t∗, 0) 时，Pµ ≡ −i ∂U(Λ, a)

∂εµ

∣∣∣∣
ωµν=εµ=0

意味着

dU(1, a)
dt∗

∣∣∣∣
t∗=0

= iH

满足上式和 U(1, 0) = I 的量子时间平移变换是

U(1, a) = exp(iHt∗)

它的作用是将态矢从 t 时刻平移到 t′ = t+ t∗ 时刻

1.7.2 小节提到，时间平移对称性对应着能量守恒定律

因而生成元算符 H 就是哈密顿量算符

余钊焕 （中山大学） 第 3 章　 Poincaré 对称性与粒子态 29 / 75



量子 Poincaré 变换 Lorentz 代数和 Poincaré 代数 粒子态 有质量的粒子 无质量的粒子

量子空间平移变换
当 ωµν = 0 而 aµ = (0, x∗) 时，

Pµ ≡ −i ∂U(Λ, a)

∂εµ

∣∣∣∣
ωµν=εµ=0

意味着 ∂U(1, a)
∂xi

∗

∣∣∣∣
x∗=0

= −iP i

注意到 [P i, P j ] = 0，满足上式和 U(1, 0) = I 的量子空间平移变换表达为

U(1, a) = exp(−iP 1x1
∗) exp(−iP 2x2

∗) exp(−iP 3x3
∗) = exp(−i P · x∗)

它将态矢从 x 位置平移到 x′ = x+ x∗ 位置，空间平移对称性对应着动量守恒定律
因此生成元算符 P 就是动量算符，从而 Pµ = (H,P) 是四维动量算符

在量子力学中，与哈密顿量对易的不含时力学量是守恒量
于是 [H,P] = [H, J] = 0 意味着动量和总角动量都是守恒量
由于 [H,P] = 0，一般的量子时空平移变换可表达为

U(1, a) = exp(iHt∗) exp(−i P · x∗) = exp(iPµaµ)，满足 ∂U(1, a)
∂aµ

∣∣∣∣
aµ=0

= iPµ
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∣∣∣∣
ωµν=εµ=0
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∗

∣∣∣∣
x∗=0

= −iP i
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一般场算符的量子时空平移变换
考虑时空平移变换 x′µ = xµ + aµ 对一般场算符 Φa(x) 的作用
对于经典场，有 Φ′

a(x
′) = Φ′

a(x+ a) = Φa(x)，它对应的算符表达式为

Φ′
a(x

′) = U−1(1, a)Φa(x
′)U(1, a) = Φa(x)

注意这里的相似变换类似于 P ′µ ≡ U−1(Λ)PµU(Λ) = Λµ
νP

ν

等价地，有
Φa(x+ a) = U(1, a)Φa(x)U

−1(1, a)

无穷小变换 x′µ = xµ + εµ 对应的量子时空平移变换是 U(1, ε) = I+ iεµPµ

右边化为 U(1, a)Φa(x)U
−1(1, a) = (I+ iεµPµ)Φa(x)(I− iεµPµ)

= Φa(x)− iεµΦa(x)P
µ + iεµPµΦa(x) = Φa(x)− iεµ[Φa(x), P

µ]

在 xµ 处将左边展开到 εµ 的一阶项，得 Φa(x+ a) = Φa(x) + εµ∂
µΦa(x)

两相比较，给出
[Φa(x), P

µ] = i∂µΦa(x)
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量子 Poincaré 变换与 Noether 定理
对易关系 [Φa(x), P

µ] = i∂µΦa(x) 表明，一般场算符 Φa(x) 与四维动量算符 Pµ

的对易子相当于将四维动量微分算符 i∂µ 作用在 Φa(x) 上

取 µ = 0，得到 i ∂

∂t
Φa(x) = [Φa(x), H]，这就是 Heisenberg 运动方程，可见它

是时间平移对称性的推论

对于实标量场 ϕ(x)，对易关系化为
[ϕ(x), Pµ] = i∂µϕ(x)

这与 2.3.3 小节中推出的结果相同
而那里哈密顿量和总动量的定义遵循 1.7.2 小节中由 Noether 定理给出的表达式
可见，通过 Noether 定理得出的哈密顿量和总动量与本章用量子 Poincaré 变换

定义的哈密顿量算符 H 和动量算符 P 是一致的
可以验证，通过 Noether 定理得出的 Lorentz 对称性的守恒荷 Jµν 与本章定义

的生成元算符 Jµν 也是一致的
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3.3 节　粒子态
粒子在 Minkowski 时空中运动，Minkowski 时空的对称性由 Poincaré 群描述
不同种类的粒子由质量、自旋和一些与内部对称性相关的量子数（如电荷、轻子

数、重子数等）加以区分
本节讨论如何通过 Poincaré 对称性为粒子分类，将会得到以下结论
每个粒子具有一定的四维动量和自旋分量的本征值，后者是表征自旋极化态的量

子数
对粒子作空间旋转或 Lorentz 增速变换时，四维动量会发生变化，而自旋极化量

子数有可能改变，变化方式由相应的 Lorentz 变换决定
但质量、自旋和内部量子数不会改变

当 Λ = 1 时，U−1(Λ, a)PµU(Λ, a) = Λµ
νP

ν 化为 U−1(1, a)PµU(1, a) = Pµ

因此四维动量算符 Pµ 在量子时空平移变换下不变，内积 P 2 = PµPµ 也不变
此外，P 2 还是 Lorentz 标量，于是它的本征值 p2 是 Poincaré 变换的不变量
对单个粒子而言，质壳关系表明 p2 = m2，则这个不变量是粒子质量 m 的平方
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粒子与粒子态

Eugene Wigner
(1902–1995)

实际上，粒子态由 Poincaré 群的不可约幺正表示描述

1939 年 Eugene Wigner 完成了这些表示的分类工作

一个粒子可以用一组在量子 Poincaré 变换下相互转化的
态矢 {|Ψσ(p

µ)⟩} 来定义，其中四维动量 pµ 是四维动量算
符 Pµ 在态矢 |Ψσ(p

µ)⟩ 上的本征值，

Pµ |Ψσ(p
µ)⟩ = pµ |Ψσ(p

µ)⟩

而指标 σ 表征其它相关自由度，通常取分立值

2.3.4 小节定义的标量场单粒子态 |p⟩ 就是这样的态矢
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粒子态的 Poincaré 变换
在量子时空平移变换的作用下，单粒子态 |Ψσ(p

µ)⟩ 变换为

U(1, a) |Ψσ(p
µ)⟩ = eiPµaµ |Ψσ(p

µ)⟩ = eipµaµ |Ψσ(p
µ)⟩

只出现相位上的改变

另一方面，用量子 Lorentz 变换 U(Λ) 作用得到单粒子态 U(Λ) |Ψσ(p
µ)⟩，满足

PµU(Λ) |Ψσ(p
µ)⟩ = U(Λ)U−1(Λ)PµU(Λ) |Ψσ(p

µ)⟩ = Λµ
νU(Λ)P ν |Ψσ(p

µ)⟩

= Λµ
νp

νU(Λ) |Ψσ(p
µ)⟩

因此，U(Λ) |Ψσ(p
µ)⟩ 的四维动量本征值为 Λµ

νp
ν

这意味着它必定是态矢 |Ψσ′(Λµ
νp

ν)⟩ 的线性组合，即

U(Λ) |Ψσ(p
µ)⟩ =

∑
σ′

Cσ′σ(Λ, p)|Ψσ′(Λµ
νp

ν)⟩

通过下面的方法可以得到系数 Cσ′σ(Λ, p) 的形式
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标准四维动量
在固有保时向 Lorentz 变换下，pµ 的内积 p2 不变，p0 的符号也不会改变
它们是所有惯性参考系的不变量
p2 的每个数值和 p0 的每种符号决定了一组四维动量 {pµ}，彼此之间由固有保

时向 Lorentz 变换联系着，可以选取一个标准四维动量 kµ ∈ {pµ}，使得

pµ = V µ
ν(p)k

ν

V µ
ν 是依赖于 pµ 的固有保时向 Lorentz 变换

从而，标准四维动量 kµ 代表了这组可用于描述粒子的四维动量 {pµ}

可以将 {pµ} 中任意元素 pµ 对应的单粒子态 |Ψσ(p
µ)⟩ 定义为

|Ψσ(p
µ)⟩ ≡ N(p)U [V (p)]|Ψσ(k

µ)⟩

N(p) 是依赖于 pµ 的归一化因子
左右两边出现同个指标 σ，实际上以此规定指标 σ 与四维动量 pµ 之间的关系
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小群
对单粒子态 |Ψσ(p

µ)⟩ 作量子 Lorentz 变换 U(Λ)，得
U(Λ) |Ψσ(p

µ)⟩ = N(p)U [V (Λp)]U−1[V (Λp)]U(Λ)U [V (p)] |Ψσ(k
µ)⟩

= N(p)U [V (Λp)]U [V −1(Λp) ΛV (p)] |Ψσ(k
µ)⟩

= N(p)U [V (Λp)]U(W )|Ψσ(k
µ)⟩

其中，固有保时向 Lorentz 变换

Wµ
ν = [V −1(Λp) ΛV (p)]µν

先将 kµ 变换到 pµ，再变换到 (Λp)µ，最后变换回 kµ：

Wµ
νk

ν = [V −1(Λp) ΛV (p)]µνk
ν = [V −1(Λp) Λ]µνp

ν = [V −1(Λp)]µν(Λp)
ν = kµ

即 Wµ
ν 保持 kµ 不变

所有保持 kµ 不变的固有保时向 Lorentz 变换 {Wµ
ν} 构成 Lorentz 群的一个子

群，称为标准动量 kµ 对应的小群 (little group)
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小群的线性表示
类似于 U(Λ) |Ψσ(p

µ)⟩ =
∑
σ′

Cσ′σ(Λ, p) |Ψσ′(Λµ
νp

ν)⟩，Wµ
νk

ν = kµ 意味着

U(W ) |Ψσ(k
µ)⟩ =

∑
σ′

Dσ′σ(W ) |Ψσ′(kµ)⟩

Dσ′σ(W ) 是线性组合系数
对于小群中任意两个变换 (W1)

µ
ν 和 (W2)

µ
ν，由上式推出∑

σ′

Dσ′σ(W2W1) |Ψσ′(kµ)⟩ = U(W2W1) |Ψσ(k
µ)⟩ = U(W2)U(W1) |Ψσ(k

µ)⟩

= U(W2)
∑
σ′′

Dσ′′σ(W1) |Ψσ′′(kµ)⟩ =
∑
σ′σ′′

Dσ′σ′′(W2)Dσ′′σ(W1) |Ψσ′(kµ)⟩

从而得到同态关系
Dσ′σ(W2W1) =

∑
σ′′

Dσ′σ′′(W2)Dσ′′σ(W1)

可见，矩阵集合 {D(W )} 构成这个小群的一个线性表示
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系数 Cσ′σ(Λ, p)

进一步推出
U(Λ) |Ψσ(p

µ)⟩ = N(p)U [V (Λp)]U(W ) |Ψσ(k
µ)⟩

= N(p)U [V (Λp)]
∑
σ′

Dσ′σ(W ) |Ψσ′(kµ)⟩

= N(p)
∑
σ′

Dσ′σ[V
−1(Λp)ΛV (p)]U [V (Λp)] |Ψσ′(kµ)⟩

根据定义，有 |Ψσ′(Λµ
νp

ν)⟩ = N(Λp)U [V (Λp)] |Ψσ′(kµ)⟩，即

U [V (Λp)] |Ψσ′(kµ)⟩ = 1

N(Λp)
|Ψσ′(Λµ

νp
ν)⟩

代入得 U(Λ) |Ψσ(p
µ)⟩ = N(p)

N(Λp)

∑
σ′

Dσ′σ[V
−1(Λp)ΛV (p)] |Ψσ′(Λµ

νp
ν)⟩

与 U(Λ) |Ψσ(p
µ)⟩ =

∑
σ′

Cσ′σ(Λ, p) |Ψσ′(Λµ
νp

ν)⟩ 比较，推出系数公式

Cσ′σ(Λ, p) =
N(p)

N(Λp)
Dσ′σ[V

−1(Λp)ΛV (p)]
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单粒子态的分类

标准四维动量 kµ 和相应的小群体现了单粒子态的特征，可以通过它们为单粒子
态分类，物理上遇到三种情况

第一种情况是真空态，此时 pµ = (0, 0, 0, 0)

标准四维动量也只能是 kµ = (0, 0, 0, 0)，它在任意 Lorentz 变换下不变

相应的小群是固有保时向 Lorentz 群 SO↑(1,3)

第二、三种情况分别是有质量和无质量的粒子态，在下面两个小节中详细讨论
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3.3.1 小节　有质量的粒子

对于有质量的粒子，p2 = m2 且 p0 > 0，其中质量 m > 0

此时 pµ 是类时矢量，取标准四维动量为 kµ = (m, 0, 0, 0)

沿任意方向的 Lorentz 增速变换会改变 kµ，任意空间旋转变换则保持 kµ 不变

因此相应的小群是 SO(3)

在量子力学中，归一化后的态矢仍然具有一定的任意性，态矢 |Ψ⟩ 与相差一个相
位因子的态矢 eiϕ |Ψ⟩ (ϕ 为实数) 描述相同的量子态

一般地，量子 Lorentz 变换的同态关系 U(Λ2)U(Λ1) = U(Λ2Λ1) 应修正为

U(Λ2)U(Λ1) = eiφ(Λ2,Λ1)U(Λ2Λ1)

若实相位 φ(Λ2,Λ1) 不恒为零，则集合 {U(Λ)} 不是 Lorentz 群的线性表示，而
是投影表示 (projective representation)
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小群 SO(3) 的双值表示
对于任意小群变换 W1,W2 ∈ SO(3)，则有

U(W2)U(W1) = eiφ(W2,W1)U(W2W1)

作用到态矢 |Ψσ(k
µ)⟩ 上，利用 U(W ) |Ψσ(k

µ)⟩ =
∑
σ′

Dσ′σ(W ) |Ψσ′(kµ)⟩，得

∑
σ′σ′′

Dσ′σ′′(W2)Dσ′′σ(W1) |Ψσ′(kµ)⟩ = eiφ(W2,W1)
∑
σ′

Dσ′σ(W2W1) |Ψσ′(kµ)⟩

故 ∑
σ′′

Dσ′σ′′(W2)Dσ′′σ(W1) = eiφ(W2,W1)Dσ′σ(W2W1)

若 φ(W2,W1) 不恒为零，则矩阵集合 {D(W )} 构成小群 SO(3) 的投影表示
这里遇到的投影表示就是 3.1.2 小节提到的 n 值表示
它的存在意味着群空间的连通度 n > 1，将这个群替换成它的单连通覆盖群，则

相关的投影表示对应于覆盖群的线性表示
因此，应该用覆盖群的不等价不可约线性表示为粒子态分类
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闭合曲线与恒等变换

R

W1

W2W1

R
W2W1

W1

在 Lie 群的群空间中，每个点对应一个群元
由于群的封闭性，两个群元的乘积一定对应于群空间

中的某个点
从而，群空间中的一条曲线意味着一系列的群乘积，

乘出来的群元所对应的点连续地组合成这条曲线

考虑 SO(3) 群空间内一条闭合曲线，它从恒元 1 出
发，通过一系列群乘积相继经过 W1 和 W2W1 两个点再
回到恒元，相应的量子变换是

U−1(W2W1)U(W2)U(W1) = eiφ(W2,W1) I

如果这条曲线能连续地收缩成恒元一点，则连续性意
味着 U−1(W2W1)U(W2)U(W1) = I，即 eiφ(W2,W1) = 1

如果这条曲线包含奇数次对径点跳跃，就不能连续收
缩成恒元一点，而 eiφ(W2,W1) 不一定等于 1
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闭合曲线与双值表示

R
W2W1

W1

动
画
演
示

对于第二种情形，重复走闭合曲线的路径两次，则包含偶数
次对径点跳跃，可通过连续形变消除这些跳跃，从而收缩成恒
元一点

，也就是说，[U−1(W2W1)U(W2)U(W1)]
2 = I

由此得到 U−1(W2W1)U(W2)U(W1) = ±I，即

U(W2)U(W1) = ±U(W2W1)

可见，SO(3) 群的相位因子 eiφ(W2,W1) 可取 ±1

相位因子既能取 +1 又能取 −1 的情况对应于双值表示
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SU(2) 群的表示理论

Hendrik Casimir
(1909–2000)

SO(3) 群的覆盖群 SU(2) 是单连通的，群空间中任意经过恒元的闭合曲线都能
收缩到恒元一点处，因此相位因子等于 1，不具有投影表示
接下来讨论 SU(2) 群的线性表示，从而为质量非零的单粒子态分类
由于 SU(2) 的 Lie 代数关系与 SO(3) 相同，可将总角动量算符 J 看作 SU(2) 群

的生成元算符，相应代数关系为 [J i, Jj ] = iεijkJk

构造 2 阶 Casimir 算符
J2 ≡ J iJ i = (J1)2 + (J2)2 + (J3)2

由 εijk 的全反对称性推出
[J2, J i] = [JjJj , J i] = Jj [Jj , J i] + [Jj , J i]Jj

= iεjikJjJk + iεjikJkJj = i(εkji + εkij)JjJk = 0

即 J2 与所有生成元对易，这是 Casimir 算符的一般特征
设厄米算符 J2 与 J3 的共同本征态为 |η, σ⟩，满足归一化关系 ⟨η, σ|η, σ⟩ = 1

本征方程为 J2 |η, σ⟩ = η |η, σ⟩ 和 J3 |η, σ⟩ = σ |η, σ⟩，其中本征值 η 和 σ 是实数
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升降算符
引入两个算符

J± ≡ J1 ± iJ2

它们满足 (J±)† = J∓、[J2, J±] = 0 和

[J3, J±] = [J3, J1]± i[J3, J2] = iJ2 ± i(−iJ1) = iJ2 ± J1 = ±J±

从而推出
J2J± |η, σ⟩ = J±J2 |η, σ⟩ = ηJ± |η, σ⟩

J3J± |η, σ⟩ = (J±J3 ± J±) |η, σ⟩ = (σ ± 1)J± |η, σ⟩

即 J± |η, σ⟩ 的 J2 和 J3 本征值分别是 η 和 σ ± 1，因而可表达为
J± |η, σ⟩ = c±η,σ |η, σ ± 1⟩

其中 c±η,σ 是归一化常数
这个结果表明，J+ 使 J3 本征值增加 1，是一个升算符
J− 使 J3 本征值减少 1，是一个降算符
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本征值 σ 的上下限
注意到 Hilbert 空间中态矢的自我内积非负，利用本征方程 J2 |η, σ⟩ = η |η, σ⟩、

J3 |η, σ⟩ = σ |η, σ⟩ 和 J2 = (J1)2 + (J2)2 + (J3)2，推出

η − σ2 = ⟨η, σ| (η − σ2) |η, σ⟩ = ⟨η, σ| [J2 − (J3)2] |η, σ⟩

= ⟨η, σ| [(J1)2 + (J2)2] |η, σ⟩

= ⟨η, σ| (J1)†J1 |η, σ⟩+ ⟨η, σ| (J2)†J2 |η, σ⟩ ≥ 0

即 η ≥ σ2，故 η ≥ 0 且 −√
η ≤ σ ≤ √

η

这意味着 J3 的本征值 σ 具有最大值 σmax 和最小值 σmin，使得
J+ |η, σmax⟩ = 0, J− |η, σmin⟩ = 0

由于升降算符 J± 对 |η, σ⟩ 的每次作用使 σ 的值增加或减小 1，σ 的所有取值为
σmax, σmax − 1, · · · , σmin + 1, σmin

因而 σmax − σmin 是一个非负整数
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角动量量子数

由 J2 = (J1)2 + (J2)2 + (J3)2 和对易关系 [J i, Jj ] = iεijkJk 推出

J∓J± = (J1 ∓ iJ2)(J1 ± iJ2) = (J1)2 + (J2)2 ± i[J1, J2] = J2 − (J3)2 ∓ J3

0 = J−J+ |η, σmax⟩ = [J2 − (J3)2 − J3] |η, σmax⟩ = (η − σ2
max − σmax) |η, σmax⟩

0 = J+J− |η, σmin⟩ = [J2 − (J3)2 + J3] |η, σmin⟩ = (η − σ2
min + σmin) |η, σmin⟩

故 η = σmax(σmax + 1) = σmin(σmin − 1)

将上式看作关于 σmin 的方程，第一个根 σmin = σmax + 1 不满足 σmin ≤ σmax

只能取第二个根 σmin = −σmax

令 j ≡ σmax，则 σmin = −j，而 2j = σmax − σmin ≥ 0 是一个整数

于是，j 的所有可能取值为 j = 0,
1

2
, 1,

3

2
, 2,

5

2
, · · ·

J2 的本征值是 η = j(j + 1)，j 称为角动量量子数
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角动量量子数
由 J2 = (J1)2 + (J2)2 + (J3)2 和对易关系 [J i, Jj ] = iεijkJk 推出

J∓J± = (J1 ∓ iJ2)(J1 ± iJ2) = (J1)2 + (J2)2 ± i[J1, J2] = J2 − (J3)2 ∓ J3

0 = J−J+ |η, σmax⟩ = [J2 − (J3)2 − J3] |η, σmax⟩ = (η − σ2
max − σmax) |η, σmax⟩

0 = J+J− |η, σmin⟩ = [J2 − (J3)2 + J3] |η, σmin⟩ = (η − σ2
min + σmin) |η, σmin⟩

故 η = σmax(σmax + 1) = σmin(σmin − 1)

将上式看作关于 σmin 的方程，第一个根 σmin = σmax + 1 不满足 σmin ≤ σmax

只能取第二个根 σmin = −σmax

令 j ≡ σmax，则 σmin = −j，而 2j = σmax − σmin ≥ 0 是一个整数

于是，j 的所有可能取值为 j = 0,
1

2
, 1,

3

2
, 2,

5

2
, · · ·

J2 的本征值是 η = j(j + 1)，j 称为角动量量子数
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用角动量量子数和磁量子数描述的本征态
J3 的本征值 σ 称为磁量子数
对于固定的 j，σ 一共有 2j + 1 个取值，σ = j, j − 1, · · · ,−j + 1,−j

将 J2 与 J3 的共同本征态改记为 |j, σ⟩，正交归一关系为〈
j, σ′|j, σ

〉
= δσ′σ, σ, σ′ = j, j − 1, · · · ,−j + 1,−j

完备性关系为
j∑

σ=−j

|j, σ⟩ ⟨j, σ| = I

本征方程是 J2 |j, σ⟩ = j(j + 1) |j, σ⟩ 和 J3 |j, σ⟩ = σ |j, σ⟩

J± 对 |j, σ⟩ 的作用为 J± |j, σ⟩ = c±j,σ |j, σ ± 1⟩

利用 (J±)† = J∓ 和 J∓J± = J2 − (J3)2 ∓ J3 推出

|c±j,σ|
2 = ⟨j, σ ± 1| (c±j,σ)

∗c±j,σ |j, σ ± 1⟩ = ⟨j, σ| J∓J± |j, σ⟩

= ⟨j, σ| (J2 − (J3)2 ∓ J3) |j, σ⟩ = j(j + 1)− σ2 ∓ σ = (j ∓ σ)(j ± σ + 1)
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用角动量量子数和磁量子数描述的本征态
J3 的本征值 σ 称为磁量子数
对于固定的 j，σ 一共有 2j + 1 个取值，σ = j, j − 1, · · · ,−j + 1,−j

将 J2 与 J3 的共同本征态改记为 |j, σ⟩，正交归一关系为〈
j, σ′|j, σ

〉
= δσ′σ, σ, σ′ = j, j − 1, · · · ,−j + 1,−j

完备性关系为
j∑

σ=−j

|j, σ⟩ ⟨j, σ| = I

本征方程是 J2 |j, σ⟩ = j(j + 1) |j, σ⟩ 和 J3 |j, σ⟩ = σ |j, σ⟩

J± 对 |j, σ⟩ 的作用为 J± |j, σ⟩ = c±j,σ |j, σ ± 1⟩

利用 (J±)† = J∓ 和 J∓J± = J2 − (J3)2 ∓ J3 推出

|c±j,σ|
2 = ⟨j, σ ± 1| (c±j,σ)

∗c±j,σ |j, σ ± 1⟩ = ⟨j, σ| J∓J± |j, σ⟩

= ⟨j, σ| (J2 − (J3)2 ∓ J3) |j, σ⟩ = j(j + 1)− σ2 ∓ σ = (j ∓ σ)(j ± σ + 1)
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J+ |j, σ⟩ 的具体形式

于是 |c±j,σ| =
√

(j ∓ σ)(j ± σ + 1)，而 J± |j, σ⟩ = c±j,σ |j, σ ± 1⟩ 化为

J± |j, σ⟩ = ζ±j,σ
√

(j ∓ σ)(j ± σ + 1) |j, σ ± 1⟩

其中 ζ±j,σ 是模为 1 的相位因子

上式给出 J+ |j, j⟩ = J− |j,−j⟩ = 0，符合 σmax = j 和 σmin = −j 的条件

特别地，这里将相位因子 ζ+j,σ 取为

ζ+j,σ =

−1, σ ≥ 0

+1, σ < 0

则

J+ |j, σ⟩ =

−
√

(j − σ)(j + σ + 1) |j, σ + 1⟩ , σ ≥ 0√
(j − σ)(j + σ + 1) |j, σ + 1⟩ , σ < 0
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SU(2) 线性表示的生成元矩阵
下面构造 SU(2) 群的 2j + 1 维线性表示，相应的生成元矩阵 τ i

(j) 定义为
(τ i

(j))σ′σ ≡
〈
j, σ′∣∣ J i |j, σ⟩

由于 J i 是厄米算符，有
(τ i

(j))
∗
σσ′ = ⟨j, σ| J i

∣∣j, σ′〉∗ =
〈
j, σ′∣∣ (J i)† |j, σ⟩ =

〈
j, σ′∣∣ J i |j, σ⟩ = (τ i

(j))σ′σ

即 τ i
(j) 是厄米矩阵，(τ i

(j))
† = τ i

(j)

由完备性关系
j∑

σ=−j

|j, σ⟩ ⟨j, σ| = I 和 SU(2) 代数关系 [J i, Jj ] = iεijkJk 推出

[τ i
(j), τ

k
(j)]σ′σ

=
∑
σ′′

[〈
j, σ′∣∣ J i

∣∣j, σ′′〉 〈j, σ′′∣∣Jk |j, σ⟩ −
〈
j, σ′∣∣ Jk

∣∣j, σ′′〉 〈j, σ′′∣∣J i |j, σ⟩
]

=
〈
j, σ′∣∣ [J i, Jk] |j, σ⟩ = iεikl

〈
j, σ′∣∣ J l |j, σ⟩ = iεikl(τ l

(j))σ′σ

可见，这样定义的生成元矩阵也满足 SU(2) 代数关系 [τ i
(j), τ

k
(j)] = iεiklτ l

(j)
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生成元矩阵的表达式
引入 2j + 1 阶方阵 τ±

(j)，定义为 (τ±
(j))σ′σ ≡ ⟨j, σ′| J± |j, σ⟩

由 J+ |j, σ⟩ =

{
−
√

(j − σ)(j + σ + 1) |j, σ + 1⟩ , σ ≥ 0√
(j − σ)(j + σ + 1) |j, σ + 1⟩ , σ < 0

和 ⟨j, σ′|j, σ⟩ = δσ′σ 得

(τ+
(j))σ′σ =

〈
j, σ′∣∣ J+ |j, σ⟩ =

{
−
√

(j − σ)(j + σ + 1) δσ′, σ+1, σ ≥ 0√
(j − σ)(j + σ + 1) δσ′, σ+1, σ < 0

由 (J−)† = J+ 得 (τ−
(j))σ′σ = ⟨j, σ′| J− |j, σ⟩ = ⟨j, σ| J+ |j, σ′⟩∗ = (τ+

(j))
∗
σσ′，即

τ−
(j) = (τ+

(j))
†

根据 J± = J1 ± iJ2，有 J1 =
1

2
(J+ + J−) 和 J2 = − i

2
(J+ − J−)

以此推出 τ1
(j) =

1

2
(τ+

(j) + τ−
(j)) 和 τ2

(j) = − i
2
(τ+

(j) − τ−
(j))

另一方面，本征方程 J3 |j, σ⟩ = σ |j, σ⟩ 表明
(τ3

(j))σ′σ =
〈
j, σ′∣∣ J3 |j, σ⟩ =

〈
j, σ′∣∣σ |j, σ⟩ = σδσ′σ
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生成元矩阵的表达式
引入 2j + 1 阶方阵 τ±

(j)，定义为 (τ±
(j))σ′σ ≡ ⟨j, σ′| J± |j, σ⟩

由 J+ |j, σ⟩ =

{
−
√

(j − σ)(j + σ + 1) |j, σ + 1⟩ , σ ≥ 0√
(j − σ)(j + σ + 1) |j, σ + 1⟩ , σ < 0

和 ⟨j, σ′|j, σ⟩ = δσ′σ 得

(τ+
(j))σ′σ =

〈
j, σ′∣∣ J+ |j, σ⟩ =

{
−
√

(j − σ)(j + σ + 1) δσ′, σ+1, σ ≥ 0√
(j − σ)(j + σ + 1) δσ′, σ+1, σ < 0

由 (J−)† = J+ 得 (τ−
(j))σ′σ = ⟨j, σ′| J− |j, σ⟩ = ⟨j, σ| J+ |j, σ′⟩∗ = (τ+

(j))
∗
σσ′，即

τ−
(j) = (τ+

(j))
†

根据 J± = J1 ± iJ2，有 J1 =
1

2
(J+ + J−) 和 J2 = − i

2
(J+ − J−)

以此推出 τ1
(j) =

1

2
(τ+

(j) + τ−
(j)) 和 τ2

(j) = − i
2
(τ+

(j) − τ−
(j))

另一方面，本征方程 J3 |j, σ⟩ = σ |j, σ⟩ 表明
(τ3

(j))σ′σ =
〈
j, σ′∣∣ J3 |j, σ⟩ =

〈
j, σ′∣∣σ |j, σ⟩ = σδσ′σ
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二阶 Casimir 算符在 2j + 1 维线性表示中的形式

SU(2) 群二阶 Casimir 算符在 2j + 1 维线性表示中定义为

τ 2
(j) ≡

∑
i

τ i
(j)τ

i
(j)

由完备性关系
j∑

σ=−j

|j, σ⟩ ⟨j, σ| = I 和本征方程 J2 |j, σ⟩ = j(j + 1) |j, σ⟩ 推出

(τ 2
(j))σ′σ =

∑
i

(τ i
(j)τ

i
(j))σ′σ =

∑
i

∑
σ′′

〈
j, σ′∣∣ J i

∣∣j, σ′′〉 〈j, σ′′∣∣J i |j, σ⟩

=
〈
j, σ′∣∣ J2 |j, σ⟩ =

〈
j, σ′∣∣ j(j + 1) |j, σ⟩ = j(j + 1)δσ′σ
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2 维表示的生成元矩阵
利用上述表达式可以得到生成元矩阵 τ i

(j) 的具体形式

当 j =
1

2
时，σ 和 σ′ 都只能取 1

2
和 −1

2
，而非零的 τ+

(1/2) 矩阵元只有

(τ+
(1/2))1/2,−1/2 =

〈
1

2
,
1

2

∣∣∣∣ J+

∣∣∣∣12 ,−1

2

〉
=

√(
1

2
+

1

2

)(
1

2
− 1

2
+ 1

)
= 1

故
τ+
(1/2) =

(
0 1

0 0

)
, τ−

(1/2) = (τ+
(1/2))

† =

(
0 0

1 0

)

进而得到 SU(2) 群 2 维线性表示的生成元矩阵

τ1
(1/2) =

1

2

(
1

1

)
=

σ1

2
, τ2

(1/2) =
1

2

(
−i

i

)
=

σ2

2
, τ3

(1/2) =
1

2

(
1

−1

)
=

σ3

2

这显然是基础表示的生成元矩阵，前面用 Pauli 矩阵表达过
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3 维表示的生成元矩阵
当 j = 1 时，σ 和 σ′ 的取值为 1、0 和 −1，非零的 τ+

(1) 矩阵元是

(τ+
(1))1,0 = ⟨1, 1| J+ |1, 0⟩ = −

√
(1− 0)(1 + 0 + 1) = −

√
2

(τ+
(1))0,−1 = ⟨1, 0| J+ |1,−1⟩ =

√
(1 + 1)(1− 1 + 1) =

√
2

故

τ+
(1) =

0 −
√
2 0

0 0
√
2

0 0 0

, τ−
(1) = (τ+

(1))
† =

 0 0 0

−
√
2 0 0

0
√
2 0


进而得到 SU(2) 群 3 维线性表示的生成元矩阵

τ1
(1) =

1√
2

 −1

−1 1

1

, τ2
(1) =

1√
2

 i
−i −i

i

, τ3
(1) =

1

0

−1


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SU(2) 群的不等价不可约线性表示

任意小群变换 W ∈ SO(3) 可以用三个空间旋转角 θi 描述

它在 SU(2) 群的 2j + 1 维线性表示中诱导出表示矩阵

D(j)[W (θi)] = exp(iθiτ i
(j))

其无穷小展开式符合 1 + iθata +O(θaθb) 的形式

这样的表示矩阵的集合构成了 SU(2) 群 的 2j + 1 维线性表示 D(j)

实际上，SU(2) 群所有的不等价不可约线性表示就是

D(j), j = 0,
1

2
, 1,

3

2
, 2,

5

2
, · · ·

它们都是幺正表示，因为生成元矩阵 τ i
(j) 是厄米的
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自旋为 s 的有质量单粒子态
对于自由的单粒子态，不存在轨道角动量

因此 J 相当于自旋角动量算符 S，而自旋量子数是 s = j = 0,
1

2
, 1,

3

2
, 2,

5

2
, · · ·

2s+ 1 维线性表示的矩阵元表达为 D
(s)

σ′σ(W )

其中自旋磁量子数 σ′, σ = −s,−s+ 1, · · · , s− 1, s 表征自旋极化

可以用自旋量子数 s 为有质量粒子分类

根据前面的结果，自旋为 s 的有质量单粒子态 |Ψs,σ(p
µ)⟩ 的量子 Lorentz 变换为

U(Λ) |Ψs,σ(p
µ)⟩ = N(p)

N(Λp)

∑
σ′

D
(s)

σ′σ[V
−1(Λp)ΛV (p)] |Ψs,σ′(Λµ

νp
ν)⟩

因此， 自旋为 s 的有质量粒子具有 2s+ 1 种自旋极化态

量子 Lorentz 变换将 σ 对应的极化态变换成 σ′ 对应的极化态的线性组合
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整数自旋和半奇数自旋

当 s 为整数 (0, 1, 2, · · · ) 时，D(s) 是 SU(2) 群的非忠实线
性表示，同时也是 SO(3) 群的线性表示，描述整数自旋的粒子

D(0) 是这两个群的恒等表示，描述零自旋粒子
D(1) 是 SO(3) 群的基础表示，描述自旋为 1 的粒子

当 s 为半奇数 (1/2, 3/2, 5/2, · · · ) 时，D(s) 是 SU(2) 群的忠实
线性表示，同时也是 SO(3) 群的双值表示，描述半奇数自旋的粒子

D(1/2) 是 SU(2) 群的基础表示，描述自旋为 1/2 的粒子
半奇数自旋对应着双值表示，因而是量子理论特有的
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整数自旋和半奇数自旋

当 s 为整数 (0, 1, 2, · · · ) 时，D(s) 是 SU(2) 群的非忠实线
性表示，同时也是 SO(3) 群的线性表示，描述整数自旋的粒子

D(0) 是这两个群的恒等表示，描述零自旋粒子
D(1) 是 SO(3) 群的基础表示，描述自旋为 1 的粒子

当 s 为半奇数 (1/2, 3/2, 5/2, · · · ) 时，D(s) 是 SU(2) 群的忠实
线性表示，同时也是 SO(3) 群的双值表示，描述半奇数自旋的粒子

D(1/2) 是 SU(2) 群的基础表示，描述自旋为 1/2 的粒子
半奇数自旋对应着双值表示，因而是量子理论特有的
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转动角度与自旋
对于绕 z 轴的旋转变换 Rz(θ

3)，D(1) 中相应的表示矩阵为

D(1)[Rz(θ
3)] = exp(iθ3τ3

(1)) = exp

iθ3

0

−iθ3

 =

exp(iθ3)
1

exp(−iθ3)


从而 D(1)[Rz(2π)] = D(1)[Rz(0)] = 1，即转动 2π 角能够回复到原来的状态
这表明自旋为 1 的粒子态转动的情况与三维空间中的矢量相同

另一方面，D(1/2) 中相应的表示矩阵为

D(1/2)[Rz(θ
3)] = exp(iθ3τ3

(1/2)) = exp
(

iθ3/2
−iθ3/2

)
=

(
exp(iθ3/2)

exp(−iθ3/2)

)

从而 D(1/2)[Rz(4π)] = D(1/2)[Rz(0)] = 1，即转动 4π 角才能回复到原来的状态
可见，自旋为 1/2 的粒子态转动的角度只有三维空间中矢量转动角度的一半，这

就是自旋 1/2 的特征
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转动角度与自旋
对于绕 z 轴的旋转变换 Rz(θ

3)，D(1) 中相应的表示矩阵为

D(1)[Rz(θ
3)] = exp(iθ3τ3

(1)) = exp

iθ3

0

−iθ3

 =

exp(iθ3)
1

exp(−iθ3)


从而 D(1)[Rz(2π)] = D(1)[Rz(0)] = 1，即转动 2π 角能够回复到原来的状态
这表明自旋为 1 的粒子态转动的情况与三维空间中的矢量相同
另一方面，D(1/2) 中相应的表示矩阵为

D(1/2)[Rz(θ
3)] = exp(iθ3τ3

(1/2)) = exp
(

iθ3/2
−iθ3/2

)
=

(
exp(iθ3/2)

exp(−iθ3/2)

)

从而 D(1/2)[Rz(4π)] = D(1/2)[Rz(0)] = 1，即转动 4π 角才能回复到原来的状态
可见，自旋为 1/2 的粒子态转动的角度只有三维空间中矢量转动角度的一半，这

就是自旋 1/2 的特征
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有质量粒子的螺旋度
类似于总角动量算符 J，自旋角动量算符 S 也满足对易关系 [Si, Sj ] = iεijkSk

从而 2 阶 Casimir 算符 S2 ≡ SiSi 满足 [S2, Si] = 0

对于非零的动量 p，记它的归一化方向矢量为 p̂ ≡ p/|p|

引入螺旋度 (helicity) 算符 Sp ≡ p̂ · S，它是自旋角动量算符在动量方向上的投影
由于 [S2, Sp] = p̂i[S2, Si] = 0，S2 与 Sp 可具有共同本征态 |s, λ⟩，满足本征方程

S2 |s, λ⟩ = s(s+ 1) |s, λ⟩ , Sp |s, λ⟩ = λ |s, λ⟩

其中 λ 是螺旋度本征值
可以论证（参考习题 3.6），螺旋度 λ 类似于磁量子数 σ，具有 2s+ 1 个取值

λ = s, s− 1, · · · ,−s+ 1,−s

因此，对于自旋为 s 的有质量粒子，也可以用螺旋度 λ 来描述它的 2s+ 1 种自
旋极化态
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Lorentz 群和 Poincaré 群的覆盖群

由于包含双连通的子群 SO(3)，固有保时向 Lorentz 群 SO↑(1,3) 也是双连通的

它的覆盖群是复数域 C 上的 2 阶特殊线性群 SL(2,C)，见习题 3.7

在 Poincaré 群空间中，与恒元连通的部分对应于 SO↑(1, 3) 与时空平移群的半直
积群，它是双连通的

相应的覆盖群是 SL(2,C) 与时空平移群的半直积群

3.1.1 和 3.1.2 小节的讨论没有在量子 Poincaré 变换的同态关系

U(Λ2, a2)U(Λ1, a1) = U(Λ2Λ1,Λ2a1 + a2)

中引入相位因子

这相当于在覆盖群的线性表示中进行讨论，因而导出的结果是合理的
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3.3.2 小节　无质量的粒子
对于无质量的粒子，p2 = 0 且 p0 > 0

此时 pµ 是类光矢量，取标准四维动量为 kµ = (κ, 0, 0, κ)，其中 κ > 0

相应三维动量 k 沿 z 轴方向，相应小群中的任意变换 Wµ
ν 满足 Wµ

νk
ν = kµ

为了知道保持 kµ 不变的小群是什么，引入 k̃µ = kµ/κ = (1, 0, 0, 1)

由 Wµ
ν k̃

ν = Wµ
νk

ν/κ = kµ/κ = k̃µ 得知，k̃µ 也在小群变换下不变

相应协变矢量满足 k̃µ = k̃ν(W
−1)νµ，再引入类时 Lorentz 矢量 t̃µ = (1, 0, 0, 0)

记 tµ ≡ Wµ
ν t̃

ν，推出 tµk̃µ = Wµ
ν t̃

ν k̃ρ(W
−1)ρµ = δρν t̃

ν k̃ρ = t̃ν k̃ν = 1

满足这样一个 1 = tµk̃µ = t0 − t3 条件的 tµ 一般形式为 tµ = (1 + ζ, α, β, ζ)

由于 (1 + ζ)2 − α2 − β2 − ζ2 = tµtµ = Wµ
ν t̃

ν t̃ρ(W
−1)ρµ = t̃ν t̃ρδ

ρ
ν = t̃ν t̃ν = 1

ζ 与 α、β 的关系为 ζ =
1

2
(α2 + β2), α, β ∈ (−∞,+∞)

实数 α 和 β 的取值不受约束
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小群变换 Sµ
ν(α,β)

考虑固有保时向 Lorentz 变换 Sµ
ν(α, β) =


1 + ζ α β −ζ

α 1 0 −α

β 0 1 −β

ζ α β 1− ζ


它满足 g = STgS 和 det(S) = 1，且第一列是 tµ = (1 + ζ, α, β, ζ)

S(α, β) 对 t̃µ = (1, 0, 0, 0) 的作用为 Sµ
ν(α, β)t̃

ν = tµ = Wµ
ν t̃

ν

这意味着 t̃ρ = [S−1(α, β)]ρµS
µ
ν(α, β)t̃

ν = [S−1(α, β)]ρµW
µ
ν t̃

ν

变换 S−1(α, β)W 保持类时矢量 t̃µ = (1, 0, 0, 0) 不变，必定是空间旋转变换

由 Sµ
ν(α, β)k

ν =


1 + ζ α β −ζ

α 1 0 −α

β 0 1 −β

ζ α β 1 − ζ




κ

0

0

κ

 =


κ

0

0

κ

 = kν 可知

S(α, β) 是一个小群变换
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小群变换的一般形式
从而，小群变换 S−1(α, β)W 是保持 kµ = (κ, 0, 0, κ) 不变的空间旋转变换
它必定是绕 z 轴转动某个 θ 角的旋转变换 Rz(θ)，满足

S−1(α, β)W = Rz(θ) =


1

cos θ sin θ

− sin θ cos θ
1


于是，小群变换的最一般形式是 W (α, β, θ) = S(α, β)Rz(θ)

通过计算可知，S(α, β) 和 Rz(θ) 分别满足

S(α1, β1)S(α2, β2) = S(α1 + α2, β1 + β2)

Rz(θ1)Rz(θ2) = Rz(θ1 + θ2)

从而 S(α1, β1)S(α2, β2) = S(α2, β2)S(α1, β1)，Rz(θ1)Rz(θ2) = Rz(θ2)Rz(θ1)

因此 {S(α, β)} 和 {Rz(θ)} 分别构成小群的两个 Abel 子群
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小群 ISO(2)

Euclid
（约前 325 至约前 270）

进一步推出 R−1
z (θ)S(α, β)Rz(θ) = S(α cos θ − β sin θ, α sin θ + β cos θ)

这意味着 S(α, β) 在任意小群元素的相似变换下变换到子群 {S(α, β)} 中的元素

在这种情况下，数学上称 {S(α, β)} 是小群的不变子群 (invariant subgroup)

小群变换的以上乘法关系与二维 Euclid 空间的等距群
ISO(2) 中的乘法关系相同

ISO(2) 群变换由二维平面上的平移
变换和旋转变换组成

由于 α, β ∈ (−∞,+∞)，(α, β) 可
以作为二维平移变换的参数

而 θ 是旋转变换的参数

因此这里的小群就是 ISO(2) 群
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ISO(2) 无穷小变换
现在讨论小群 ISO(2) 的生成元算符，ISO(2) 变换

W (α, β, θ) = S(α, β)Rz(θ) =


1 + ζ α β −ζ

α 1 0 −α

β 0 1 −β

ζ α β 1− ζ




1

cos θ sin θ

− sin θ cos θ
1


的无穷小形式是 Wµ

ν(α, β, θ) = δµν + ωµ
ν，其中无穷小参数为

ωµ
ν =


0 α β 0

α 0 θ −α

β −θ 0 −β

0 α β 0

, ωµν = gµρω
ρ
ν =


0 α β 0

−α 0 −θ α

−β θ 0 β

0 −α −β 0


故 α = ω13 = ω01，β = ω23 = ω02，θ = ω21

容易验证 ωµ
νk

ν = 0，因而这样的无穷小变换保持 kµ = (κ, 0, 0, κ) 不变
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ISO(2) 生成元算符
相应的无穷小量子变换为

U(1 + ω) = I− i
2
ωµνJ

µν

= I− i(ω31J
31 + ω01J

01)− i(ω23J
23 + ω02J

02)− iω12J
12

= I+ iαA+ iβB + iθJ3

其中 J3 = J12，而生成元算符 A 和 B 定义为
A ≡ J31 − J01 = J2 −K1, B ≡ −J23 − J02 = −J1 −K2

由 Lorentz 代数关系推出小群 ISO(2) 的生成元算符 J3、A 和 B 的对易关系
[J3, A] = [J3, J2]− [J3,K1] = −iJ1 − iK2 = iB,

[J3, B] = −[J3, J1]− [J3,K2] = −iJ2 + iK1 = −iA,

[A,B] = −[J2, J1]− [J2,K2] + [K1, J1] + [K1,K2] = iJ3 − iJ3 = 0

这与 Poincaré 代数关系中 [J3, P 2] = iP 1、[J3, P 1] = −iP 2 和 [P 2, P 1] = 0 相同
毕竟 J3、P 1 和 P 2 生成了 xy 平面的 ISO(2) 群变换
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A 和 B 的共同本征态
A 与 B 是相互对易的厄米算符，能够具有共同的本征单粒子态 |Ψa,b(k

µ)⟩

本征值分别为 a 和 b，满足
A |Ψa,b(k

µ)⟩ = a |Ψa,b(k
µ)⟩ , B |Ψa,b(k

µ)⟩ = b |Ψa,b(k
µ)⟩

根据 R−1
z (θ)S(α, β)Rz(θ) = S(α cos θ − β sin θ, α sin θ + β cos θ)

小群 ISO(2) 的量子变换满足同态关系

U−1[Rz(θ)]U [S(α, β)]U [Rz(θ)] = U [S(α cos θ − β sin θ, α sin θ + β cos θ)]

将上式展开到无穷小参数 α 和 β 的第一阶，得

U−1[Rz(θ)](I+ iαA+ iβB)U [Rz(θ)] = I+ i(α cos θ−β sin θ)A+ i(α sin θ+β cos θ)B

由 α 和 β 的任意性推出
U−1[Rz(θ)]AU [Rz(θ)] = A cos θ +B sin θ

U−1[Rz(θ)]BU [Rz(θ)] = −A sin θ +B cos θ
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态矢 |Ψa,b,θ(k
µ)⟩ 的 A、B 本征值

两边左乘 U [Rz(θ)]，得 AU [Rz(θ)] = U [Rz(θ)](A cos θ +B sin θ)

BU [Rz(θ)] = U [Rz(θ)](−A sin θ +B cos θ)

那么，态矢 |Ψa,b,θ(k
µ)⟩ ≡ U [Rz(θ)]|Ψa,b(k

µ)⟩ 是 A 和 B 的共同本征态，

A |Ψa,b,θ(k
µ)⟩ = AU [Rz(θ)] |Ψa,b(k

µ)⟩ = U [Rz(θ)](A cos θ +B sin θ) |Ψa,b(k
µ)⟩

= U [Rz(θ)](a cos θ + b sin θ) |Ψa,b(k
µ)⟩

= (a cos θ + b sin θ) |Ψa,b,θ(k
µ)⟩

B |Ψa,b,θ(k
µ)⟩ = BU [Rz(θ)] |Ψa,b(k

µ)⟩ = U [Rz(θ)](−A sin θ +B cos θ) |Ψa,b(k
µ)⟩

= U [Rz(θ)](−a sin θ + b cos θ) |Ψa,b(k
µ)⟩

= (−a sin θ + b cos θ) |Ψa,b,θ(k
µ)⟩

由于转动角 θ 取连续值，本征值 a cos θ + b sin θ 和 −a sin θ + b cos θ 也是连续的
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无质量粒子的螺旋度

因此，只要 a 和 b 不全为零，就有一系列连续的单粒子态 |Ψa,b,θ(k
µ)⟩

但是，实验上没有观测到无质量粒子具有以转动角 θ 作为连续自由度的物理态
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的本征值 λ 标记，记作 |Ψλ(k
µ)⟩，满足

A |Ψλ(k
µ)⟩ = 0, B |Ψλ(k

µ)⟩ = 0, J3 |Ψλ(k
µ)⟩ = λ |Ψλ(k

µ)⟩

J3 是总角动量算符 J 沿 z 轴方向的分量

由于自由的单粒子态不具有轨道角动量，J 在此处只描述自旋角动量

标准四维动量 kµ = (κ, 0, 0, κ) 对应的三维动量 k 也沿着 z 轴方向

因此这里的 J3 相当于自旋角动量算符在动量方向上的投影，即螺旋度算符

从而，λ 就是螺旋度本征值，表征自旋极化
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小群表示矩阵 Dλ′λ(W )

无穷小量子变换 U(1 + ω) = I+ iαA+ iβB + iθJ3 表明

∂U [S(α, β)]

∂α

∣∣∣∣
α=β=0

= iA,
∂U [S(α, β)]

∂β

∣∣∣∣
α=β=0

= iB,
dU [Rz(θ)]

dθ

∣∣∣∣
θ=0

= iJ3

相应的有限量子变换是 U [S(α, β)] = exp(iαA+ iβB) 和 U [Rz(θ)] = exp(iθJ3)

一般小群变换 W (α, β, θ) = S(α, β)Rz(θ) 对应的量子变换为

U [W (α, β, θ)] = U [S(α, β)]U [Rz(θ)] = exp(iαA+ iβB) exp(iθJ3)

作用到单粒子物理态 |Ψλ(k
µ)⟩ 上，得

U [W (α, β, θ)] |Ψλ(k
µ)⟩ = exp(iλθ) |Ψλ(k

µ)⟩

与 U(W ) |Ψσ(k
µ)⟩ =

∑
σ′

Dσ′σ(W ) |Ψσ′(kµ)⟩ 式比较，有

Dλ′λ(W ) = exp(iλθ)δλ′λ
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无质量粒子螺旋度的 Lorentz 不变性
另一方面，V −1(Λp)ΛV (p) = W = S[α(Λ, p), β(Λ, p)]Rz[θ(Λ, p)] 决定了 θ 对

Λµ
ν 和 pµ 的依赖关系 θ(Λ, p)

一般单粒子态 |Ψλ(p
µ)⟩ ≡ N(p)U [V (p)] |Ψλ(k

µ)⟩ 的量子 Lorentz 变换为

U(Λ) |Ψλ(p
µ)⟩ =

N(p)

N(Λp)

∑
λ′

Dλ′λ[V
−1(Λp)ΛV (p)] |Ψλ′(Λµ

νp
ν)⟩

=
N(p)

N(Λp)

∑
λ′

exp(iλθ)δλ′λ |Ψλ′(Λµ
νp

ν)⟩

=
N(p)

N(Λp)
exp[iλθ(Λ, p)] |Ψλ(Λ

µ
νp

ν)⟩

这表明 |Ψλ(p
µ)⟩ 与变换后的态 U(Λ) |Ψλ(p

µ)⟩ 具有相同的 λ

也就是说，量子 Lorentz 变换 U(Λ) 不会混合具有不同螺旋度的无质量粒子态
对无质量粒子来说，螺旋度 λ 是固有保时向 Lorentz 变换的不变量 ，它在所

有惯性系中取值相同
因此，无质量粒子可根据螺旋度 λ 的值分类
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相位因子

R
Λ2Λ1

Λ1

前面提到，固有保时向 Lorentz 群 SO↑(1,3) 的群空间是双连通的
与 SO(3) 的情况类似，群空间内从恒元出发、经过 Λ1 和 Λ2Λ1 再回到恒元的闭

合曲线分为两类，一类能连续收缩成恒元一点，另一类不能
由此推出关系式 U(Λ2)U(Λ1) = ±U(Λ2Λ1)

如果一条闭合曲线包含的旋转变换累计绕 z 轴转动角度
θ = 2π，那么它会在 SO(3) 群空间中经历一次对径点跳跃，
这是因为累计转动 π 角时必定到达一个对径点

对于无质量粒子态，U(Λ) |Ψλ(p
µ)⟩ = N(p)

N(Λp)
exp[iλθ(Λ, p)] |Ψλ(Λ

µ
νp

ν)⟩

这条闭合曲线产生因子 exp(iλθ) = exp(2πλi)，它应该就是上面的相位因子 ±1

如果一条闭合曲线包含的旋转变换累计绕 z 轴转动 4π 角，则它会包含两次对径
点跳跃，从而可以连续地收缩成恒元一点，相应的相位因子是 1，故

exp(4πλi) = 1
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无质量粒子的自旋量子数
exp(4πλi) = 1 这个条件限制了无质量粒子螺旋度 λ 的取值，要求

λ = 0,±1

2
,±1,±3

2
,±2,±5

2
, · · ·

λ 为整数对应于 SO↑(1, 3) 的线性表示，λ 为半奇数对应于 SO↑(1, 3) 的双值表示
由于螺旋度是自旋角动量在动量方向上的投影，无质量粒子自旋量子数可取为

s = |λ| = 0,
1

2
, 1,

3

2
, 2,

5

2
, · · ·

这与有质量粒子的取值情况一样

根据螺旋度 λ 的取值为无质量粒子分类，则应将 λ = ±s 的两种无质量粒子当作
不同粒子

然而，宇称变换使粒子动量方向反转，但角动量方向不变，因此会改变 λ 的符号，
从而联系螺旋度相反的两种无质量粒子
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光子、引力子和中微子
如果无质量粒子不参与破坏宇称的相互作用，则螺旋度相反的两种粒子具有相同

的相互作用行为，可以把它们当作同一种粒子的两种自由度，从而

自旋为 s 的无质量粒子具有 2 种自旋极化态，对应于 2 种螺旋度 λ = ±s

实际上，电磁相互作用、强相互作用和引力相互作用都保持宇称守恒
作为电磁场的量子，光子是自旋为 1 的无质量粒子，具有 −1 和 +1 两种螺旋度，

分别对应于真空电磁波的左旋圆极化和右旋圆极化
假想的引力子 (graviton) 是自旋为 2 的无质量粒子，具有 −2 和 +2 两种螺旋度

在标准模型中，自旋为 1/2 的三种中微子没有质量，参与破坏宇称的弱相互作用
它们是螺旋度为 −1/2 的左旋正中微子，以及相应的反粒子，即螺旋度为 +1/2

的右旋反中微子
对左旋正中微子态作宇称变换将得到右旋正中微子态，但是，在实验中没有发现

参与弱相互作用的右旋正中微子，因而标准模型没有引入它
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