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第 2 章　量子标量场 2.1 节　简谐振子的正则量子化

Charles Hermite
(1822–1901)

本章讲述标量场 (scalar field) 的正则量子化 (canonical quantization) 方法
标量场的量子化可以看作简谐振子量子化的推广
一维简谐振子 (simple harmonic oscillator) 的哈密顿量表达为

H =
p2

2m
+

1

2
mω2x2

其中 m 是质量，ω 是角频率，第一项是动能，第二项是势能

在量子力学中，把坐标 x 和动量 p 两个正则变量看作厄米算
符，要求它们满足正则对易关系 [x, p] ≡ xp− px = i

构造两个非厄米的无量纲算符

a =
1√
2mω

(mωx+ ip), a† =
1√
2mω

(mωx− ip)

a 称为湮灭算符 (annihilation operator)，a† 称为产生算符 (creation operator)

两者互为厄米共轭 (Hermitian conjugate)
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产生湮灭算符的对易关系
湮灭算符和产生算符的对易关系为

[a, a†] =
1

2mω
[mωx+ ip,mωx− ip] = 1

2mω
([mωx,−ip] + [ip,mωx])

=
1

2
(−i[x, p] + i[p, x]) = −i[x, p] = −i · i

即 [a, a†] = 1 ，同理推出 [a, a] = 0 和 [a†, a†] = 0

反过来用 a 和 a† 表示 x 和 p，有 x =
1√
2mω

(a+ a†)，p = −i
√

mω

2
(a− a†)

对易关系 [a, a†] = 1 意味着 aa† = a†a+ 1，于是将哈密顿量表达成

H = − 1

2m

mω

2
(a− a†)2 +

mω2

2

1

2mω
(a+ a†)2

= −ω

4
(aa− aa† − a†a+ a†a†) +

ω

4
(aa+ aa† + a†a+ a†a†) =

ω

2
(aa† + a†a)

=
ω

2
(2a†a+ 1) = ω

(
a†a+

1

2

)
= ω

(
N +

1

2

)
其中 N ≡ a†a 是个厄米算符，称为粒子数算符
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粒子数算符的本征态
N 是个半正定算符，对于任意态矢 |Ψ⟩，N 的期待值 (expectation value) 非负：

⟨Ψ|N |Ψ⟩ = ⟨Ψ| a†a |Ψ⟩ = ⟨aΨ|aΨ⟩≥ 0, 其中 |aΨ⟩ ≡ a |Ψ⟩

因此，哈密顿量 H = ω(N + 1/2) 是正定算符，⟨Ψ|H |Ψ⟩ > 0

设 |n⟩ 是 N 的本征态，满足本征方程 N |n⟩ = n |n⟩ 和归一化条件 ⟨n|n⟩ = 1

由 n = ⟨n|n |n⟩ = ⟨n|N |n⟩ ≥ 0 可知，本征值 n 是一个非负实数

利用对易子公式
[AB,C] = ABC −ACB +ACB − CAB = A[B,C] + [A,C]B

[A,BC] = ABC −BAC +BAC −BCA = [A,B]C +B[A,C]

推出 [N, a†] = [a†a, a†] = a†[a, a†] = a† 和 [N, a] = [a†a, a] = [a†, a]a = −a

故 Na† = a†N + a†，Na = aN − a，从而
Na† |n⟩ = (a†N + a†) |n⟩ = (n+ 1)a† |n⟩

Na |n⟩ = (aN − a) |n⟩ = (n− 1)a |n⟩
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升算符和降算符
可见，a† |n⟩ 和 a |n⟩ 都是 N 的本征态，本征值分别为 n+ 1 和 n− 1，因此

a† |n⟩ = c1|n+ 1⟩, a |n⟩ = c2|n− 1⟩

其中 c1 和 c2 是两个归一化常数
产生算符 a† 将本征值为 n 的态变成本征值为 n+ 1 的态，因而也称为升算符
湮灭算符 a 将本征值为 n 的态变成本征值为 n− 1 的态，因而也称为降算符

为确定归一化常数的值，进行以下计算，

n+ 1 = ⟨n| (N + 1) |n⟩ = ⟨n| (a†a+ 1) |n⟩ = ⟨n| aa†

对易关系
|n⟩ = |c1|2 ⟨n+ 1|n+ 1⟩ = |c1|2

n = ⟨n|N |n⟩ = ⟨n| a†a |n⟩ = |c2|2 ⟨n− 1|n− 1⟩ = |c2|2

将 c1 和 c2 都取为正实数，得 c1 =
√
n+ 1 和 c2 =

√
n，故

a† |n⟩ =
√
n+ 1 |n+ 1⟩, a |n⟩ =

√
n |n− 1⟩
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粒子数算符的本征值
从 N 的某个本征态 |n⟩ 出发，用降算符 a 逐步操作
得到本征值逐次减小的一系列本征态 a |n⟩, a2 |n⟩, a3 |n⟩, · · ·

对应的本征值分别为 n− 1, n− 2, n− 3, · · ·

由于 n ≥ 0，必定存在一个最小本征值 n0，它的本征态 |n0⟩ 满足 a |n0⟩ = 0

注意，a |n0⟩ = 0 是使本征值停止减小的条件
于是 N |n0⟩ = a†a |n0⟩ = 0 = 0 |n0⟩，可见 n0 = 0，即 |n0⟩ = |0⟩

反过来，从 |0⟩ 出发，用升算符 a† 逐步操作
得到本征值逐次增加的一系列本征态 a† |0⟩, (a†)2 |0⟩, (a†)3 |0⟩, · · ·

对应的本征值分别为 1, 2, 3, · · ·

综上，本征值 n 的取值是非负整数，是量子化的

可以用 a† 和 |0⟩ 将本征态 |n⟩ 表示为 |n⟩ = 1√
n!

(a†)n |0⟩
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能量本征值
显然，|n⟩ 也是 H 的本征态，

H |n⟩ = ω

(
N +

1

2

)
|n⟩ = ω

(
n+

1

2

)
|n⟩ = En |n⟩

相应的能量本征值为
En = ω

(
n+

1

2

)

基态 |0⟩ 的能量本征值不是零，而是 E0 = ω/2，称为零点能 (zero-point energy)，
也称为真空能，这是量子力学的特有结果

可以将 |0⟩ 看作真空态，将 n > 0 的 |n⟩ 看作包含 n 个声子 (phonon) 的激发态，
每个声子具有一份能量 ω

这样一来，n 表示声子的数目，故粒子数算符 N 描述声子数
a† 的作用是产生一个声子，从而增加一份能量
a 的作用是湮灭一个声子，从而减少一份能量
这是将 a† 和 a 称为产生算符和湮灭算符的原因
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2.2 节　量子场论中的正则对易关系

Erwin Schrödinger
(1887–1961)

对简谐振子进行正则量子化的关键在于将系统中的广义坐标 x 和 广义动量 p 提
升为 Hilbert 空间上的算符，要求它们满足正则对易关系
接下来将这种方法推广到场论里，从而对场进行正则量子化
这需要涉及到绘景变换，在量子力学中，Schrödinger 绘景和 Heisenberg 绘景提

供了两种等价的描述方法，它们之间由含时的幺正变换相互联系

在 Schrödinger 绘景中，态矢 |Ψ(t)⟩S 代表随时间演化的物
理态，而 Hilbert 空间上的力学量算符 OS 不依赖于时间
系统哈密顿量算符 H 不含时间，则 |Ψ(t)⟩S 与 |Ψ(0)⟩S 通过

幺正变换联系起来：|Ψ(t)⟩S = e−iHt |Ψ(0)⟩S

这里用到的指数函数对任意算符 A 定义为 eA ≡
∞∑

n=0

An

n!

于是 i ∂

∂t
|Ψ(t)⟩S = i ∂e−iHt

∂t
|Ψ(0)⟩S = He−iHt |Ψ(0)⟩S = H |Ψ(t)⟩S

这就是 Schrödinger 方程，而 |Ψ(t)⟩S = e−iHt |Ψ(0)⟩S 其实是方程的解
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|Ψ(0)⟩S = He−iHt |Ψ(0)⟩S = H |Ψ(t)⟩S

这就是 Schrödinger 方程，而 |Ψ(t)⟩S = e−iHt |Ψ(0)⟩S 其实是方程的解
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Heisenberg 绘景

Werner Heisenberg
(1901–1976)

Heisenberg 绘景的态矢为 |Ψ⟩H = eiHt|Ψ(t)⟩S = |Ψ(0)⟩S

它不随时间演化， ∂

∂t
|Ψ⟩H = 0

而力学量算符 OH(t) 依赖于时间，通过一个含时的相似变换
与 OS 联系起来， OH(t) = eiHtOSe−iHt

由于 [H,H] = 0，有 eiHtHe−iHt = HeiHte−iHt = H

故哈密顿量 H 在这两种绘景中是相同的， HH = HS = H

H⟨Ψ|OH(t) |Ψ⟩H = H⟨Ψ| eiHtOSe−iHt |Ψ⟩H = S⟨Ψ(t)|OS |Ψ(t)⟩S

表明，两种绘景中力学量在态上的期待值相同，因而两种绘景描述相同的物理
含时力学量算符 OH(t) 满足 Heisenberg 运动方程

i ∂

∂t
OH(t) = i ∂eiHt

∂t
OSe−iHt + eiHtOSi ∂e−iHt

∂t
= −HeiHtOSe−iHt + eiHtOSe−iHtH

= −HOH(t) +OH(t)H = [OH(t), H]
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等时对易关系
上一节对简谐振子的量子化是在 Schrödinger 绘景中进行的，因为没有考虑坐标

算符 x 和动量算符 p 的时间依赖性
将正则对易关系改记为 [xS, pS] = i，它在 Heisenberg 绘景中的形式是

[xH(t), pH(t)] = [eiHtxSe−iHt, eiHtpSe−iHt] = eiHtxSpSe−iHt − eiHtpSxSe−iHt

= eiHt[xS, pS]e−iHt = eiHtie−iHt = i

可见，正则对易关系的形式不依赖于绘景
上式是在同一时刻 t 成立的，称为等时 (equal time) 对易关系

接下来的讨论在 Heisenberg 绘景中进行，省略绘景的标志性上标 H

将讨论推广到具有 n 个自由度的系统，记 qi(t) 为系统在 Heisenberg 绘景中的广
义坐标算符，pi(t) 为相应的广义动量算符，它们是系统的正则变量
由于不同自由度不应该相互影响，这些算符需要满足的等时对易关系为

[qi(t), pj(t)] = iδij , [qi(t), qj(t)] = 0, [pi(t), pj(t)] = 0
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空间离散化

Vi

1.1 节提到，在量子场论中，为了平等地处理时间和空间，空间坐标 x 应该与时
间坐标 t 一样作为量子场算符 Φ(x, t) 的参数
场论讨论的是具有无穷多个连续自由度的系统，每一个空间点 x 上的 Φ(x, t) 都

是一个广义坐标
为了从有限个分立自由度过渡到无穷多个连续自由度，我们先将整个空间离散化，

划分成无穷多个小体积元 Vi，再取 Vi → 0 的极限来得到连续空间的结果

在体积元 Vi 中，定义相应的广义坐标

Φi(t) ≡
1

Vi

∫
Vi

d3xΦ(x, t)

这是场 Φ(x, t) 在 Vi 中的平均值
记 ∂µΦ 和拉格朗日量密度 L(Φ, ∂µΦ) 在 Vi 中的平均值为

∂µΦi ≡
1

Vi

∫
Vi

d3x ∂µΦ, Li ≡
1

Vi

∫
Vi

d3xL(Φ, ∂µΦ)
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离散化后的等时对易关系
当 Vi → 0 时，Li 成为 Φi 和 ∂µΦi 的函数 Li(Φi, ∂µΦi)，拉格朗日量表达为

L(t) =

∫
d3xL =

∑
i

∫
Vi

d3xL =
∑
i

Vi
1

Vi

∫
Vi

d3xL =
∑
i

Vi Li(Φi, ∂µΦi)

依照定义，在体积元 Vi 中与广义坐标 Φi(t) 相对应的广义动量是

Πi(t) =
∂L

∂(∂0Φi)
=

∑
j

Vj
∂Lj

∂(∂0Φi)
=

∑
j

Vjδji
∂Li

∂(∂0Φi)
= Vi

∂Li

∂(∂0Φi)

相应的等时对易关系为

[Φi(t),Πj(t)] = iδij , [Φi(t),Φj(t)] = 0, [Πi(t),Πj(t)] = 0

引入 πi(t) ≡
∂Li

∂(∂0Φi)
=

Πi(t)

Vi
，则第一、三条等时对易关系可用 πi(t) 表达为

[Φi(t), πj(t)] = i δij
Vj

, [πi(t), πj(t)] = 0
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δ 函数

x

0

δ(x)

从离散到连续，Kronecker 符号 δij 将变成 δ 函数

Dirac δ 函数定义为 δ(x) =

+∞, x = 0,

0, x ̸= 0,
而且满足

∫ +∞

−∞
dx δ(x) = 1

对任意连续函数 f(x) 有 f(y) =

∫ +∞

−∞
dx f(x)δ(x− y) （挑选性）

δ(x) 是偶函数，δ(x) = δ(−x)，满足
∫ +∞

−∞
dx e±ipx = 2π δ(p) 和

f(x)δ(x− y) = f(y)δ(x− y), x δ(x) = 0

这里约定，函数 f(x) 的 Fourier 变换为 f̃(p) =

∫ +∞

−∞
dx e−ipxf(x)

Fourier 逆变换 f(x) =

∫ +∞

−∞

dp
2π

eipxf̃(p)，2π δ(p) 是 f(x) = 1 的 Fourier 变换

若方程 f(x) = 0 具有若干个分立的单根 xi，则 δ[f(x)] =
∑
i

δ(x− xi)

|f ′(xi)|
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三维 δ 函数

Joseph Fourier
(1768–1830)

Paul Dirac
(1902–1984)

用 3 个一维 δ 函数之积定义三维 δ 函数 δ(3)(x) = δ(x1)δ(x2)δ(x3)

那么函数 δ(3)(x) 只在 x = 0 处非零，且 δ(3)(0) = +∞，
∫

d3x δ(3)(x) = 1

对于任意连续函数 f(x)，有 f(y) =
∫

d3x f(x)δ(3)(x− y)，以及

f(x)δ(3)(x− y) = f(y)δ(3)(x− y), x δ(3)(x) = 0

δ(3)(x) 是 x 的偶函数，δ(3)(x) = δ(3)(−x)，满足
∫

d3x e±ip·x = (2π)3δ(3)(p)

在三维空间中，函数 f(x) 的 Fourier 变换是

f̃(p) =
∫

d3x e−ip·xf(x)

Fourier 逆变换是 f(x) =
∫

d3p

(2π)3
eip·xf̃(p)

(2π)3δ(3)(p) 是 f(x) = 1 的 Fourier 变换
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量子场论中的正则对易关系

David Hilbert
(1862–1943)

f(x) 在 Vi 上的平均值 fi =
∑
j

fj δij =
∑
j

Vj fj
δij
Vj

f(x) =
∫

d3y f(y)δ(3)(x− y) 是上式的 Vi → 0 极限形式

也就是说，在连续极限下，δij
Vj
→ δ(3)(x− y)

Φi(t)→ Φ(x, t)，∂µΦi → ∂µΦ(x, t)，Li → L(x, t)

πi(t) =
∂Li

∂(∂0Φi)
→ ∂L

∂(∂0Φ)
= π(x, t) （共轭动量密度）

因此，等时对易关系化为
[Φ(x, t), π(y, t)] = iδ(3)(x− y), [Φ(x, t),Φ(y, t)] = 0, [π(x, t), π(y, t)] = 0

推广到包含若干个场 Φa 的系统，假设不同的场相互独立，则
[Φa(x, t), πb(y, t)] = iδabδ(3)(x− y), [Φa(x, t),Φb(y, t)] = 0, [πa(x, t), πb(y, t)] = 0

这就是量子场论中的正则对易关系，它是场的正则量子化的出发点
此时，系统的正则变量 Φa(x, t) 和 πa(x, t) 都是 Hilbert 空间上的算符
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此时，系统的正则变量 Φa(x, t) 和 πa(x, t) 都是 Hilbert 空间上的算符
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2.3 节　实标量场的正则量子化
如果场 ϕ(x) 是 Lorentz 标量，就称它为标量场
在固有保时向 Lorentz 变换下，若时空坐标的变换为 x′ = Λx

则标量场 ϕ(x) 的变换形式是
ϕ′(x′) = ϕ(x)

本节讨论实标量场 ϕ(x)，它满足自共轭 (self-conjugate) 条件

ϕ†(x) = ϕ(x)

量子化之后，ϕ(x) 是一个厄米算符

假设 ϕ(x) 是不参与相互作用的自由实标量场，相应的 Lorentz 不变拉氏量是

L =
1

2
(∂µϕ)∂µϕ−

1

2
m2ϕ2

其中 m > 0 是实标量场的质量，第一项是动能项，第二项是质量项
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Klein-Gordon 方程

Oskar Benjamin Klein
(1894–1977)

Walter Gordon
(1893–1939)

注意到 1

2
(∂µϕ)∂µϕ =

1

2
gµν(∂µϕ)∂νϕ =

1

2
[(∂0ϕ)

2−(∂1ϕ)
2 − (∂2ϕ)

2 − (∂3ϕ)
2]

有 ∂L
∂(∂0ϕ)

= ∂0ϕ = ∂0ϕ， ∂L
∂(∂iϕ)

= −∂iϕ = ∂iϕ

归纳起来得 ∂L
∂(∂µϕ)

= ∂µϕ，∂L
∂ϕ

= −m2ϕ

因此，Euler-Lagrange 方程 ∂µ
∂L

∂(∂µΦa)
− ∂L

∂Φa
= 0 给出

0 = ∂µ
∂L

∂(∂µϕ)
− ∂L

∂ϕ
= ∂µ∂

µϕ+m2ϕ

也就是说，ϕ(x) 满足 Klein-Gordon 方程

(∂2 +m2)ϕ(x) = 0

这是实标量场的经典运动方程
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等时对易关系
实标量场 ϕ(x) 对应的共轭动量密度是

π(x) =
∂L

∂(∂0ϕ)
= ∂0ϕ(x)

即 π(x) 是 ϕ(x) 的时间导数，由自共轭条件 ϕ†(x) = ϕ(x) 得 π†(x) = π(x)

如果在拉氏量 L =
1

2
(∂µϕ)∂µϕ−

1

2
m2ϕ2 的动能项中不引入 1/2 因子，就会得到

π(x) = 2∂0ϕ(x)，则共轭动量密度没有得到正则归一化 (canonical normalization)

质量项也要引入 1/2 因子，否则 Klein-Gordon 方程中质量不是 m，而是 √2m

现在，把正则变量 ϕ(x) 和 π(x) 看作 Hilbert 空间上的算符
要求它们满足等时对易关系

[ϕ(x, t), π(y, t)] = iδ(3)(x− y), [ϕ(x, t), ϕ(y, t)] = 0, [π(x, t), π(y, t)] = 0

这种做法称为正则量子化

余钊焕 （中山大学） 第 2 章　量子标量场 18 / 61



简谐振子的正则量子化 量子场论中的正则对易关系 实标量场的正则量子化 哈密顿量和总动量 粒子态 复标量场的正则量子化

等时对易关系
实标量场 ϕ(x) 对应的共轭动量密度是

π(x) =
∂L

∂(∂0ϕ)
= ∂0ϕ(x)

即 π(x) 是 ϕ(x) 的时间导数，由自共轭条件 ϕ†(x) = ϕ(x) 得 π†(x) = π(x)

如果在拉氏量 L =
1

2
(∂µϕ)∂µϕ−

1

2
m2ϕ2 的动能项中不引入 1/2 因子，就会得到

π(x) = 2∂0ϕ(x)，则共轭动量密度没有得到正则归一化 (canonical normalization)

质量项也要引入 1/2 因子，否则 Klein-Gordon 方程中质量不是 m，而是 √2m
现在，把正则变量 ϕ(x) 和 π(x) 看作 Hilbert 空间上的算符
要求它们满足等时对易关系

[ϕ(x, t), π(y, t)] = iδ(3)(x− y), [ϕ(x, t), ϕ(y, t)] = 0, [π(x, t), π(y, t)] = 0

这种做法称为正则量子化

余钊焕 （中山大学） 第 2 章　量子标量场 18 / 61



简谐振子的正则量子化 量子场论中的正则对易关系 实标量场的正则量子化 哈密顿量和总动量 粒子态 复标量场的正则量子化

2.3.1 小节　平面波展开
在量子力学中，无界空间里单粒子波函数 Ψ 的平面波解 (plane-wave solution) 为

Ψ(x, t) = exp(−iEt+ i p · x)

有 i ∂Ψ
∂t

= E exp(−iEt+ i p · x) = EΨ，−i∇Ψ = p exp(−iEt+ i p · x) = pΨ

可见，Ê = i ∂
∂t
是能量微分算符，p̂ = −i∇ 是动量微分算符

组合起来，四维动量微分算符是 p̂µ = i
(

∂

∂t
,−∇

)
= i∂µ

将平面波解改写成 Ψ(x) = exp(−ip · x)，其中 pµ = (E, p)，xµ = (t, x)，则

i∂µΨ = i∂µe−ip·x = pµe−ip·x = pµΨ

因此，pµ 是四维动量微分算符 p̂µ = i∂µ 的本征值
平面波解 Ψ(x) = exp(−ip · x) 描述四维动量为 pµ 的粒子

余钊焕 （中山大学） 第 2 章　量子标量场 19 / 61



简谐振子的正则量子化 量子场论中的正则对易关系 实标量场的正则量子化 哈密顿量和总动量 粒子态 复标量场的正则量子化

2.3.1 小节　平面波展开
在量子力学中，无界空间里单粒子波函数 Ψ 的平面波解 (plane-wave solution) 为

Ψ(x, t) = exp(−iEt+ i p · x)

有 i ∂Ψ
∂t

= E exp(−iEt+ i p · x) = EΨ，−i∇Ψ = p exp(−iEt+ i p · x) = pΨ
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正能解和负能解
现在讨论量子场论的情况，在无界空间中，设实标量场 ϕ(x) 满足的 Klein-Gordon

方程具有平面波解 φ(x) = exp(−ik · x)，其中四维动量 kµ = (k0, k)

那么，∂2φ = ∂µ∂µφ = ∂µ(−ikµφ) = (−i)2kµkµφ = −k2φ

从而，Klein-Gordon 方程化为

0 = (∂2 +m2)φ = −(k2 −m2)φ = −[(k0)2 − |k|2 −m2]φ

这就要求 (k0)2 = |k|2 +m2，即 k0 = ±Ek，其中 Ek ≡
√
|k|2 +m2 > 0

因此，对于固定的 k，有两个线性独立的平面波解
k0 = Ek 对应于正能解

φ
(+)
k (x) = exp[−i(k0x0 − k · x)] = exp[−i(Ekt− k · x)]

k0 = −Ek 对应于负能解

φ
(−)
k (x) = exp[−i(k0x0 − k · x)] = exp[i(Ekt+ k · x)]
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一般解
从而，满足 Klein-Gordon 方程的场算符 ϕ(x, t) 的一般解可写成如下形式，

ϕ(x, t) =

∫
d3k

(2π)3
1√
2Ek

[
akφ

(+)
k (x) + ãkφ

(−)
k (x)

]
=

∫
d3k

(2π)3
1√
2Ek

[
ake−i(Ekt−k·x) + ãkei(Ekt+k·x)

]
其中 ak 和 ãk 是两个只依赖于 k 的算符，1/

√
2Ek 是归一化因子

这是一个形式为 Fourier 积分的平面波展开式，把 ϕ(x, t) 展开成三维空间中无穷
多个动量模式的叠加

取上式的厄米共轭，得

ϕ†(x, t) =

∫
d3k

(2π)3
1√
2Ek

[
a†

kei(Ekt−k·x) + ã†
ke−i(Ekt+k·x)

]
=

∫
d3k

(2π)3
1√
2Ek

[
a†
−kei(Ekt+k·x) + ã†

−ke−i(Ekt−k·x)
]

第二步利用了如下性质：对整个三维动量空间进行积分时，将被积函数中的 k 替
换成 −k 不会改变积分的结果，而 E−k = Ek
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自共轭条件

观察

ϕ(x, t) =

∫
d3k

(2π)3
1√
2Ek

[
ake−i(Ekt−k·x) + ãkei(Ekt+k·x)

]
ϕ†(x, t) =

∫
d3k

(2π)3
1√
2Ek

[
a†
−kei(Ekt+k·x) + ã†

−ke−i(Ekt−k·x)
]

可知，自共轭条件 ϕ†(x, t) = ϕ(x, t) 意味着 ãk = a†
−k

注意，由 ãk = a†
−k 可以推出 ã†

k = a−k 和 ã†
−k = ak。因而

ϕ(x, t) =

∫
d3k

(2π)3
1√
2Ek

[
ake−i(Ekt−k·x) + a†

−kei(Ekt+k·x)
]

=

∫
d3k

(2π)3
1√
2Ek

[
ake−i(Ekt−k·x) + a†

kei(Ekt−k·x)
]

第二步对方括号中第二项作变量替换 k→ −k
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平面波展开式
对于

ϕ(x, t) =
∫

d3k

(2π)3
1√
2Ek

[
ake−i(Ekt−k·x) + a†

kei(Ekt−k·x)
]

把动量记号 k 替换成 p，将 ϕ(x, t) 的平面波展开式整理成

ϕ(x, t) =
∫

d3p

(2π)3
1√
2Ep

(
ape−ip·x + a†

peip·x
)

其中 p · x = p0t− p · x，且 p0 > 0，满足质壳条件 p0 = Ep ≡
√
|p|2 +m2

ap 是湮灭算符，对应于正能解 e−ip·x

a†
p 是产生算符，对应于负能解 eip·x

共轭动量密度算符的平面波展开式为

π(x, t) = ∂0ϕ(x, t) =
∫

d3p

(2π)3
−ip0√
2Ep

(
ape−ip·x− a†

peip·x
)
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2.3.2 小节　产生湮灭算符的对易关系
在三维空间中对 ϕ(x, t) 作 Fourier 变换，有∫

d3x eiq·xϕ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∫
d3x

[
ape−i(p−q)·x + a†

pei(p+q)·x
]

这里比 Fourier 变换公式 f̃(q) =
∫

d3x e−iq·xf(x) 多乘了一个 eiq0t 因子，其中
q0 = Eq，使指数因子变成 eiq0te−iq·x = eiq·x。利用∫

d3x e±i(p−q)·x =

∫
d3x e±i(p0−q0)te∓i(p−q)·x = (2π)3e±i(p0−q0)tδ(3)(p− q)∫

d3x e±i(p+q)·x = (2π)3e±i(p0+q0)tδ(3)(p+ q)

得
∫

d3x eiq·xϕ(x) =

∫
d3p√
2Ep

[
ape−i(p0−q0)tδ(3)(p− q) + a†

pei(p0+q0)tδ(3)(p + q)
]

=
1√
2Eq

(
aq + a†

−qe2iq0t
)

在第一步中，p0 =
√
|p|2 +m2，q0 =

√
|q|2 +m2，两个三维 δ 函数分别要求

p = q 和 p = −q，都导致 p0 = q0，对 d3p 积分即得第二步结果
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产生湮灭算符的表达式
类似地，π(x, t) 的 Fourier 变换为∫

d3x eiq·xπ(x) =

∫
d3p

(2π)3
−ip0√
2Ep

∫
d3x

[
ape−i(p−q)·x − a†

pei(p+q)·x
]

=

∫
d3p

−ip0√
2Ep

[
ape−i(p0−q0)tδ(3)(p− q)− a†

pei(p0+q0)tδ(3)(p + q)
]

=
−iq0√
2Eq

(
aq − a†

−qe2iq0t
)

从而
∫

d3x eiq·x[π(x)− iq0ϕ(x)] =
∫

d3x eiq·xπ(x)− iq0
∫

d3x eiq·xϕ(x)

=
−2iq0√
2Eq

aq = −i
√

2Eq aq

即 ap =
i√
2Ep

∫
d3x eip·x [π(x)− ip0ϕ(x)]

取厄米共轭，并使用自共轭条件 ϕ† = ϕ 和 π† = π，得
a†

p =
−i√
2Ep

∫
d3x e−ip·x [π(x) + ip0ϕ(x)]
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产生算符与湮灭算符的对易关系
令 x0 = y0 = t，利用等时对易关系推出

[ap, a
†
q ] =

1√
4EpEq

∫
d3x d3y

[
eip·x{π(x, t)− ip0ϕ(x, t)}, e−iq·y{π(y, t) + iq0ϕ(y, t)}

]
=

1√
4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x−q·y) [π(x, t)− ip0ϕ(x, t), π(y, t) + iq0ϕ(y, t)]

=
1√

4EpEq

∫
d3x d3y ei(p0−q0)te−i(p·x−q·y) {iq0[π(x, t), ϕ(y, t)]− ip0[ϕ(x, t), π(y, t)]}

=
1√

4EpEq

∫
d3x d3y ei(p0−q0)te−i(p·x−q·y) [−i(p0 + q0)iδ(3)(x − y)]

=
Ep + Eq√
4EpEq

ei(Ep−Eq)t
∫

d3x e−i(p−q)·x =
Ep + Eq√
4EpEq

ei(Ep−Eq)t(2π)3δ(3)(p − q)

根据 δ 函数的性质 f(x)δ(3)(x− y) = f(y)δ(3)(x− y)，有
Ep + Eq√
4EpEq

ei(Ep−Eq)tδ(3)(p− q) = Eq + Eq√
4EqEq

ei(Eq−Eq)tδ(3)(p− q) = δ(3)(p− q)

故 [ap, a
†
q ] = (2π)3δ(3)(p− q)
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两个产生算符的对易关系
类似地，
[ap, aq]

=
−1√
4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x+q·y)[π(x, t)− ip0ϕ(x, t), π(y, t)− iq0ϕ(y, t)]

=
−1√
4EpEq

∫
d3x d3y ei(p0+q0)te−i(p·x+q·y) {−iq0[π(x, t), ϕ(y, t)]− ip0[ϕ(x, t), π(y, t)]}

=
−1√
4EpEq

∫
d3x d3y ei(p0+q0)te−i(p·x+q·y)(p0 − q0)δ

(3)(x − y)

=
Eq − Ep√
4EpEq

ei(Ep+Eq)t
∫

d3x e−i(p+q)·x =
Eq − Ep√
4EpEq

ei(Ep+Eq)t(2π)3δ(3)(p + q)

δ(3)(p + q) 只在 p = −q 处非零，取值 +∞，而 Eq − Ep 在 p = −q 处取值为零
由于 δ(3)(p + q) 在 p = −q 处奇性比较弱，有

(Eq − Ep)δ
(3)(p + q) = 0

故 [ap, aq] = 0
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产生湮灭算符的对易关系

此外，
[a†

p, a
†
q ] = a†

pa
†
q − a†

qa
†
p = (aqap − apaq)

† = [aq, ap]
† = 0

因此，可以直接改变两个湮灭算符或产生算符的乘积次序，即

apaq = aqap, a†
pa

†
q = a†

qa
†
p

综上，产生湮灭算符满足对易关系

[ap, a
†
q] = (2π)3δ(3)(p − q), [ap, aq] = [a†p, a

†
q] = 0

这是简谐振子对易关系 [a, a†] = 1 和 [a, a] = [a†, a†] = 0 在量子场论中的推广
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2.3.3 小节　哈密顿量和总动量
注意到 π = ∂0ϕ，自由实标量场的哈密顿量密度表达为

H = π∂0ϕ− L = (∂0ϕ)
2 − 1

2
(∂µϕ)∂µϕ+

1

2
m2ϕ2 =

1

2
[(∂0ϕ)

2 + (∇ϕ)2 +m2ϕ2]

从而哈密顿量算符是

H =

∫
d3xH =

1

2

∫
d3x [π2 + (∇ϕ)2 +m2ϕ2]

根据 Noether 定理，实标量场的总动量算符是 P i =

∫
d3xπ∂iϕ

利用等时对易关系，推出对易关系

[ϕ(x), H] =
1

2

∫
d3y [ϕ(x, t), π2(y, t)]

=
1

2

∫
d3y {π(y, t)[ϕ(x, t), π(y, t)] + [ϕ(x, t), π(y, t)]π(y, t)}

= i
∫

d3y π(y, t)δ(3)(x− y) = iπ(x, t) = i∂0ϕ(x)
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四维动量算符

再推出对易关系

[ϕ(x), P i] =

∫
d3y [ϕ(x, t), π(y, t) ∂

∂yi
ϕ(y, t)] =

∫
d3y [ϕ(x, t), π(y, t)] ∂

∂yi
ϕ(y, t)

= i
∫

d3y δ(3)(x− y) ∂

∂yi
ϕ(y, t) = i ∂

∂xi
ϕ(x, t) = i∂iϕ(x)

引入四维动量算符
Pµ = (H,P)

将这两个对易关系合起来写成

[ϕ(x), Pµ] = i∂µϕ(x)

可见，场算符 ϕ(x) 与四维动量算符 Pµ 的对易子相当于将四维动量微分算符 i∂µ

作用在 ϕ(x) 上
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哈密顿量算符
将 ϕ(x) 和 π(x) 的平面波展开式代入，哈密顿量算符化为

H =
1

2

∫
d3x [π2 + (∇ϕ)2 +m2ϕ2]

=
1

2

∫
d3x d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq

{[
(−ip0)(−iq0) + (ip) · (iq)

]
×
(
ape−ip·x − a†

peip·x
)(

aqe−iq·x − a†
qeiq·x

)
+m2

(
ape−ip·x + a†

peip·x
)(

aqe−iq·x + a†
qeiq·x

)}
=

1

2

∫
d3x d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq

{
(p0q0 + p · q +m2)

[
apa

†
qe−i(p−q)·x + a†

paqei(p−q)·x
]

+ (−p0q0 − p · q +m2)
[
apaqe−i(p+q)·x + a†

pa
†
qei(p+q)·x

]}
=

1

2

∫
d3p d3q

(2π)3
√

4EpEq

×
{
δ(3)(p− q)(p0q0 + p · q +m2)

[
apa

†
qe−i(p0−q0)t + a†

paqei(p0−q0)t
]

� + δ(3)(p + q)(−p0q0 − p · q +m2)
[
apaqe−i(p0+q0)t + a†

pa
†
qei(p0+q0)t

]}
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哈密顿量算符的表达式

对 q 积分，得

H =
1

2

∫
d3p

(2π)32Ep

[
(E2

p + |p|2 +m2)
(
apa

†
p + a†

pap

)
+(−E2

p + |p|2 +m2)
(
apa−pe−2iEpt + a†

pa
†
−pe2iEpt

) ]
根据质壳条件 E2

p = |p|2 +m2，第二步方括号中第二项没有贡献，从而

H =
1

2

∫
d3p

(2π)3
Ep

(
apa

†
p + a†

pap

)
=

1

2

∫
d3p

(2π)3
Ep

[
2a†

pap + (2π)3δ(3)(p− p)
]

第二步用到产生湮灭算符的对易关系 [ap, a
†
q ] = (2π)3δ(3)(p− q)，于是

H =

∫
d3p

(2π)3
Ep a

†
pap + (2π)3δ(3)(0)

∫
d3p

(2π)3
Ep

2
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哈密顿量的正定性
自由实标量场的哈密顿量 H =

∫
d3p

(2π)3
Ep a

†
pap + (2π)3δ(3)(0)

∫
d3p

(2π)3
Ep

2
可看

作一维简谐振子哈密顿量 H = ωa†a+
ω

2
向无穷多自由度的推广

半正定算符 Np ≡ a†
pap 是三维动量空间中动量为 p 处的粒子数密度算符

每个粒子的能量是 Ep，H 的第一项是所有动量模式所有粒子贡献的能量之和

由
∫

d3x e±ip·x = (2π)3δ(3)(p) 得 (2π)3δ(3)(0) =
∫

d3x = Ṽ

Ṽ 是进行积分的空间体积，对于全空间而言是无穷大的
H 的第二项是一个正无穷大 c 数 (c-number，即经典的数，不是算符)，是真空

的零点能（真空能），是所有动量模式在全空间贡献的零点能之和
一维简谐振子的零点能为 E0 = ω/2，这是自由度为 1 时的结果
推广到无穷多自由度自然会得到正无穷大的零点能
如果不讨论引力现象，零点能通常并不重要，因为实验上只能测量两个能量之差
经过正则量子化之后，实标量场的哈密顿量 H 是正定算符，不存在负能量困难
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哈密顿量本征态
哈密顿量 H 与产生算符和湮灭算符的对易子分别为

[H, a†
p] =

∫
d3q

(2π)3
Eq[a

†
qaq, a

†
p] =

∫
d3q

(2π)3
Eq

(
a†

q [aq, a
†
p] + [a†

q , a
†
p]aq

)
=

∫
d3q Eqa

†
qδ

(3)(q− p) = Epa
†
p

[H, ap] =

∫
d3q

(2π)3
Eq[a

†
q , ap]aq = −

∫
d3q Eqaqδ

(3)(q− p) = −Epap

故 Ha†
p = a†

pH +Epa
†
p，Hap = apH −Epap

设 |E⟩ 是 H 的本征态，本征值为 E，则 H |E⟩ = E |E⟩

从而，
Ha†

p |E⟩ = (a†
pH + Epa

†
p) |E⟩ = (E+Ep)a

†
p |E⟩

Hap |E⟩ = (apH − Epap) |E⟩ = (E−Ep)ap |E⟩

可见，当 a†
p |E⟩ ̸= 0 时，产生算符 a†

p 的作用是使能量本征值增加 Ep

当 ap |E⟩ ̸= 0 时，湮灭算符 ap 的作用是使能量本征值减少 Ep
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哈密顿量本征态
哈密顿量 H 与产生算符和湮灭算符的对易子分别为

[H, a†
p] =

∫
d3q

(2π)3
Eq[a

†
qaq, a

†
p] =

∫
d3q

(2π)3
Eq

(
a†

q [aq, a
†
p] + [a†

q , a
†
p]aq

)
=

∫
d3q Eqa

†
qδ

(3)(q− p) = Epa
†
p

[H, ap] =

∫
d3q

(2π)3
Eq[a

†
q , ap]aq = −

∫
d3q Eqaqδ

(3)(q− p) = −Epap

故 Ha†
p = a†

pH +Epa
†
p，Hap = apH −Epap

设 |E⟩ 是 H 的本征态，本征值为 E，则 H |E⟩ = E |E⟩

从而，
Ha†

p |E⟩ = (a†
pH + Epa

†
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†
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总动量
将 ϕ(x) 和 π(x) 的平面波展开式代入，总动量算符化为

P = −
∫

d3xπ∇ϕ

= −
∫

d3x d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq
(−ip0)

(
ape−ip·x − a†

peip·x
)
(iq)

(
aqe−iq·x − a†

qeiq·x
)

=

∫
d3x d3p d3q p0q
(2π)6

√
4EpEq

×
[
apa

†
qe−i(p−q)·x + a†

paqei(p−q)·x − apaqe−i(p+q)·x − a†
pa

†
qei(p+q)·x

]
=

∫
d3p d3q p0q

(2π)3
√

4EpEq

{
δ(3)(p− q)

[
apa

†
qe−i(p0−q0)t + a†

paqei(p0−q0)t
]

− δ(3)(p + q)
[
apaqe−i(p0+q0)t + a†

pa
†
qei(p0+q0)t

]}
=

∫
d3pEpp
(2π)32Ep

(
apa

†
p + a†

pap + apa−pe−2iEpt + a†
pa

†
−pe2iEpt

)
=

1

2

∫
d3p

(2π)3
p
(
apa

†
p + a†

pap + apa−pe−2iEpt + a†
pa

†
−pe2iEpt

)
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化简总动量
作变量替换 p→ −p，利用产生湮灭算符的对易关系，得

1

2

∫
d3p

(2π)3
p
(
apa−pe−2iEpt + a†

pa
†
−pe2iEpt

)
=

1

2

∫
d3p

(2π)3
(−p)

(
a−pape−2iEpt + a†

−pa
†
pe2iEpt

)
= −1

2

∫
d3p

(2π)3
p
(
apa−pe−2iEpt + a†

pa
†
−pe2iEpt

)
因此这个积分为零，从而

P =
1

2

∫
d3p

(2π)3
p
(
apa

†
p + a†

pap + apa−pe−2iEpt + a†
pa

†
−pe2iEpt

)
=

1

2

∫
d3p

(2π)3
p
(
apa

†
p + a†

pap

)
=

1

2

∫
d3p

(2π)3
p
[
2a†

pap + (2π)3δ(3)(0)
]

=

∫
d3p

(2π)3
p a†

pap +
1

2
δ(3)(0)

∫
d3p p
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总动量表达式

由
∫

d3p p =

∫
d3p (−p) = −

∫
d3p p 得

∫
d3p p = 0

于是，自由实标量场的总动量为

P =

∫
d3p

(2π)3
p a†

pap

即总动量是所有动量模式所有粒子贡献的动量之和

P 与产生湮灭算符的对易子为

[P, a†
p] =

∫
d3q

(2π)3
q a†

q [aq, a
†
p] =

∫
d3q q a†

qδ
(3)(q− p) = p a†

p

[P, ap] =

∫
d3q

(2π)3
q [a†

q , ap]aq = −
∫

d3q q aqδ
(3)(q− p) = −p ap

即 Pa†
p = a†

pP+ p a†
p, Pap = apP− p ap
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2.3.4 小节　粒子态

对于任意动量 p 对应的湮灭算符 ap，假设真空态 |0⟩ 满足

ap |0⟩ = 0

归一化为 ⟨0|0⟩ = 1

将哈密顿量 H =

∫
d3p

(2π)3
Ep a

†
pap + Evac 作用到真空态上，得

H |0⟩ = Evac |0⟩, Evac ≡ δ(3)(0)
∫

d3p
Ep

2

可见 |0⟩ 的能量本征值是零点能 Evac，真空态是能量最低的态

真空态不具有动量，即 |0⟩ 的 P 本征值是零矢量：

P |0⟩ =
∫

d3p

(2π)3
p a†

pap |0⟩ = 0 = 0 |0⟩
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单粒子态
接着，定义单粒子态

|p⟩ ≡
√

2Ep a
†
p |0⟩

其中 √
2Ep 是归一化因子

根据 Ha†
p |E⟩ = (E + Ep)a

†
p |E⟩，有 H |p⟩ = (Evac + Ep) |p⟩

由 Pa†
p = a†

pP + p a†
p 和 P |0⟩ = 0 |0⟩ 得

P |p⟩ =
√

2Ep P a†
p |0⟩ =

√
2Ep(a

†
p P + p a†

p) |0⟩ =
√

2Ep p a†
p |0⟩ = p |p⟩

相比于真空态 |0⟩，单粒子态 |p⟩ 多了一份能量 Ep，也多了一份动量 p

因此，|p⟩ 描述的是一个动量为 p 的粒子，这个粒子的能量为 Ep =
√
|p|2 +m2

这满足狭义相对论中的色散关系
而拉氏量 L 中实标量场的质量 m 就是粒子的质量
可以看到，产生算符 a†

p 的作用是产生一个动量为 p 的粒子

余钊焕 （中山大学） 第 2 章　量子标量场 39 / 61



简谐振子的正则量子化 量子场论中的正则对易关系 实标量场的正则量子化 哈密顿量和总动量 粒子态 复标量场的正则量子化

单粒子态
接着，定义单粒子态

|p⟩ ≡
√

2Ep a
†
p |0⟩

其中 √
2Ep 是归一化因子

根据 Ha†
p |E⟩ = (E + Ep)a

†
p |E⟩，有 H |p⟩ = (Evac + Ep) |p⟩

由 Pa†
p = a†

pP + p a†
p 和 P |0⟩ = 0 |0⟩ 得

P |p⟩ =
√

2Ep P a†
p |0⟩ =

√
2Ep(a

†
p P + p a†

p) |0⟩ =
√

2Ep p a†
p |0⟩ = p |p⟩

相比于真空态 |0⟩，单粒子态 |p⟩ 多了一份能量 Ep，也多了一份动量 p

因此，|p⟩ 描述的是一个动量为 p 的粒子，这个粒子的能量为 Ep =
√
|p|2 +m2

这满足狭义相对论中的色散关系
而拉氏量 L 中实标量场的质量 m 就是粒子的质量
可以看到，产生算符 a†

p 的作用是产生一个动量为 p 的粒子

余钊焕 （中山大学） 第 2 章　量子标量场 39 / 61



简谐振子的正则量子化 量子场论中的正则对易关系 实标量场的正则量子化 哈密顿量和总动量 粒子态 复标量场的正则量子化

单粒子态的内积
将湮灭算符作用在单粒子态上，得

ap |q⟩ =
√

2Eq apa
†
q |0⟩ =

√
2Eq [a

†
qap + (2π)3δ(3)(p− q)] |0⟩

=
√

2Ep (2π)
3δ(3)(p− q) |0⟩

如果 p ̸= q，则上式为零
如果 p = q，则单粒子态 |q⟩ = |p⟩ 在 ap 的作用下变成真空态 |0⟩
可见，湮灭算符 ap 的作用是减少一个动量为 p 的粒子

单粒子态的内积为
⟨q|p⟩ =

√
4EqEp ⟨0| aqa

†
p |0⟩ =

√
4EqEp ⟨0| [a†

paq + (2π)3δ(3)(p− q)] |0⟩

= 2Ep(2π)
3δ(3)(p− q)

上式是 Lorentz 不变的，这是单粒子态归一化因子取成 √
2Ep 的原因，证明见下

内积 ⟨p|p⟩ = 2Ep(2π)
3δ(3)(0) 是发散的，原因在于产生算符 a†

p 是在无界空间中
讨论量子场平面波解时定义的，内积有限的粒子态可通过构造波包得到，见习题 2.3

余钊焕 （中山大学） 第 2 章　量子标量场 40 / 61



简谐振子的正则量子化 量子场论中的正则对易关系 实标量场的正则量子化 哈密顿量和总动量 粒子态 复标量场的正则量子化

单粒子态的内积
将湮灭算符作用在单粒子态上，得

ap |q⟩ =
√

2Eq apa
†
q |0⟩ =

√
2Eq [a

†
qap + (2π)3δ(3)(p− q)] |0⟩

=
√

2Ep (2π)
3δ(3)(p− q) |0⟩

如果 p ̸= q，则上式为零
如果 p = q，则单粒子态 |q⟩ = |p⟩ 在 ap 的作用下变成真空态 |0⟩
可见，湮灭算符 ap 的作用是减少一个动量为 p 的粒子
单粒子态的内积为
⟨q|p⟩ =

√
4EqEp ⟨0| aqa

†
p |0⟩ =

√
4EqEp ⟨0| [a†

paq + (2π)3δ(3)(p− q)] |0⟩

= 2Ep(2π)
3δ(3)(p− q)

上式是 Lorentz 不变的，这是单粒子态归一化因子取成 √
2Ep 的原因，证明见下

内积 ⟨p|p⟩ = 2Ep(2π)
3δ(3)(0) 是发散的，原因在于产生算符 a†

p 是在无界空间中
讨论量子场平面波解时定义的，内积有限的粒子态可通过构造波包得到，见习题 2.3

余钊焕 （中山大学） 第 2 章　量子标量场 40 / 61



简谐振子的正则量子化 量子场论中的正则对易关系 实标量场的正则量子化 哈密顿量和总动量 粒子态 复标量场的正则量子化

物理动量区域上的 Lorentz 不变积分

Oliver Heaviside
(1850–1925)

x

1

O

θ(x)

接下来证明 2Epδ
(3)(p− q) 是 Lorentz 不变的

引入 Heaviside 阶跃函数 (step function)

θ(x) =

1, x > 0

0, x < 0

对于满足质壳条件的四维动量 pµ，p0 的符号在任意惯
性系中不会改变（见习题 1.3）
即 θ(p0) 在任意固有保时向 Lorentz 变换下不变

一个物理粒子的四维动量 pµ 满足质壳条件 p2 −m2 = 0

且能量为正 (p0 > 0)

任意 Lorentz 标量函数 F (p) 在物理动量区域上的 Lorentz 不变积分表达为∫
d4p δ(p2 −m2)θ(p0)F (p)
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单粒子态的内积
利用 δ[f(x)] =

∑
i

δ(x− xi)

|f ′(xi)|
推出∫

d4p δ(p2 −m2)θ(p0)F (p) =

∫
d3p

∫ +∞

−∞
dp0 δ[(p0)2 − |p|2 −m2]θ(p0)F (p0, p)

=

∫
d3p

∫ +∞

0

dp0 δ(p0 − Ep)

2Ep
F (p0, p) =

∫
d3p

2Ep
F (Ep, p)

θ(p0) 挑选出方程 (p0)2 − |p|2 −m2 = 0 的正根 p0 =
√
|p|2 +m2 = Ep 的贡献

而 ∂[(p0)2 − |p|2 −m2]

∂p0

∣∣∣∣
p0=Ep

= 2p0
∣∣
p0=Ep

= 2Ep

可见， d3p

2Ep
是 Lorentz 不变的动量空间体积元

对任意 Lorentz 标量函数 g(q)，根据 δ 函数的挑选性，有

g(q) =
∫

d3p δ(3)(p− q)g(p) =
∫

d3p

2Ep
2Epδ

(3)(p− q)g(p)

最左和最右都是 Lorentz 不变的，则 2Epδ
(3)(p− q) 是 Lorentz 不变的，证毕
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单粒子位置本征态
将标量场算符 ϕ(x) 作用到真空态 |0⟩ 上，得到态矢

ϕ(x) |0⟩ =
∫

d3p

(2π)3
1√
2Ep

(ape−ip·x + a†
peip·x) |0⟩ =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

a†
peip·x |0⟩

它与单粒子态 |p⟩ 的内积为

⟨p|ϕ(x) |0⟩ =
∫

d3q

(2π)3

√
2Ep

2Eq
⟨0| apa

†
qeiq·x |0⟩ =

∫
d3q

(2π)3

√
Ep

Eq
⟨0| [ap, a

†
q ]eiq·x |0⟩

=

∫
d3q

√
Ep

Eq
δ(3)(p− q)eiq·x ⟨0|0⟩ = eip·x

量子力学单粒子位置本征态 |x⟩ 与动量本征态 |p⟩ 内积为 ⟨p|x⟩ = (2π)−3/2e−ip·x，
其中 (2π)−3/2 是归一化因子
两个内积的形式相似，因此 ϕ(x) |0⟩ 类似于 t = x0 时刻的单粒子位置本征态，

ϕ(x) 作用在 |0⟩ 上相当于在时空点 xµ = (t, x) 处产生一个粒子
平面波展开式的归一化因子 1/

√
2Ep 使内积 ⟨p|ϕ(x) |0⟩ 成为 Lorentz 不变量
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单粒子位置本征态
将标量场算符 ϕ(x) 作用到真空态 |0⟩ 上，得到态矢

ϕ(x) |0⟩ =
∫

d3p

(2π)3
1√
2Ep

(ape−ip·x + a†
peip·x) |0⟩ =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

a†
peip·x |0⟩

它与单粒子态 |p⟩ 的内积为

⟨p|ϕ(x) |0⟩ =
∫

d3q

(2π)3

√
2Ep

2Eq
⟨0| apa

†
qeiq·x |0⟩ =

∫
d3q

(2π)3

√
Ep

Eq
⟨0| [ap, a

†
q ]eiq·x |0⟩

=

∫
d3q

√
Ep

Eq
δ(3)(p− q)eiq·x ⟨0|0⟩ = eip·x
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n 粒子态
定义动量分别为 p1, · · · , pn 的 n 个粒子对应的多粒子态为

|p1, · · · , pn⟩ ≡ C1a
†
p1 · · · a

†
pn |0⟩ , C1 =

√
2Ep1 · · ·

√
2Epn

根据 Ha†
p = a†

pH + Epa
†
p，H 对它的作用给出

H |p1, · · · , pn⟩ = C1Ha†
p1 · · · a

†
pn |0⟩ = C1(a

†
p1H + Ep1a

†
p1) · · · a

†
pn |0⟩

= C1a
†
p1Ha†

p2 · · · a
†
pn |0⟩+ Ep1 |p1, · · · , pn⟩

= C1a
†
p1a

†
p2H · · · a

†
pn |0⟩+ (Ep1 + Ep2) |p1, · · · , pn⟩

= · · · = C1a
†
p1a

†
p2 · · · a

†
pnH |0⟩+ (Ep1 + Ep2 + · · ·+ Epn) |p1, · · · , pn⟩

= (Evac + Ep1 + Ep2 + · · ·+ Epn) |p1, · · · , pn⟩

同理，P 对它的作用给出

P |p1, · · · , pn⟩ = (p1 + p2 + · · ·+ pn) |p1, · · · , pn⟩

多粒子态 |p1, · · · , pn⟩ 的能量和动量直接由各个粒子的能量和动量叠加贡献
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标量玻色子

Satyendra Nath Bose
(1894–1974)

Albert Einstein
(1879–1955)

由对易关系 [a†
p, a

†
q ] = 0 得

|p1, · · · , pi, · · · , pj , · · · , pn⟩ =
√

2Ep1 · · ·
√

2Epn a†
p1 · · · a

†
pi · · · a

†
pj · · · a

†
pn |0⟩

=
√

2Ep1 · · ·
√

2Epn a†
p1 · · · a

†
pj · · · a

†
pi · · · a

†
pn |0⟩

= |p1, · · · , pj , · · · , pi, · · · , pn⟩

可以看到，对换多粒子态中的任意两个
粒子，得到的态矢与原来相等，即多粒子态
对于全同粒子交换是对称的

因此实标量场描述的粒子是一种玻色子，
称之为标量玻色子 (scalar boson)，它服从
Bose-Einstein 统计
得到这个结论的关键在于两个产生算符

相互对易
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双粒子态的内积

双粒子态的内积为

⟨q1, q2|p1, p2⟩ =
√

16Ep1Ep2Eq1Eq2 ⟨0| aq2aq1a
†
p1a

†
p2 |0⟩

=
√

16Ep1Ep2Eq1Eq2

[
(2π)3δ(3)(p1 − q1) ⟨0| aq2a

†
p2 |0⟩+ ⟨0| aq2a

†
p1aq1a

†
p2 |0⟩

]
=

√
16Ep1Ep2Eq1Eq2

[
(2π)3δ(3)(p1 − q1) ⟨0| aq2a

†
p2 |0⟩

+(2π)3δ(3)(p2 − q1) ⟨0| aq2a
†
p1 |0⟩

]
=

√
16Ep1Ep2Eq1Eq2

[
(2π)6δ(3)(p1 − q1)δ

(3)(p2 − q2)

+ (2π)6δ(3)(p2 − q1)δ
(3)(p1 − q2)

]
= 4Ep1Ep2(2π)

6
[
δ(3)(p1 − q1)δ

(3)(p2 − q2) + δ(3)(p1 − q2)δ
(3)(p2 − q1)

]
此内积仅在两种条件下非零
一种是 p1 = q1 且 p2 = q2，另一种是 p1 = q2 且 p2 = q1
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粒子数密度算符

定义动量均为 q 的 nq 个粒子对应的多粒子态

|nq⟩ ≡ C2(a
†
q)

nq |0⟩ , C2 = (2Eq)
nq/2

粒子数密度算符 Np = a†
pap 对它的作用为

Np |nq⟩ = C2a
†
pap(a

†
q)

nq |0⟩ = C2a
†
p

[
a†

qap + (2π)3δ(3)(p− q)
]
(a†

q)
nq−1 |0⟩

= C2a
†
pa

†
qap(a

†
q)

nq−1 |0⟩+ (2π)3δ(3)(p− q)C2a
†
p(a

†
q)

nq−1 |0⟩

= C2a
†
p(a

†
q)

2ap(a
†
q)

nq−2 |0⟩+ 2(2π)3δ(3)(p− q)C2a
†
p(a

†
q)

nq−1 |0⟩

= · · · = C2a
†
p(a

†
q)

nqap |0⟩+ nq(2π)
3δ(3)(p− q)C2a

†
p(a

†
q)

nq−1 |0⟩

= nq(2π)
3δ(3)(p− q)C2a

†
p(a

†
q)

nq−1 |0⟩
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粒子数算符

在动量空间对粒子数密度算符进行积分，得到的是粒子数算符

N ≡
∫

d3p

(2π)3
Np =

∫
d3p

(2π)3
a†

pap

由 Np |nq⟩ = nq(2π)
3δ(3)(p− q)C2a

†
p(a

†
q)

nq−1 |0⟩ 得

N |nq⟩ =
∫

d3p

(2π)3
Np |nq⟩ =

∫
d3p

(2π)3
nq(2π)

3δ(3)(p− q)C2a
†
p(a

†
q)

nq−1 |0⟩

= nqC2(a
†
q)

nq |0⟩ = nq |nq⟩

因此，|nq⟩ 是 N 的本征态，本征值为粒子数 nq
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一般多粒子态
更一般地，定义多粒子态
|np1 , · · · , npm⟩ ≡ C3(a

†
p1)

np1 · · · (a†
pm)npm |0⟩ , C3 =

m∏
i=1

(2Epi)
npi/2

它描述动量为 p1, · · · , pm 的粒子分别有 np1 , · · · , npm 个的状态，则
N |np1 , · · · , npm ⟩

=

∫ d3p

(2π)3
C3a

†
pap(a

†
p1 )

np1 · · · (a†pm )npm |0⟩

=

∫ d3p

(2π)3
C3

[
a†p(a

†
p1 )

np1 ap(a
†
p2 )

np2 · · · (a†pm )npm |0⟩

+ np1 (2π)
3δ(3)(p − p1)a

†
p(a

†
p1 )

np1−1(a†p2 )
np2 · · · (a†pm )npm |0⟩

]
=

∫ d3p

(2π)3
C3

[
a†p(a

†
p1 )

np1 ap(a
†
p2 )

np2 · · · (a†pm )npm |0⟩
]
+ np1 |np1 , · · · , npm ⟩

= · · · =
∫ d3p

(2π)3
C3

[
a†p(a

†
p1 )

np1 · · · (a†pm )npm ap |0⟩
]
+ (np1 + · · ·+ npm ) |np1 , · · · , npm ⟩

= (np1 + · · ·+ npm ) |np1 , · · · , npm ⟩

可见，N 确实是描述总粒子数的算符
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2.4 节　复标量场的正则量子化
本节讨论复标量场 ϕ(x)，它不满足自共轭条件，即 ϕ†(x) ̸= ϕ(x)

自由复标量场的拉氏量类似于 1.7.4 小节经典场论中的 L = (∂µϕ∗)∂µϕ−m2ϕ∗ϕ

不过，由于量子化之后 ϕ(x) 是算符，需要把复共轭符号 ∗ 改成厄米共轭符号 †
故自由复标量场的 Lorentz 不变拉氏量为

L = (∂µϕ†)∂µϕ−m2ϕ†ϕ

其中 m > 0 是复标量场的质量

ϕ(x) 与 ϕ†(x) 线性独立，是两个独立的正则变量，注意到
∂L

∂(∂µϕ†)
= ∂µϕ,

∂L
∂ϕ† = −m2ϕ,

∂L
∂(∂µϕ)

= ∂µϕ†,
∂L
∂ϕ

= −m2ϕ†

由 Euler-Lagrange 方程 ∂µ
∂L

∂(∂µΦa)
− ∂L

∂Φa
= 0 推出经典运动方程

(∂2 +m2)ϕ(x) = 0, (∂2 +m2)ϕ†(x) = 0

也就是说，ϕ(x) 和 ϕ†(x) 均满足 Klein-Gordon 方程
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复标量场的分解

可以将复标量场 ϕ 分解为两个实标量场 ϕ1 和 ϕ2 的线性组合，

ϕ =
1√
2
(ϕ1 + iϕ2), ϕ† =

1√
2
(ϕ1 − iϕ2)

从而拉氏量化为

L = (∂µϕ†)∂µϕ−m2ϕ†ϕ

=
1

2
[∂µ(ϕ1 − iϕ2)]∂µ(ϕ1 + iϕ2)−

1

2
m2(ϕ1 − iϕ2)(ϕ1 + iϕ2)

=
1

2
(∂µϕ1)∂µϕ1 −

1

2
m2ϕ2

1 +
1

2
(∂µϕ2)∂µϕ2 −

1

2
m2ϕ2

2

对比实标量场拉氏量
L =

1

2
(∂µϕ)∂µϕ−

1

2
m2ϕ2

可知复标量场的拉氏量相当于两个质量相同的实标量场的拉氏量
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2.4.1 小节　平面波展开
接下来遵循 2.3.1 小节中的方法讨论复标量场的平面波展开式
区别在于不能够应用自共轭条件
从而，场算符 ϕ(x, t) 的一般解为

ϕ(x, t) =

∫
d3k

(2π)3
1√
2Ek

[
ake−i(Ekt−k·x) + ãkei(Ekt+k·x)

]
=

∫
d3k

(2π)3
1√
2Ek

[
ake−i(Ekt−k·x) + ã−kei(Ekt−k·x)

]
第二步对方括号中第二项作变量替换 k→ −k

由于复标量场不满足自共轭条件，算符 ã−k 与 ak 没有关系，改记为 b†k = ã−k

展开式变成

ϕ(x, t) =
∫

d3k

(2π)3
1√
2Ek

[
ake−i(Ekt−k·x) + b†kei(Ekt−k·x)

]
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复标量场的平面波展开式

对 ϕ(x, t) =
∫

d3k

(2π)3
1√
2Ek

[
ake−i(Ekt−k·x) + b†kei(Ekt−k·x)

]
替换动量记号

把复标量场的平面波展开式整理成

ϕ(x, t) =
∫

d3p

(2π)3
1√
2Ep

(
ape−ip·x + b†peip·x

)

其中 p0 满足质壳条件 p0 = Ep ≡
√
|p|2 +m2 > 0

取厄米共轭，就得到 ϕ†(x, t) 的平面波展开式

ϕ†(x, t) =
∫

d3p

(2π)3
1√
2Ep

(
bpe−ip·x + a†

peip·x
)

ap 和 bp 是两个相互独立的湮灭算符
a†

p 和 b†p 是两个相互独立的产生算符
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等时对易关系
ϕ(x, t) 对应的共轭动量密度是

π(x, t) = ∂L
∂(∂0ϕ)

= ∂0ϕ
† =

∫
d3p

(2π)3
−ip0√
2Ep

(
bpe−ip·x − a†

peip·x
)

ϕ†(x, t) 对应的共轭动量密度是

π†(x, t) = ∂L
∂(∂0ϕ†)

= ∂0ϕ =

∫
d3p

(2π)3
−ip0√
2Ep

(
ape−ip·x − b†peip·x

)
π(x, t) 与 π†(x, t) 互为厄米共轭

依照 [Φa(x, t), πb(y, t)] = iδabδ(3)(x− y)、[Φa(x, t),Φb(y, t)] = 0 和
[πa(x, t), πb(y, t)] = 0，复标量场的等时对易关系为

[ϕ(x, t), π(y, t)] = iδ(3)(x− y), [ϕ(x, t), ϕ(y, t)] = [π(x, t), π(y, t)] = 0

[ϕ†(x, t), π†(y, t)] = iδ(3)(x− y), [ϕ†(x, t), ϕ†(y, t)] = [π†(x, t), π†(y, t)] = 0

[ϕ(x, t), π†(y, t)] = [ϕ†(x, t), π(y, t)] = [ϕ(x, t), ϕ†(y, t)] = [π(x, t), π†(y, t)] = 0
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产生湮灭算符的对易关系

利用等时对易关系推出以下产生湮灭算符的对易关系

[ap, a
†
q] = (2π)3δ(3)(p − q), [ap, aq] = [a†p, a

†
q] = 0

[bp, b
†
q] = (2π)3δ(3)(p − q), [bp, bq] = [b†p, b

†
q] = 0

[ap, b
†
q] = [bp, a

†
q] = [ap, bq] = [a†p, b

†
q] = 0

具体推导过程见 2.4.2 小节选读内容

这说明 (ap, a
†
p) 与 (bp, b

†
p) 是两套不同的产生湮灭算符，描述两种不同的玻色子
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2.4.3 小节 U(1) 整体对称性

类似于 1.7.4 小节的讨论，对复标量场 ϕ(x) 作 U(1) 整体变换

ϕ′(x) = eiqθϕ(x), [ϕ†(x)]′ = e−iqθϕ†(x)

其中实常数 q 是 U(1) 荷，实数 θ 是不依赖于 xµ 的变换参数

则拉氏量 L = (∂µϕ†)∂µϕ−m2ϕ†ϕ 不变，系统具有 U(1) 整体对称性

相应的 U(1) 守恒流为 Jµ = iqϕ†←→∂µϕ ，满足 ∂µJ
µ = 0，它是一个厄米算符，

(Jµ)† = {iq[ϕ†∂µϕ− (∂µϕ†)ϕ]}† = −iq[(∂µϕ†)ϕ− ϕ†∂µϕ] = iqϕ†←→∂µϕ = Jµ

U(1) 守恒荷算符是

Q = iq
∫

d3xϕ†←→∂0ϕ = iq
∫

d3x [ϕ†∂0ϕ− (∂0ϕ†)ϕ] = iq
∫

d3x (ϕ†π† − πϕ)
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U(1) 守恒荷算符
利用平面波展开式，将 U(1) 守恒荷算符化为

Q = iq
∫

d3x (ϕ†π† − πϕ)

= iq
∫

d3x d3p d3k

(2π)6
√

4EpEk

[ (
bpe−ip·x + a†

peip·x
)
(−iEk)

(
ake−ik·x − b†keik·x

)
− (−iEp)

(
bpe−ip·x − a†

peip·x
)(

ake−ik·x + b†keik·x
) ]

= q

∫
d3x d3p d3k

(2π)6
√

4EpEk

{
(Ek + Ep)

[
a†

pakei(p−k)·x − bpb
†
ke−i(p−k)·x]

+(Ek − Ep)
[
bpake−i(p+k)·x − a†

pb
†
kei(p+k)·x]}

= q

∫
d3p d3k

(2π)3
√

4EpEk

{
(Ek + Ep)δ

(3)(p− k)
[
a†

pakei(Ep−Ek)t − bpb
†
ke−i(Ep−Ek)t

]
+ (Ek − Ep)δ

(3)(p + k)
[
bpake−i(Ep+Ek)t − a†

pb
†
kei(Ep+Ek)t

]}
= q

∫
d3p

(2π)3

(
a†

pap − bpb
†
p

)
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正粒子和反粒子
由对易关系 [bp, b

†
q ] = (2π)3δ(3)(p− q) 推出

Q = q

∫
d3p

(2π)3

(
a†

pap − bpb
†
p

)
=

∫
d3p

(2π)3

(
q a†

pap− q b†pbp

)
− (2π)3δ(3)(0)

∫
d3p

(2π)3
q

上式第二项是零点荷；在第一项的圆括号中，粒子数密度算符 a†
pap 的系数是 q，

而粒子数密度算符 b†pbp 的系数是 −q

可见，(ap, a
†
p) 描述的粒子具有的 U(1) 荷为 q，称为正粒子

另一方面，(bp, b
†
p) 描述的粒子具有相反的 U(1) 荷 −q，称为反粒子

因此，复标量场描述一对正反标量玻色子
除去零点荷，总荷 Q 是所有动量模式所有正反粒子贡献的 U(1) 荷之和
这里单个粒子的荷 q 或 −q 对总荷 Q 的贡献是相加性的，并且来自于一种内部对

称性，因而是一种内部相加性量子数 (internal additive quantum number)

实际上， 任何反粒子的所有内部相加性量子数都与相应的正粒子相反

余钊焕 （中山大学） 第 2 章　量子标量场 58 / 61



简谐振子的正则量子化 量子场论中的正则对易关系 实标量场的正则量子化 哈密顿量和总动量 粒子态 复标量场的正则量子化

正粒子和反粒子
由对易关系 [bp, b

†
q ] = (2π)3δ(3)(p− q) 推出

Q = q

∫
d3p

(2π)3

(
a†

pap − bpb
†
p

)
=

∫
d3p

(2π)3

(
q a†

pap− q b†pbp

)
− (2π)3δ(3)(0)

∫
d3p

(2π)3
q

上式第二项是零点荷；在第一项的圆括号中，粒子数密度算符 a†
pap 的系数是 q，

而粒子数密度算符 b†pbp 的系数是 −q
可见，(ap, a

†
p) 描述的粒子具有的 U(1) 荷为 q，称为正粒子

另一方面，(bp, b
†
p) 描述的粒子具有相反的 U(1) 荷 −q，称为反粒子

因此，复标量场描述一对正反标量玻色子
除去零点荷，总荷 Q 是所有动量模式所有正反粒子贡献的 U(1) 荷之和

这里单个粒子的荷 q 或 −q 对总荷 Q 的贡献是相加性的，并且来自于一种内部对
称性，因而是一种内部相加性量子数 (internal additive quantum number)

实际上， 任何反粒子的所有内部相加性量子数都与相应的正粒子相反

余钊焕 （中山大学） 第 2 章　量子标量场 58 / 61



简谐振子的正则量子化 量子场论中的正则对易关系 实标量场的正则量子化 哈密顿量和总动量 粒子态 复标量场的正则量子化

正粒子和反粒子
由对易关系 [bp, b

†
q ] = (2π)3δ(3)(p− q) 推出

Q = q

∫
d3p

(2π)3

(
a†

pap − bpb
†
p

)
=

∫
d3p

(2π)3

(
q a†

pap− q b†pbp

)
− (2π)3δ(3)(0)

∫
d3p

(2π)3
q

上式第二项是零点荷；在第一项的圆括号中，粒子数密度算符 a†
pap 的系数是 q，

而粒子数密度算符 b†pbp 的系数是 −q
可见，(ap, a

†
p) 描述的粒子具有的 U(1) 荷为 q，称为正粒子

另一方面，(bp, b
†
p) 描述的粒子具有相反的 U(1) 荷 −q，称为反粒子

因此，复标量场描述一对正反标量玻色子
除去零点荷，总荷 Q 是所有动量模式所有正反粒子贡献的 U(1) 荷之和
这里单个粒子的荷 q 或 −q 对总荷 Q 的贡献是相加性的，并且来自于一种内部对

称性，因而是一种内部相加性量子数 (internal additive quantum number)

实际上， 任何反粒子的所有内部相加性量子数都与相应的正粒子相反
余钊焕 （中山大学） 第 2 章　量子标量场 58 / 61



简谐振子的正则量子化 量子场论中的正则对易关系 实标量场的正则量子化 哈密顿量和总动量 粒子态 复标量场的正则量子化

不存在负概率困难

如果将复标量场 ϕ(x) 替换成量子力学的单粒子波函数 Ψ(x)，则

Q

q
= i

∫
d3x [ϕ†∂0ϕ− (∂0ϕ†)ϕ]

与单粒子概率密度 ρ =
ih̄

2mc2

(
Ψ∗ ∂Ψ

∂t
− ∂Ψ∗

∂t
Ψ

)
的全空间积分类似

但是，这里 Q

q
的本征值被解释为正粒子数与反粒子数之差，显然是可正可负的

也就是说，在量子场论中 Q

q
与单粒子在空间中的概率没有关系

因而不像量子力学那样存在负概率困难
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纯中性粒子

如果对实标量场作类似的 U(1) 整体变换，则自共轭条件使得

eiqθϕ(x) = ϕ′(x) = [ϕ′(x)]† = [eiqθϕ(x)]† = e−iqθϕ†(x) = e−iqθϕ(x)

上式要求 q = 0

因此，对实标量场不能进行非平庸的 U(1) 整体变换

自共轭条件使实标量场描述的粒子不能具有任何非零的内部相加性量子数

也就是说，正粒子与反粒子是相同的

实标量场描述的粒子是一种纯中性粒子 (truly neutral particle)
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哈密顿量和总动量
经过进一步计算，得到复标量场的哈密顿量算符

H =

∫
d3p

(2π)3
Ep

(
a†

pap + b†pbp

)
+(2π)3δ(3)(0)

∫
d3p

(2π)3
Ep

除了零点能，哈密顿量是所有动量模式所有正反粒子的能量之和
动量为 p 的正粒子和反粒子的能量均为 Ep =

√
|p|2 +m2，可见它们具有相同的

质量 m

另一方面，复标量场的总动量算符为

P =

∫
d3p

(2π)3
p (a†

pap + b†pbp)

总动量是所有动量模式所有正反粒子的动量之和
具体推导过程见 2.4.4 小节选读内容
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