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1.3 节 Lorentz 变换和 Lorentz 群

Albert Einstein
(1879–1955)

Hendrik Lorentz
(1853–1928)

描述高速运动的系统需要用到狭义相对论，它的基本原理如下
1 光速不变原理：在任意惯性参考系中，真空中的光速具有相同的大小
2 狭义相对性原理：在任意惯性参考系中，物理定律具有相同的形式
任意两个惯性参考系的直角坐标由 Lorentz 变换联系起来
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Lorentz 增速变换

O
x

y

P

x

y

t β

O′
x′

y′

P

x′

y′ t′

设惯性坐标系 O′ 沿着惯性坐标系 O 的 x 轴方向以速度 β 匀速运动
事件 P 在 O 系中的坐标为 (t, x, y, z)，在 O′ 系中的坐标为 (t′, x′, y′, z′)

相应 Lorentz 变换的形式是
t′ = γ(t− βx), x′ = γ(x− βt), y′ = y, z′ = z

Lorentz 因子 γ ≡ (1− β2)−1/2，而 0 ≤ |β| < 1

这种 Lorentz 变换称为沿 x 轴方向的增速 (boost) 变换
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Lorentz 不变量

Hermann Minkowski
(1864–1909)

在上述 Lorentz 增速变换下，有
t′2 − x′2 − y′2 − z′2 = γ2(t− βx)2 − γ2(x− βt)2 − y2 − z2

=
1

1− β2
(t2 + β2x2 − 2βxt− x2 − β2t2 +2βxt)− y2 − z2 = t2 − x2 − y2 − z2

t2 − x2 − y2 − z2 在 Lorentz 变换下不变，是一个 Lorentz 不变量 (invariant)

Lorentz 不变量在不同惯性系中具有相同的值
这是 Lorentz 变换对应的对称性，称为 Lorentz 对称性

结合时间和空间坐标，构成四维 Minkowski 时空，坐标为
xµ = (x0, x1, x2, x3) = (t, x, y, z) = (x0, x), µ = 0, 1, 2, 3

xµ 是一个逆变 (contravariant) 的 Lorentz 四维矢量 (vector)

“逆变”指它的指标 (index) µ 写在右上角
受到 t′2 − x′2 − y′2 − z′2 = t2 − x2 − y2 − z2 的启发，定义 Lorentz 不变的内积

x2 ≡ x · x ≡ (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 = (x0)2 − |x|2
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Minkowski 度规

引入对称的 Minkowski 度规 (metric) gµν = gνµ =


+1

−1

−1

−1


将 gµν 中两个指标 µ 和 ν 分别当作矩阵的行列编号，空白的矩阵元是零
也就是说，g00 = +1，g11 = g22 = g33 = −1，其它分量都是 0

利用度规把内积 x2 化为求和式，
x2 = (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 =

(
x0 x1 x2 x3

)
+1

−1

−1

−1




x0

x1

x2

x3


=

3∑
µ,ν=0

gµνx
µxν ≡ gµνx

µxν

第二步采用 Einstein 求和约定： 不写出求和符号，重复的指标即表示求和
除非特别指出，后面默认使用这个约定
在上面的表达式中，用同个字母表示的指标分别在上标和下标重复出现并求和，

这称为缩并 (contraction)，是 Lorentz 不变量的特点

余钊焕 （中山大学） 第 1 章　预备知识 1.3 节至 1.5 节 5 / 46



o o o o o o o o o o o

Lorentz 变换

o o o o o o o

Lorentz 群

o o o o o o o o o

Lorentz 矢量

o o o o o o o o o

Lorentz 张量

o o o o o o o o

Maxwell 方程组

Minkowski 度规

引入对称的 Minkowski 度规 (metric) gµν = gνµ =


+1

−1

−1

−1


将 gµν 中两个指标 µ 和 ν 分别当作矩阵的行列编号，空白的矩阵元是零
也就是说，g00 = +1，g11 = g22 = g33 = −1，其它分量都是 0

利用度规把内积 x2 化为求和式，
x2 = (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 =

(
x0 x1 x2 x3

)
+1

−1

−1

−1




x0

x1

x2

x3


=

3∑
µ,ν=0

gµνx
µxν ≡ gµνx

µxν

第二步采用 Einstein 求和约定： 不写出求和符号，重复的指标即表示求和
除非特别指出，后面默认使用这个约定
在上面的表达式中，用同个字母表示的指标分别在上标和下标重复出现并求和，

这称为缩并 (contraction)，是 Lorentz 不变量的特点
余钊焕 （中山大学） 第 1 章　预备知识 1.3 节至 1.5 节 5 / 46



o o o o o o o o o o o

Lorentz 变换

o o o o o o o

Lorentz 群

o o o o o o o o o

Lorentz 矢量

o o o o o o o o o

Lorentz 张量

o o o o o o o o

Maxwell 方程组

协变矢量

Leopold Kronecker
(1823–1891)

为简化记号，定义协变 (covariant) 的 Lorentz 四维矢量
xµ = gµνx

ν = (x0,−x1,−x2,−x3) = (x0,−x)

“协变”指的是指标 µ 写在右下角，内积简化为
x2 = gµνx

µxν = xµxµ

将 xµ = gµνx
ν 看成用度规缩并，使逆变矢量 xν 的指标

降下来，变成协变矢量 xµ

从方阵的角度看，度规 gµν 的逆（矩阵）为 gµν = gνµ =


+1

−1

−1

−1


+1

−1

−1

−1




+1

−1

−1

−1

 =


1

1

1

1

 对应于 gµρgρν = δµν

这里 Kronecker δ 符号定义为 δab = δa
b = δab = δab =

1, a = b

0, a ̸= b
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升降指标
Minkowski 度规 gµν 与它的逆 gµν 具有相同的矩阵形式
但更一般的度规可能与它的逆不同
将 xµ = gµνx

ν 两边都乘以 gσµ，对 µ 缩并，得

gσµxµ = gσµgµνx
ν = δσνx

ν = xσ

这相当于用 gσµ 通过缩并将协变矢量 xµ 的指标升起来，变成逆变矢量 xσ

可见，逆变矢量与协变矢量一一对应，是对同一个 Lorentz 矢量的两种等价描述

利用 Kronecker 符号的定义、gµρgρν = δµν 和度规的对称性，推出

gµν = gµρδνρ = gµρgνσgσρ = gµρgνσgρσ

gµν = gµρδ
ρ
ν = gµρg

ρσgσν = gµρgνσg
ρσ

这两条式子表明，度规也可以用来对度规自身的指标进行升降
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Lorentz 增速变换的矩阵形式
将 Lorentz 增速变换 t′ = γ(t− βx), x′ = γ(x− βt), y′ = y, z′ = z 表达成矩阵

与列矢量的乘积形式，
x′0

x′1

x′2

x′3

 =


γ −γβ

−γβ γ

1

1




x0

x1

x2

x3


用四维矢量记号改写为

x′µ = Λµ
νx

ν , Λµ
ν =


γ −γβ

−γβ γ

1

1


将 Λµ

ν 视作矩阵时，偏左的指标 µ 表示行的编号，偏右的指标 ν 表示列的编号
Λµ

ν 的特点是保持内积 x2 = xµxµ 不变，使 xµxµ 在不同惯性系中具有相同的值
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Lorentz 变换

O
x

y

x

y P

θ
O′

x′

y′

x′
y′

进一步将 Λµ
ν 推广为所有保持 xµxµ 不变的线性变换，称为（齐次）Lorentz 变换

由于 x′2 = gµνx
′µx′ν = gµνΛ

µ
αΛ

ν
βx

αxβ 和 x2 = gαβx
αxβ

要得到 x′2 = x2，Lorentz 变换 Λµ
ν 必须满足保度规条件 gµνΛ

µ
αΛ

ν
β = gαβ

由于 x2 = (x0)2 − |x|2，保持 |x|2 不变的空间旋转变换也属于 Lorentz 变换
设惯性系 O′ 相对于惯性系 O 绕 z 轴转动 θ 角，则事件 P 在两系中的坐标满足

t′ = t, x′ = x cos θ + y sin θ, y′ = −x sin θ + y cos θ, z′ = z

因而相应的 Lorentz 变换矩阵为

[Rz(θ)]
µ
ν =


1

cos θ sin θ

− sin θ cos θ
1


可以验证它满足保度规条件
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Lorentz 逆变换
δµν 的矩阵形式是单位矩阵 1，它是一个特殊的 Lorentz 变换
它使得 x′µ = δµνx

ν = xµ，即 xµ 在这个变换下不变，可见 δµν 是恒等变换
对于任意 Lorentz 变换 Λα

β，引入

(Λ−1)µρ ≡ gµβgραΛ
α
β

那么，由保度规条件得

(Λ−1)µρΛ
ρ
ν = gµβgαρΛ

α
βΛ

ρ
ν = gµβgβν = δµν

上式表明，先作 Λ 变换，再作 Λ−1 变换，相当于作恒等变换
也就是说，Λ−1 是 Λ 的逆变换，因而也是一个 Lorentz 变换
在这些记号下，协变矢量 xµ 的 Lorentz 变换可以表达为

x′
µ = gµνx

′ν = gµνΛ
ν
ρx

ρ = gµνΛ
ν
ρg

ρσxσ = xσ(Λ
−1)σµ
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保度规条件的等价形式
Λ−1 既然是一个 Lorentz 变换，必定满足保度规条件 gµν(Λ

−1)µα(Λ
−1)νβ = gαβ

于是

gαβ = gαρgβσgρσ = gαρgβσgµν(Λ
−1)µρ(Λ

−1)νσ = gαρgβσgµνg
µγgρδΛ

δ
γg

νϕgστΛ
τ
ϕ

= δαδδ
β
τδ

γ
νg

νϕΛδ
γΛ

τ
ϕ = gνϕΛα

νΛ
β
ϕ

这给出了保度规条件 gµνΛ
µ
αΛ

ν
β = gαβ 的等价形式

gµνΛα
µΛ

β
ν = gαβ

将 Λµ
ν 视作矩阵 Λ，则其转置矩阵 ΛT 的分量满足 (ΛT)ν

µ
= Λµ

ν

保度规条件化为 gαβ = gµνΛ
µ
αΛ

ν
β = (ΛT)α

µ
gµνΛ

ν
β，于是重复的相邻指标发生

缩并，对应于矩阵乘法
用 g 代表度规矩阵，将保度规条件写成矩阵等式

ΛTgΛ = g
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这给出了保度规条件 gµνΛ
µ
αΛ

ν
β = gαβ 的等价形式

gµνΛα
µΛ

β
ν = gαβ

将 Λµ
ν 视作矩阵 Λ，则其转置矩阵 ΛT 的分量满足 (ΛT)ν

µ
= Λµ

ν

保度规条件化为 gαβ = gµνΛ
µ
αΛ

ν
β = (ΛT)α

µ
gµνΛ

ν
β，于是重复的相邻指标发生

缩并，对应于矩阵乘法
用 g 代表度规矩阵，将保度规条件写成矩阵等式

ΛTgΛ = g

余钊焕 （中山大学） 第 1 章　预备知识 1.3 节至 1.5 节 11 / 46



o o o o o o o o o o o

Lorentz 变换

o o o o o o o

Lorentz 群

o o o o o o o o o

Lorentz 矢量

o o o o o o o o o

Lorentz 张量

o o o o o o o o

Maxwell 方程组

时空体积元

Carl Gustav Jacob Jacobi
(1804–1851)

对保度规条件 ΛTgΛ = g 取行列式，得

det(g) = det(ΛT) det(g) det(Λ) = det(g)[det(Λ)]2

因此 [det(Λ)]2 = 1，故

det(Λ) = ±1

Lorentz 坐标变换 x′µ = Λµ
νx

ν 的 Jacobi 行列式是

J = det
[
∂(x′0, x′1, x′2, x′3)

∂(x0, x1, x2, x3)

]
= det

(
∂x′µ

∂xν

)
= det(Λ)

于是 Lorentz 变换将体积元 d4x 变换为

d4x′ = |J | d4x = |det(Λ)| d4x = d4x

可见，Minkowski 时空的体积元 d4x 是 Lorentz 不变的

余钊焕 （中山大学） 第 1 章　预备知识 1.3 节至 1.5 节 12 / 46



o o o o o o o o o o o

Lorentz 变换

o o o o o o o

Lorentz 群

o o o o o o o o o

Lorentz 矢量

o o o o o o o o o

Lorentz 张量

o o o o o o o o

Maxwell 方程组

Lorentz 变换分类


t′

x′

y′

z′

 =


Λ0

0 ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗




t

x

y

z



可以用 det(Λ) 的值给 Lorentz 变换分类
det(Λ) = +1 的变换称为固有 (proper) Lorentz 变换
det(Λ) = −1 的变换称为非固有 (improper) Lorentz 变换
此外，由保度规条件 gµνΛ

µ
αΛ

ν
β = gαβ 得

1 = g00 = gµνΛ
µ
0Λ

ν
0 = (Λ0

0)
2 −

3∑
i=1

(Λi
0)

2

即 (Λ0
0)

2 = 1 +

3∑
i=1

(Λi
0)

2 ≥ 1，故 Λ0
0 ≥ +1 或 Λ0

0 ≤ −1

Λ0
0 ≥ +1 的变换称为保时向 (orthochronous)

Lorentz 变换

Λ0
0 ≤ −1 的变换称为反时向 (antichronous)

Lorentz 变换
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群
在数学上，对称性由群论描述，对称变换的集合称为群 (group)

群元素具有乘法，两个群元素的乘积就是两次对称变换相继作用，满足以下条件
1 群对乘积具有封闭性，即群 G 中任意两个群元 g1 和 g2 的乘积仍属于此群：

g1g2 ∈ G, ∀g1, g2 ∈ G

2 群乘法满足结合律：
g1(g2g3) = (g1g2)g3, ∀g1, g2, g3 ∈ G

3 群 G 中必有一个恒元 e，对应于恒等变换，它与任一群元 g 的乘积仍为 g：

eg = ge = g, ∀g ∈ G

4 任一群元 g 都可以在群 G 中找到一个逆元 g−1，它对应于逆变换，两者之积为
恒元：

∀g ∈ G, ∃g−1 ∈ G, 使得 g−1g = gg−1 = e
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更多群论概念

Niels Henrik Abel
(1802–1829)

在线性代数中，矩阵具有乘法

可逆方阵能够依照自身乘法关系构成群，即矩阵群

群乘法讲究运算次序，g1g2 不一定等于 g2g1，也就是说，交换律不一定成立

满足交换律的群称为 Abel 群

不满足交换律的群称为非 Abel 群

如果群 G 的子集 H 中的元素依照原来的乘法规则也
满足群的四个条件，则称 H 是 G 的子群 (subgroup)，
记作 H < G
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O(N) 群和 SO(N) 群

满足 OTO = OOT = 1 的实方阵 O 称为实正交矩阵 (real orthogonal matrix)

所有 N 阶实正交矩阵 {O} 构成正交群 O(N)

对 1 = OTO 取行列式，得 1 = det(OT) det(O) = [det(O)]2

可见，实正交矩阵 O 的行列式为 det(O) = ±1

由 det(O) = 1 的 N 阶实正交矩阵 O 构成的群称为特殊正交群 SO(N)

显然，SO(N) < O(N)

非 Abel 群 SO(3) 描述三维空间中的所有旋转变换，称为空间旋转群

Abel 群 SO(2) 描述二维平面上的所有旋转变换，或者说，描述绕某条固定轴的
旋转变换，如 Rz(θ)，因而 SO(2) < SO(3)
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U(N) 群和 SU(N) 群

满足 U†U = UU† = 1 的复方阵 U 称为幺正矩阵 (unitary matrix)

所有 N 阶幺正矩阵 {U} 构成幺正群 U(N)

对 1 = U†U 取行列式，得 1 = det(U†) det(U) = [det(U)]∗ det(U) = |det(U)|2

可见，幺正矩阵 U 的行列式满足 |det(U)| = 1

由 det(U) = 1 的 N 阶幺正矩阵 U 构成的群称为特殊幺正群 SU(N)

显然，SU(N) < U(N)
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Lorentz 群

b

b

β

θ

所有 Lorentz 变换构成 Lorentz 群，它是非 Abel 群
保度规条件 ΛTgΛ = g 是正交条件 OT1O = 1 推广到 1 个时间维度和 3 个空间

维度时的形式，于是将 Lorentz 群记为 O(1, 3)

O(3) 群对应于 O(1, 3) 群的纯空间部分，因而 O(3) < O(1, 3)

所有固有 Lorentz 变换构成固有 Lorentz 群，记作 SO(1, 3)

显然 SO(1, 3) < O(1, 3)

Lorentz 变换可用一组连续变化的参数（如 β、θ 等）描述，因而是一种连续变换，
所以 Lorentz 群是一个连续群，参数变化区域称为群空间
群空间中的一个点就对应着一个群元
如果群空间中任意两点可以通过一条曲线连接起来，

那么群空间是连通的，称相应的群为简单连续群，否则
称为混合连续群
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Lorentz 群的连通分支

b

R

u Λ̃
~×Ê�¸�º

®~×Ê�¸ GQ`2Mix .¯

/2i(Λ) = +1

Λ0
0 ≥ +1

b

T P

u
T PΛ̃ ~×[�¸�º

/2i(Λ) = +1

Λ0
0 ≤ −1

b

P

u
PΛ̃�~×Ê�¸�º

/2i(Λ) = −1

Λ0
0 ≥ +1

b

T

u
T Λ̃ �~×[�¸�º

/2i(Λ) = −1

Λ0
0 ≤ −1

Lorentz 群是一个混合连续群，整个群空间不是连通的，具有四个连通分支

恒元在固有保时向分支里面，这个分支是 SO(1, 3) 的子群，称为固有保时向
Lorentz 群，记作 SO↑(1, 3)，它包含物理上联系惯性参考系的所有 Lorentz 变换

Lorentz 不变量通常指的是在固有保时向 Lorentz 变换下不变的量
子群从属关系：SO(2) < SO(3) < SO↑(1, 3) < SO(1, 3) < O(1, 3)
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宇称变换和时间反演变换

定义宇称 (parity) 变换为 Pµ
ν = (P−1)µν =


+1

−1

−1

−1


它是一个非固有保时向 Lorentz 变换，亦称为空间反射 (space inversion) 变换
Pµ

ν 的作用是让所有空间分量反向
定义时间反演 (time reversal) 变换为 T µ

ν = (T −1)µν =


−1

+1

+1

+1


它是一个非固有反时向 Lorentz 变换，作用是让时间分量反向
对于固有保时向 Lorentz 群中的任意元素 Λ̃，乘上宇称变换或（和）时间反演变换

得到 PΛ̃、T Λ̃ 和 T PΛ̃，它们分别属于 Lorentz 群的另外三个分支

类似地，O(3) 群也是混合连续群，具有两个连通分支
包含恒元的连通分支是 SO(3) 群，对应于 det(O) = 1；另一个连通分支对应于

det(O) = −1，里面任意元素可由 diag(−1,−1,−1) 乘以 SO(3) 群元素得到
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1.4 节 Lorentz 矢量

b b

b
b

b

bXXX

G D(G)

G ∼ D(G)

如果一些 m 阶方阵的乘法关系与群 G 中元素的乘法关系完全相同，就可以用这
些矩阵来表示 G

这些矩阵构成群 G 的一个 m 维线性表示 (linear representation) D(G)

具体来说，群 G 中任意群元 g1 和 g2 分别对应于表示 D(G) 中的表示矩阵
D(g1) 和 D(g2)，而 g2g1 对应于表示矩阵 D(g2g1)，且满足同态关系

D(g2g1) = D(g2)D(g1)

D(G) 中的一个矩阵可以一一对应于 G 中的一
个群元，或者对应于 G 中的多个群元；数学上称 G

与 D(G) 同态 (homomorphism)，记作 G ∼ D(G)

利用群的 m 维线性表示，可将
对称变换视作 m×m 矩阵，将变
换作用的对象视作 m 维列矢量
所有这样的列矢量构成了一个

m 维线性空间，称为相应的表示空间

∗ ∗ ∗
∗ D(g) ∗
∗ ∗ ∗


∗

∗
∗
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群的特殊表示

b

b

b

b

b

b

G D(G)

G ∼= D(G)

取群中所有元素的 1 维表示矩阵为 1，就构成了群的恒等表示，也称为平庸表示
如果群 G 中每个群元一一对应于表示 D(G) 中每个矩阵，则称 G 与 D(G) 同构

(isomorphism)，记作 G ∼= D(G)

此时称 D(G) 是 G 的忠实表示 (faithful representation)

如果 D(G) 中所有矩阵都是幺正的，则称 D(G) 是幺正表示
矩阵群本身就是自己的一个表示，称为自身表示，也称为基础表示
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等价表示和可约表示
如果群 G 中任意群元 g 在维度相同的两个线性表示 D1(G) 和 D2(G) 中对应的

表示矩阵 D1(g) 和 D2(g) 存在同样的相似变换关系，即
D2(g) = S−1D1(g)S, ∀g ∈ G,

则称这两个表示等价；等价表示是在表示空间中取不同基底得到的，没有本质差别

如果每个表示矩阵 D(g) 都可以通过同一个相似变换化为相同形式的阶梯矩阵，

S−1D(g)S =

D1(g) M(g)

D2(g)

 , ∀g ∈ G,

其中 D1(g) 和 D2(g) 是方阵，M(g) 可以是零矩阵，则称 D(G) 是可约表示，否则
称 D(G) 为不可约表示 (irreducible representation)

可以证明（见讲义），集合 {D1(g)} 和 {D2(g)} 分别构成群 G 的线性表示
可约表示能够通过不可约表示构造出来，因此研究群表示的关键在于找到所有的

不等价不可约表示
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等价表示和可约表示
如果群 G 中任意群元 g 在维度相同的两个线性表示 D1(G) 和 D2(G) 中对应的
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Lorentz 矢量
上一节已经用矩阵的形式表示过 Lorentz 变换 Λµ

ν，可见 {Λµ
ν} 自然而然地构成

了 Lorentz 群的一个 4 维线性表示，即基础表示
它是一个不可约忠实表示，称为矢量表示
Lorentz 矢量 xν 是矢量表示空间中 Lorentz 变换矩阵 Λµ

ν 所作用的列矢量

x′µ = Λµ
νx

ν


x′0

x′1
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0 Λ0
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x3



一般地，Lorentz 矢量 Aµ 在定义上要求它在固有保时向 Lorentz 变换下满足
A′µ = Λµ

νA
ν

类似于 x′
µ = xν(Λ

−1)νµ，逆变矢量 Aµ 对应的协变矢量 Aµ = gµνA
ν 的固有保

时向 Lorentz 变换为
A′

µ = Aν(Λ
−1)νµ
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Lorentz 矢量的内积
任意两个 Lorentz 矢量 Aµ = (A0,A) 和 Bµ = (B0,B) 的内积定义为

A ·B ≡ AµBµ = gµνA
µBν = A0B0 − A · B

由 (Λ−1)µρΛ
ρ
ν = δµν 可知，它是固有保时向 Lorentz 变换的不变量，

A′ ·B′ = A′µB′
µ = Λµ

νA
νBρ(Λ

−1)ρµ = AνBρδ
ρ
ν = AνBν = A ·B

像这样的不变量称为 Lorentz 标量 (scalar)

由于度规的对角元有正有负，Lorentz 矢量 Aµ 的自我内积 A2 = (A0)2 − |A|2 的
符号不是确定的，可以分为三类
1 若 A2 > 0，即 |A0| > |A|，则称 Aµ 为类时 (timelike) 矢量
2 若 A2 < 0，即 |A0| < |A|，则称 Aµ 为类空 (spacelike) 矢量
3 若 A2 = 0，即 |A0| = |A|，则称 Aµ 为类光 (lightlike) 矢量
由于 A2 是 Lorentz 不变量，不能通过 Lorentz 变换改变 Aµ 的类型
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极矢量和轴矢量
以上讨论的是广义的 Lorentz 矢量，可以通过宇称变换性质将它们分为两种矢量
第一种矢量称为极矢量 (polar vector)，宇称变换为

A′µ = Pµ
νA

ν

经常将极矢量简称为矢量，即狭义的矢量
极矢量空间分量的宇称变换为 A′ = −A；时空坐标 xµ 就是一个极矢量
另一种矢量称为赝矢量，或者轴矢量 (axial vector)，宇称变换为

A′µ = −Pµ
νA

ν

轴矢量空间分量的宇称变换为 A′ = A

在经典力学中，空间坐标 x 和动量 p 都是极矢量，而角动量 L = x × p 是轴矢量
在空间反射变换下，x′ = −x，p′ = −p，L′ = x′ × p′ = (−x)× (−p) = L，与以

上定义一致
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四维动量

0 1 2 3 4 5
|p| (GeV)

0

1

2

3

4

5

6

E
(G

eV
)

m= 1 GeV

狭义相对论中自由质点的能量 E、动量 p 和
（静止）质量 m 具有色散关系 (dispersion relation)

E =
√

|p|2 +m2

可以用 E 和 p 组成一个 Lorentz 矢量
pµ = (E, p)

称为四维动量，它是一个极矢量

四维动量的自我内积为

p2 = pµpµ = gµνp
µpν = E2 − |p|2 = m2

这是合理的，因为质量 m 在狭义相对论中是一个 Lorentz 不变量
pµ 在 m > 0 时是类时矢量，在 m = 0 时是类光矢量
p2 = m2 称为质壳 (mass shell) 条件，对应于四维动量空间中由质量 m 决定的三

维双曲面（质壳）
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时空导数
将对时空坐标的偏导数记为

∂µ ≡ ∂

∂xµ
=

(
∂

∂t
, ∇

)
, ∂µ ≡ ∂

∂xµ
=

(
∂

∂t
, −∇

)
= gµν∂ν

那么
∂µxν = gµρ∂ρx

ν = gµρ
∂xν

∂xρ
= gµρδνρ = gµν

上式中的指标始终是平衡的，因而这里关于时空导数指标位置的写法是合理的

对时空坐标作 Lorentz 变换 x′µ = Λµ
νx

ν 时，有 x′
µ = xρ(Λ

−1)ρµ

两边与 Λµ
ν 缩并得 Λµ

νx
′
µ = xρ(Λ

−1)ρµΛ
µ
ν = xρδ

ρ
ν，即 xν = Λµ

νx
′
µ

故 ∂′µ =
∂

∂x′
µ

=
∂xν

∂x′
µ

∂

∂xν
= Λµ

ν∂
ν

这是时空导数 ∂µ 的 Lorentz 变换形式，它与 Lorentz 矢量的变换形式相同
因而可以将 ∂µ 看作一个 Lorentz 矢量
相应地，∂µ 的 Lorentz 变换是 ∂′

µ = (Λ−1)νµ∂ν
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d’Alembert 算符

Jean le Rond d’Alembert
(1717–1783)

定义 d’Alembert 微分算符

∂2 ≡ ∂µ∂µ = ∂2
0 −∇2

由保度规条件得

∂′2 = gµν∂
′µ∂′ν = gµνΛ

µ
ρΛ

ν
σ∂

ρ∂σ = gρσ∂
ρ∂σ = ∂2

可见，∂2 算符是 Lorentz 不变的

用它把 Klein-Gordon 方程
(

∂2

∂t2
−∇2 +m2

)
Ψ(x, t) = 0 改写成紧凑的形式

(∂2 +m2)Ψ(x) = 0

其中 x 表示四维时空坐标
Klein-Gordon 微分算符 ∂2 +m2 是 Lorentz 不变的，因此 Klein-Gordon 方程在

不同惯性系中具有相同的形式，即具有 Lorentz 协变性 (covariance)
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1.5 节 Lorentz 张量
Lorentz 张量 (tensor) 是 Lorentz 矢量的推广
一个 p+ q 阶的 (p, q) 型 Lorentz 张量 Tµ1···µp

ν1···νq 具有 p 个逆变指标和 q 个
协变指标，并满足如下固有保时向 Lorentz 变换规则：

T ′µ1···µp
ν1···νq = Λµ1

ρ1 · · ·Λ
µp

ρpT
ρ1···ρp

σ1···σq (Λ
−1)σ1

ν1
· · · (Λ−1)σq

νq

这里的逆变指标和协变指标统称为 Lorentz 指标
完全用 Lorentz 张量表达出来的方程具有 Lorentz 协变性，在不同惯性系中具有

相同的形式，从而满足狭义相对性原理

Lorentz 标量是 0 阶 Lorentz 张量，不具有 Lorentz 指标
Lorentz 矢量是 1 阶 Lorentz 张量，具有 1 个 Lorentz 指标
Minkowski 度规 gµν 是一个 2 阶的 (0, 2) 型 Lorentz 张量，不过，它是常数，在

任何惯性系中不变，Lorentz 变换规则就是保度规条件 gαβ = gµν(Λ
−1)µα(Λ

−1)νβ

δµν = Λµ
ρδ

ρ
σ(Λ

−1)σν 表明 Kronecker 符号 δµν 是 (1, 1) 型常数 Lorentz 张量
注意，虽然 Λµ

ν 具有两个指标，它却不是Lorentz 张量
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1.5 节 Lorentz 张量
Lorentz 张量 (tensor) 是 Lorentz 矢量的推广
一个 p+ q 阶的 (p, q) 型 Lorentz 张量 Tµ1···µp

ν1···νq 具有 p 个逆变指标和 q 个
协变指标，并满足如下固有保时向 Lorentz 变换规则：

T ′µ1···µp
ν1···νq = Λµ1

ρ1 · · ·Λ
µp

ρpT
ρ1···ρp

σ1···σq (Λ
−1)σ1

ν1
· · · (Λ−1)σq

νq

这里的逆变指标和协变指标统称为 Lorentz 指标
完全用 Lorentz 张量表达出来的方程具有 Lorentz 协变性，在不同惯性系中具有
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−1)νβ
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ρ
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指标的升降和缩并
利用度规可以升降任意 Lorentz 张量的指标，从而改变张量的类型
不过，升降前后的两个 Lorentz 张量在物理意义上是等价的
比如，Tµν

ρ = gρσT
µνσ，用 gρσ 将 (3, 0) 型张量 Tµνσ 降为 (2, 1) 型张量 Tµν

ρ

相应地，Tµνρ = gρσTµν
σ，用 gρσ 将 (2, 1) 型张量 Tµν

σ 升为 (3, 0) 型张量 Tµνρ

对 (p, q) 型 Lorentz 张量的一个逆变指标和一个协变指标进行缩并，会得到一个
(p− 1, q − 1) 型 Lorentz 张量，例如，

T ′µν
µ = Λµ

αΛ
ν
βT

αβ
γ(Λ

−1)γµ = Λν
βT

αβ
γδ

γ
α = Λν

βT
αβ

α

可见，Tµν
µ 是一个 Lorentz 矢量

可以通过缩并若干个 Lorentz 张量的所有指标来构造 Lorentz 不变量
这是因为在 Lorentz 变换下一对参加缩并的逆变指标和协变指标带来的 Λ 因子和

Λ−1 因子总是相互抵消；比如，以下表达式都是 Lorentz 标量：
Tµ

µ = gµνT
µν , TµνAµBν , TµνTµν , gµσT

µν
ρT

σρ
ν
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不过，升降前后的两个 Lorentz 张量在物理意义上是等价的
比如，Tµν

ρ = gρσT
µνσ，用 gρσ 将 (3, 0) 型张量 Tµνσ 降为 (2, 1) 型张量 Tµν

ρ

相应地，Tµνρ = gρσTµν
σ，用 gρσ 将 (2, 1) 型张量 Tµν

σ 升为 (3, 0) 型张量 Tµνρ

对 (p, q) 型 Lorentz 张量的一个逆变指标和一个协变指标进行缩并，会得到一个
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T ′µν
µ = Λµ

αΛ
ν
βT

αβ
γ(Λ

−1)γµ = Λν
βT

αβ
γδ

γ
α = Λν

βT
αβ

α

可见，Tµν
µ 是一个 Lorentz 矢量

可以通过缩并若干个 Lorentz 张量的所有指标来构造 Lorentz 不变量
这是因为在 Lorentz 变换下一对参加缩并的逆变指标和协变指标带来的 Λ 因子和

Λ−1 因子总是相互抵消；比如，以下表达式都是 Lorentz 标量：
Tµ

µ = gµνT
µν , TµνAµBν , TµνTµν , gµσT

µν
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狭义张量和赝张量

类似于 Lorentz 矢量，按宇称变换性质将 Lorentz 张量分成两种

第一种张量是狭义的张量，宇称变换为

T ′µ1···µp
ν1···νq = Pµ1

ρ1 · · · P
µp

ρpT
ρ1···ρp

σ1···σq (P
−1)σ1

ν1
· · · (P−1)σq

νq

另一种张量称为赝张量 (pseudotensor)，宇称变换为

T ′µ1···µp
ν1···νq = −Pµ1

ρ1 · · · P
µp

ρpT
ρ1···ρp

σ1···σq (P
−1)σ1

ν1
· · · (P−1)σq

νq

因此，在宇称变换下，狭义的标量 ϕ 满足 ϕ′ = ϕ

而赝标量 (pseudoscalar) φ 满足 φ′ = −φ
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四维 Levi-Civita 符号

Tullio Levi-Civita
(1873–1941)

引入四维 Levi-Civita 符号

εµνρσ =


+1, (µ, ν, ρ, σ) 是 (0, 1, 2, 3) 的偶置换 (如 ε1032)

−1, (µ, ν, ρ, σ) 是 (0, 1, 2, 3) 的奇置换 (如 ε1023)

0, 其它情况

这里的置换 (permutation) 指的是将指标重新排列
调换两个指标的位置称为对换
奇置换通过奇数次对换得到，偶置换通过偶数次对换得到
这样定义出来的 εµνρσ 是全反对称的，即关于任意两个指

标反对称，如
εµνρσ = −ενµρσ = −ερνµσ = −εσνρµ

全反对称性意味着具有 2 个或以上相同指标的 Levi-Civita
符号为零，比如，ε0120 = −ε0120 = 0，这属于定义式中的“其它情况”
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协变的四维 Levi-Civita 符号
εµνρσ 的协变形式为 εµνρσ = gµαgνβgργgσδε

αβγδ

εµνρσ 也是全反对称的，如

ενµρσ = gναgµβgργgσδε
αβγδ = gµβgναgργgσδ(−εβαγδ) = −εµνρσ

根据定义，ε0123 = g0αg1βg2γg3δε
αβγδ = g00g11g22g33ε

0123 = −ε0123，有

ε0123 = +1, ε0123 = −1

而且

εµνρσ =


−1, (µ, ν, ρ, σ) 是 (0, 1, 2, 3) 的偶置换
+1, (µ, ν, ρ, σ) 是 (0, 1, 2, 3) 的奇置换
0, 其它情况

从而
εµνρσεµνρσ = 4! ε0123ε0123 = −4!

余钊焕 （中山大学） 第 1 章　预备知识 1.3 节至 1.5 节 34 / 46



o o o o o o o o o o o o

Lorentz 变换

o o o o o o o

Lorentz 群

o o o o o o o o o

Lorentz 矢量

o o o o o o o o

Lorentz 张量

o o o o o o o o

Maxwell 方程组

Levi-Civita 符号与行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
♠ ♡ ♣ ♢
♢ ♠ ♡ ♣
♣ ♢ ♠ ♡
♡ ♣ ♢ ♠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(α, β, γ, δ) εαβγδ

♠ (0, 1, 2, 3) +

♡ (1, 2, 3, 0) −
♣ (2, 3, 0, 1) +

♢ (3, 0, 1, 2) −

利用 Levi-Civita 符号把 Lorentz 变换矩阵的行列式 det(Λ) 按照行列式定义写成

det(Λ) = Λ0
αΛ

1
βΛ

2
γΛ

3
δε

αβγδ

= − 1

4!
εµνρσΛ

µ
αΛ

ν
βΛ

ρ
γΛ

σ
δε

αβγδ

于是
ε0123 = 1 = [det(Λ)]2

= det(Λ)Λ0
αΛ

1
βΛ

2
γΛ

3
δε

αβγδ

利用 εµνρσ 的全反对称性质得到

ε1023 = −ε0123 = − det(Λ)Λ0
αΛ

1
βΛ

2
γΛ

3
δε

αβγδ

= − det(Λ)Λ1
βΛ

0
αΛ

2
γΛ

3
δε

αβγδ = det(Λ)Λ1
βΛ

0
αΛ

2
γΛ

3
δε

βαγδ

依此类推，可以证明
εµνρσ = det(Λ)Λµ

αΛ
ν
βΛ

ρ
γΛ

σ
δε

αβγδ
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Levi-Civita 符号与行列式
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3
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4!
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µ
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ν
βΛ

ρ
γΛ

σ
δε
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于是
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2
γΛ

3
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2
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3
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0
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2
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3
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0
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2
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3
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依此类推，可以证明
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σ
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Levi-Civita 符号的 Lorentz 变换
对于固有保时向 Lorentz 变换，det(Λ) = +1，则

εµνρσ = Λµ
αΛ

ν
βΛ

ρ
γΛ

σ
δε

αβγδ

对于宇称变换，det(P) = −1，则
εµνρσ = −Pµ

αPν
βPρ

γPσ
δε

αβγδ

可见，εµνρσ 是 (4, 0) 型 Lorentz 赝张量，不过它是常数，在任何惯性系中不变
于是，εµνρσ 是 (0, 4) 型 Lorentz 赝张量，相应的固有 Lorentz 变换为

εµνρσ = εαβγδ(Λ
−1)αµ(Λ

−1)βν(Λ
−1)γρ(Λ

−1)δσ

从而 εαβγδΛ
α
µΛ

β
νΛ

γ
ρΛ

δ
σ

= εκλτε(Λ
−1)κα(Λ

−1)λβ(Λ
−1)τ γ(Λ

−1)εδΛ
α
µΛ

β
νΛ

γ
ρΛ

δ
σ

= εκλτεδ
κ
µδ

λ
νδ

τ
ρδ

ε
σ

即 εαβγδΛ
α
µΛ

β
νΛ

γ
ρΛ

δ
σ = εµνρσ
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三维 Levi-Civita 符号

三维 Levi-Civita 符号定义为

εijk =


+1, (i, j, k) 是 (1, 2, 3) 的偶置换

−1, (i, j, k) 是 (1, 2, 3) 的奇置换

0, 其它情况

满足
εijk = ε0ijk, ε123 = +1

显然，εijk 关于三个空间指标是全反对称的

通常用 i, j, k 等拉丁字母代表三维空间指标，取值范围是 1, 2, 3

而用 µ, ν, ρ 等希腊字母代表四维时空指标，取值范围是 0, 1, 2, 3
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三维 Levi-Civita 符号求和关系
由 εijk 的全反对称性有 εi23εi23 = ε123ε123 = 1 和 εi23εi32 = ε123ε132 = −1

依此类推，归纳出求和式

εijkεimn = δjmδkn − δjnδkm

根据 εij3εij3 = ε123ε123 + ε213ε213 = 2 和 εij3εij1 = ε123ε121 + ε213ε211 = 0

归纳出另一条求和式
εijkεijl = 2δkl

利用 εijk，可以将三维矢量外积

a1e1 + a2e2 + a3e3 = a = b × c =

∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3
b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣
= (b2c3 − b3c2)e1 + (b3c1 − b1c3)e2 + (b1c2 − b2c1)e3

表达为 ai = εijkbjck
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四维电流密度和四维矢势

James Clerk Maxwell
(1831–1879)

接下来讨论真空里的 Maxwell 方程组在 Lorentz 张量语言中的形式
电荷密度 ρ 和电流密度 J 组成一个 Lorentz 矢量 Jµ = (ρ, J)，称为四维电流密度

将电流连续性方程 ∂ρ

∂t
+∇ · J = 0 写成 Lorentz 协变形式

∂µJ
µ = 0

用电势 Φ 和矢势 A 将电场强度 E 和磁感应强度 B 表达为

E = −∇Φ− ∂A
∂t

, B = ∇× A =

∣∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3
∂1 ∂2 ∂3

A1 A2 A3

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ 和 A 组成 Lorentz 矢量 Aµ = (Φ,A)，称为四维矢势，则上式的分量形式为

Ei = −∂iA
0 − ∂0A

i, Bi = εijk∂jA
k, i, j, k = 1, 2, 3
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场强张量

Luigi Bianchi
(1856–1928)

引入电磁场的场强张量 (field strength tensor)

Fµν ≡ ∂µAν − ∂νAµ = −F νµ

它是一个 2 阶反对称 Lorentz 张量

由于两个时空导数的次序可以交换，从上述定义推出

∂ρFµν = ∂ρ(∂µAν − ∂νAµ)

= ∂µ∂ρAν − ∂µ∂νAρ + ∂ν∂µAρ − ∂ν∂ρAµ

= ∂µF ρν + ∂νFµρ = −∂µF νρ − ∂νF ρµ

即 Bianchi 恒等式

∂ρFµν + ∂µF νρ + ∂νF ρµ = 0
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场强张量的分量

Fµν 的 0i 分量为 F 0i = ∂0Ai − ∂iA0 = ∂0A
i + ∂iA

0 = −Ei

可见，F 0i 对应于电场强度

由求和式 εjkiεimn = εijkεimn = δjmδkn − δjnδkm 得到

εijkBk = εijkεkmn∂mAn = (δimδjn − δinδjm)∂mAn = ∂iA
j − ∂jA

i

从而 F ij = ∂iAj − ∂jAi = −∂iA
j + ∂jA

i = −εijkBk

故 Fµν 的 ij 分量对应于磁感应强度

把 Fµν 写成矩阵形式是

Fµν =


0 −E1 −E2 −E3

E1 0 −B3 B2

E2 B3 0 −B1

E3 −B2 B1 0
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Gauss 定律和 Ampère 环路定律

Carl Friedrich Gauss
(1777–1855)

André-Marie Ampère
(1775–1836)

Gauss 定律对应的方程 ∇ · E = ρ 等价于
J0 = ρ = ∂iE

i = −∂iF
0i = ∂iF

i0 = ∂iF
i0 + ∂0F

00 = ∂µF
µ0

Ampère 环路定律对应的 Ampère-Maxwell 方程

∇× B = J +
∂E
∂t

相当于
J i = εijk∂jB

k − ∂0E
i = −∂jF

ij + ∂0F
0i

= ∂jF
ji + ∂0F

0i = ∂µF
µi

归纳起来，得到 Maxwell 方程 ∂µF
µν = Jν

这个方程完全是用 Lorentz 张量写的，具有 Lorentz 协变性
在固有保时向 Lorentz 变换下，有
∂′
µF

′µν
= ∂α[(Λ

−1)αµΛ
µ
βΛ

ν
γF

βγ ] = ∂α(δ
α
βΛ

ν
γF

βγ)

= Λν
γ∂αF

αγ = Λν
γJ

γ = J ′ν

可见它在不同惯性系中具有相同形式，满足狭义相对性原理
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Gauss 定律和 Ampère 环路定律

Carl Friedrich Gauss
(1777–1855)

André-Marie Ampère
(1775–1836)

Gauss 定律对应的方程 ∇ · E = ρ 等价于
J0 = ρ = ∂iE

i = −∂iF
0i = ∂iF

i0 = ∂iF
i0 + ∂0F

00 = ∂µF
µ0

Ampère 环路定律对应的 Ampère-Maxwell 方程

∇× B = J +
∂E
∂t

相当于
J i = εijk∂jB

k − ∂0E
i = −∂jF

ij + ∂0F
0i

= ∂jF
ji + ∂0F

0i = ∂µF
µi

归纳起来，得到 Maxwell 方程 ∂µF
µν = Jν

这个方程完全是用 Lorentz 张量写的，具有 Lorentz 协变性
在固有保时向 Lorentz 变换下，有
∂′
µF

′µν = ∂α[(Λ
−1)αµΛ

µ
βΛ

ν
γF

βγ ] = ∂α(δ
α
βΛ

ν
γF

βγ)

= Λν
γ∂αF

αγ = Λν
γJ

γ = J ′ν

可见它在不同惯性系中具有相同形式，满足狭义相对性原理
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Gauss 磁定律
由 εkijεijl = εijkεijl = 2δkl 得 εijkF jk = −εijkεjklBl = −2δilBl = −2Bi，即

Bi = −1

2
εijkF jk

Gauss 磁定律对应的方程 ∇ · B = 0 等价于

0 = ∂iB
i = −1

2
εijk∂iF

jk = −1

6
(εijk∂iF

jk + εjki∂jF
ki + εkij∂kF

ij)

= −1

6
εijk(∂iF

jk + ∂jF
ki + ∂kF

ij)

第三步通过更换指标字母写出三个相等的项
毕竟，对于参与缩并或求和的指标，更换指标字母不会影响结果
上式意味着

∂iF jk + ∂jF ki + ∂kF ij = 0

这是 Bianchi 恒等式取纯空间分量的形式
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Faraday 电磁感应定律

Michael Faraday
(1791–1867)

Faraday 电磁感应定律对应的 Maxwell-Faraday 方程为

∇× E = −∂B
∂t

写成分量的形式，得

−∂0B
k = εkmn∂mEn = −εkmn∂mF 0n = εkmn∂mFn0

从 F ij = −εijkBk 推出

∂0F
ij = −εijk∂0B

k = εijkεkmn∂mFn0

= (δimδjn − δinδjm)∂mFn0 = ∂iF
j0 − ∂jF

i0

即
∂0F ij + ∂iF j0 + ∂jF 0i = 0

这也是 Bianchi 恒等式取特定分量的形式
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对偶场强张量
利用四维 Levi-Civita 符号定义电磁场的对偶场强张量 (dual field strength tensor)

F̃µν ≡ 1

2
εµνρσFρσ = −F̃ νµ

它也是一个 2 阶反对称 Lorentz 张量，F̃ 0i 对应于磁感应强度：

F̃ 0i =
1

2
ε0iρσFρσ =

1

2
ε0ijkFjk =

1

2
εijkgjµgkνF

µν =
1

2
εijkgjmgknF

mn

=
1

2
εijkF jk = −1

2
εijkεjklBl = −1

2
2δilBl = −Bi

第五步利用了 gjmFmn = −δjmFmn = −F jn，倒数第二步用到求和关系

另一方面，F̃ ij 对应于电场强度：

F̃ ij =
1

2
εijρσFρσ =

1

2
(εij0kF0k + εijk0Fk0) = ε0ijkF0k = εijkg0µgkνF

µν

= εijkg00gklF
0l = −εijkF 0k = εijkEk

余钊焕 （中山大学） 第 1 章　预备知识 1.3 节至 1.5 节 45 / 46



o o o o o o o o o o o o

Lorentz 变换

o o o o o o o

Lorentz 群

o o o o o o o o o

Lorentz 矢量

o o o o o o o o o

Lorentz 张量

o o o o o o o

Maxwell 方程组

对偶场强张量与 Bianchi 恒等式

对偶场强张量 F̃µν 的矩阵形式是 F̃µν =


0 −B1 −B2 −B3

B1 0 E3 −E2

B2 −E3 0 E1

B3 E2 −E1 0


由 F̃µν 的定义有

∂µF̃
µν =

1

2
εµνρσ∂µFρσ = −1

2
ενµρσ∂µFρσ

= −1

6
(ενµρσ∂µFρσ + ενρσµ∂ρFσµ + ενσµρ∂σFµρ)

= −1

6
ενµρσ(∂µFρσ + ∂ρFσµ + ∂σFµρ)

因此 Bianchi 恒等式 ∂ρFµν + ∂µF νρ + ∂νF ρµ = 0 等价于

∂µF̃
µν = 0

从这些讨论可以看到，用 Lorentz 张量语言表达 Maxwell 方程组是十分简单的，
而且方程的 Lorentz 协变性非常明确
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