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第 1 章 预备知识

量子场论 (quantum field theory)与粒子物理 (particle physics)密切相关。粒子物理研究物质
的基本结构和基本相互作用，组成物质的基本单元是粒子 (particle)。自然界中存在 4种基本相互
作用，即引力相互作用 (gravitational interaction)、电磁相互作用 (electromagnetic interaction)、
强相互作用 (strong interaction) 和弱相互作用 (weak interaction)，支配着基本粒子的运动和转
化。

基本粒子指尚未发现内部结构的粒子。目前已发现 3 代基本费米子 (fermion)，每一代包含
带电轻子 (lepton)、中微子 (neutrino，即中性轻子)、下型夸克 (quark)、上型夸克各一种。第
1 代基本费米子包括电子 (e)、电子型中微子 (νe)、下夸克 (d) 和上夸克 (u)；第 2 代包括 µ 子
(µ)、µ 子型中微子 (νµ)、奇夸克 (s) 和粲夸克 (c)；第 3 代包括 τ 子 (τ)、τ 子型中微子 (ντ )、
底夸克 (b) 和顶夸克 (t)。某代某种费米子与它在另一代中相对应的费米子具有相同的量子数，
但质量不同。

夸克的种类也称为味道 (flavor)，6 种味道的夸克 d、u、s、c、b、t 具有不同的质量。每
一味夸克都具有 3 种颜色 (color)，同味异色的夸克具有相同质量，严格构成颜色三重态，与
描述强相互作用的量子色动力学有关。多个夸克可以通过强相互作用组成复合粒子，称为强子
(hadron)，比如，一个介子 (meson) 由一个正夸克和一个反夸克组成，一个重子 (baryon) 由三
个正夸克或三个反夸克组成。除 3代中微子以外，其它基本费米子都具有电荷 (electric charge)，
参与电磁相互作用，相应的理论称为量子电动力学。所有基本费米子都参与弱相互作用，它与
电磁相互作用统一由电弱规范理论描述，这个理论包含了量子电动力学。电弱规范理论和量子
色动力学统称为标准模型 (standard model)。

在标准模型中，费米子的相互作用由一些基本玻色子 (boson) 传递。传递夸克间强相互作
用的规范玻色子称为胶子 (gluon)，传递电磁相互作用的规范玻色子是光子 (photon)，传递弱
相互作用的规范玻色子是 W± 和 Z 玻色子。此外，还存在一种 Higgs 玻色子，它与电弱规范
对称性的自发破缺及基本粒子的质量起源有关。

标准模型是在研究基本粒子如何参与电磁、强、弱相互作用的过程中建立起来的，它的理论
基础就是量子场论。在粒子物理理论和实验发展的过程中，量子场论起着极为关键的作用。反
过来，粒子物理研究也极大地促进了量子场论的发展。

1
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1.1 量子场论的必要性
量子力学是描述微观世界的物理理论。然而，非相对论性量子力学的适用范围有限，不能正

确地描述伴随着高速粒子产生和湮灭的相对论性系统。为了合理而自洽地描述这样的系统，需
要用到量子场论，它结合了量子力学、相对性原理和场 (field) 的概念。
在量子力学的基础课程中，量子化的对象常常是由粒子组成的动力学系统。如果对相对论

性的粒子作类似的量子化，会遇到一些困难。1926 年，Klein-Gordon 方程 [1, 2] 被提出来描
述单个粒子的相对论性运动，它是第一个相对论性的波函数方程，形式为

−h̄2 ∂
2

∂t2
Ψ(x, t) = (−h̄2c2∇2 +m2c4)Ψ(x, t), (1.1)

其中 h̄ ≡ h/(2π) 是约化 Planck 常数，c 是真空中的光速。它给出的自由粒子能量是

E = ±
√
|p|2c2 +m2c4 , (1.2)

其中 p 为粒子动量，m 为粒子静止质量。可见，能量 E 可以为正，取值范围为 mc2 ≤ E <∞；
也可以为负，取值范围为 −∞ < E ≤ −mc2。即使粒子的初始能量为正，也可以通过跃迁到负
能态而改变能量的符号。能量可取负无穷大意味着稳定的基态不存在，这在物理上是不可接受
的，称为负能量困难。另一方面，通过 Klein-Gordon 方程构造符合概率守恒的连续性方程，则
应该将粒子在空间中的概率密度定义为

ρ =
ih̄

2mc2

(
Ψ∗∂Ψ

∂t
− ∂Ψ∗

∂t
Ψ

)
. (1.3)

然而，这样定义的 ρ 不总是正的，有可能在一些空间区域中取负值，不符合物理上对概率密度
的要求。这就是负概率困难。

Klein-Gordon 方程出现负概率困难的根源在于方程中含有波函数对时间的二阶导数。Paul
Dirac 于 1928 年提出的 Dirac 方程 [3] 克服了这个问题，它只包含对时间的一阶导数，且具有
Lorentz 协变性。Dirac 方程描述自旋 (spin) 为 1/2 的粒子，一开始是用来描述电子 (electron)
的。Dirac 方程能够保证概率密度正定和概率守恒。但是，负能量困难仍然存在。
为了解决负能量困难，Dirac 提出真空 (vacuum) 是所有 E < 0 的态都被填满而所有 E > 0

的态都为空的状态 [4]。这样一来，Pauli 不相容原理会阻止一个 E > 0 的电子跃迁到 E < 0

的态，因而激发态电子的能量总是正的。如果负能海中缺失一个带有电荷 −e 和能量 −|E| 的
电子，即产生一个空穴 (hole)，则空穴的行为等价于一个带有电荷 +e 和能量 +|E| 的“反粒子
(antiparticle)”，称为正电子 (positron)。正电子在 1932 年被 Carl Anderson 发现 [5]。
但是，Dirac 的空穴理论仍然面临一些困难，比如，为何没有观测到无穷多个负能电子具有

的无穷大电荷密度所引起的电场？另一方面，Dirac方程一开始作为描述单个粒子波函数的方程
提出来，但 Dirac 的解释却包含了无穷多个粒子。而且，像光子和 α 粒子这样具有整数自旋的
玻色子，不满足 Pauli 不相容原理，空穴理论无法解决它们的负能量困难。此外，Dirac 方程只
能描述自旋 1/2 的粒子，不能解决整数自旋粒子的负概率困难。
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用相对论性的波函数方程描述单个粒子会遇到这么多困难，是否意味着处理这些问题的基
础本身就不正确呢？确实是这样的。量子力学的一条基本原理是：观测量由物理 Hilbert 空间中
的厄米算符 (Hermitian operator) 描写。然而，时间显然是一个观测量，却没有用一个厄米算符
来描写它。在 Schrödinger 绘景 (picture) 中，描述系统的量子态时可以让态依赖于一个时间参
数 t，这是时间的概念进入量子力学的方式，但并没有假定这个参数是某个厄米算符的本征值。
另一方面，粒子的空间位置 x 则是位置算符 x̂ 的本征值。可见，在量子力学中，对时间和空间
的处理方式是完全不同的。而在狭义相对论中，Lorentz 对称性将两者混合起来。因此，在结合
量子力学与狭义相对论的过程中出现困难，也是正常的。

那么，如何在量子力学中平等地处理时间和空间呢？一种途径是将时间提升为一个厄米算
符，但这样做在实际操作中非常困难。另一种途径是将空间位置降格为一个参数，不再由厄米
算符描写。这样，我们可以在每个空间点 x 处定义一个算符 Φ̂(x)，所有这些算符的集合称为量
子场 (quantum field)。在 Heisenberg 绘景中，量子场算符还依赖于时间 t，

Φ̂(x, t) = eiĤt/h̄Φ̂(x)e−iĤt/h̄. (1.4)

如此，量子化的对象变成是由依赖于时空坐标的场组成的动力学系统，这就是量子场论。这里
Hilbert 空间上的量子算符用 ˆ 符号标记，为了简化记号，后面将省略 ˆ 符号。

在量子场论中，前面提到的困难都可以得到解决。现在，Klein-Gordon 方程和 Dirac 方程
这样的相对论性方程描述的是自由量子场的运动。真空是量子场的基态，包含粒子的态则是激
发态，激发态可以包含任意多个粒子。量子场论平等地描述正粒子和反粒子，由正反粒子的产
生算符和湮灭算符表达出来的哈密顿量是正定的，不再出现负能量困难。不再将 ρ 解释成单粒
子概率密度，而将它解释为单位体积内正粒子数与反粒子数之差，因而不存在负概率困难。

1.2 自然单位制
量子场论是结合量子力学和相对论的理论，因而时常出现约化 Planck 常数 h̄ 和真空中的

光速 c，这一点可以从上一节的几个公式中看出来。于是，为了简化表述，通常采用自然单位
制，取

h̄ = c = 1. (1.5)

从而，Klein-Gordon 方程 (1.1) 化为(
∂2

∂t2
−∇2 +m2

)
Ψ(x, t) = 0. (1.6)

根据 1 = c = 2.998× 1010 cm/s，有

1 s = 2.998× 1010 cm. (1.7)

利用转换关系

1 = h̄ = 6.582× 10−22 MeV · s, 1 = h̄c = 1.973× 10−11 MeV · cm, (1.8)



– 4 – 第 1 章 预备知识

可得
1 s−1 = 6.582× 10−22 MeV, 1 cm−1 = 1.973× 10−11 MeV, (1.9)

故
1 GeV−1 = 6.582× 10−25 s = 1.973× 10−14 cm. (1.10)

可见，在自然单位制中，速度没有量纲 (dimension)；长度量纲与时间量纲相同，是能量量纲的
倒数；能量、质量和动量具有相同的量纲。可以将能量单位电子伏特 (eV) 视作上述有量纲物理
量的基本单位。

精细结构常数 (fine-structure constant)

α =
e2

4πε0h̄c
=

1

137.036
(1.11)

是没有量纲的，它的数值在任何单位制下都应该相同。因此，自然单位制不可能将 h̄、c、ε0 和
e 这四个常数同时归一化。在量子场论中，通常再取真空介电常数

ε0 = 1, (1.12)

同时可得真空磁导率 µ0 = (ε0c
2)−1 = 1，这样做其实是采取了 Heaviside-Lorentz 单位制。从而，

不同于 Gauss 单位制，真空 Maxwell 方程组中不会出现无理数 4π，

∇ · E = ρ, ∇ · B = 0, ∇× E = −∂B
∂t
, ∇× B = J +

∂E
∂t
. (1.13)

此处的单位制称为有理化的自然单位制。现在，精细结构常数可以简便地表达为 α = e2/(4π)，
而单位电荷量

e =
√
4πα = 0.3028 (1.14)

是没有量纲的；4π 因子会出现在 Coulomb 定律中，点电荷 Q 的 Coulomb 势表达成

Φ =
Q

4πr
. (1.15)

1.3 Lorentz 变换和 Lorentz 群
描述高速运动的系统需要用到狭义相对论 [6]，它的基本原理如下。

(1) 光速不变原理：在任意惯性参考系中，真空中的光速具有相同的大小。

(2) 狭义相对性原理：在任意惯性参考系中，物理定律具有相同的形式。

任意两个惯性参考系的直角坐标由 Lorentz 变换 [7]联系起来。如图 1.1所示，设惯性坐标
系 O′ 沿着惯性坐标系 O 的 x轴方向以速度 β 匀速运动，事件 P 在 O 系中的坐标为 (t, x, y, z)，
在 O′ 系中的坐标为 (t′, x′, y′, z′)，则 Lorentz 变换的形式是

t′ = γ(t− βx), x′ = γ(x− βt), y′ = y, z′ = z, (1.16)
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O
x

y

P

x

y

t β

O′
x′

y′

P

x′

y′ t′

图 1.1: 惯性系 O′ 相对于惯性系 O 沿 x 轴方向以速度 β 作匀速运动时，事件 P 在两个惯性系
中的坐标。

其中 Lorentz 因子 γ ≡ (1− β2)−1/2，而 0 ≤ |β| < 1。这种 Lorentz 变换称为沿 x 轴方向的增
速 (boost) 变换。在此变换下，有

t′2 − x′2 − y′2 − z′2 = γ2(t− βx)2 − γ2(x− βt)2 − y2 − z2

=
1

1− β2
(t2 + β2x2 − 2βxt− x2 − β2t2 + 2βxt)− y2 − z2 = t2 − x2 − y2 − z2. (1.17)

可见，t2 − x2 − y2 − z2 在 Lorentz 变换下不变，是一个 Lorentz 不变量 (invariant)。Lorentz
不变量在不同惯性系中具有相同的值，这体现了 Lorentz 变换所对应的对称性 (symmetry)，即
Lorentz 对称性，它也称为 Lorentz 不变性。

将时间坐标和空间坐标结合起来，构成四维 Minkowski 时空 [8]，坐标记为

xµ = (x0, x1, x2, x3) = (t, x, y, z) = (x0, x), 其中 µ = 0, 1, 2, 3. (1.18)

上式中四种记法是等价的。x = (x, y, z) 是一个三维空间矢量，用粗直体表示。xµ 是一个逆变
(contravariant) 的 Lorentz 四维矢量 (vector)，“逆变”指它的指标 (index) µ 写在右上角。受到
(1.17) 式的启发，可以定义 Lorentz 不变的内积1

x2 ≡ x · x ≡ (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 = (x0)2 − |x|2. (1.19)

引入对称的 Minkowski 度规 (metric)

gµν = gνµ =


+1

−1
−1

−1

 , 其中 µ, ν = 0, 1, 2, 3. (1.20)

1(1.19) 式在记号上有点混乱，第一个 x2 是内积的记号，而第二个 x2 代表第 2 个空间坐标，需注意区分。
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最右边的表达式是度规的矩阵形式，将 gµν 中两个指标 µ 和 ν 分别当作行和列的编号，空白的
矩阵元是零。也就是说，g00 = +1，g11 = g22 = g33 = −1，其它分量都是 0。从而，把内积 (1.19)
化为求和式，

x2 = (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 =
3∑

µ,ν=0

gµνx
µxν ≡ gµνx

µxν . (1.21)

第二步采用了 Einstein 求和约定：

不写出求和符号，重复的指标即表示求和。

除非特别指出，后面默认使用这个约定。在上式中，用同个字母表示的指标分别在上标和下标
重复出现并求和，这称为缩并 (contraction)，是 Lorentz 不变量的特点。

为了进一步简化记号，定义协变 (covariant) 的 Lorentz 四维矢量

xµ = gµνx
ν = (x0,−x1,−x2,−x3) = (x0,−x). (1.22)

“协变”指的是指标 µ 写在右下角。于是，内积 x2 的表达式 (1.21) 简化为

x2 = xµxµ. (1.23)

(1.22) 式可以看成用度规 gµν 缩并掉 ν 指标，将逆变矢量 xν 的指标降下来，变成协变矢量 xµ。
从方阵的角度看，度规 gµν 的逆为

gµν = gνµ =


+1

−1
−1

−1

 , (1.24)

满足
gµρgρν = δµν , (1.25)

其中 Kronecker δ 符号定义为

δab = δa
b = δab = δab =

1, a = b,

0, a ̸= b.
(1.26)

Minkowski度规 gµν 与它的逆 gµν 具有相同的矩阵形式，但更一般的度规可能与它的逆不同。将
(1.22) 式 xµ = gµνx

ν 两边都乘以 gσµ，对 µ 缩并，得

gσµxµ = gσµgµνx
ν = δσνx

ν = xσ, (1.27)
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这相当于用 gσµ 缩并掉 µ 指标，将协变矢量 xµ 的指标升起来，变成逆变矢量 xσ。可见，逆变
矢量与协变矢量是一一对应的，是对同一个 Lorentz 矢量的两种等价描述。
利用 Kronecker 符号的定义 (1.26)、(1.25) 式和度规的对称性，推出

gµν = gµρδνρ = gµρgνσgσρ = gµρgνσgρσ, (1.28)

gµν = gµρδ
ρ
ν = gµρg

ρσgσν = gµρgνσg
ρσ. (1.29)

这两条式子表明，度规也可以用来对度规自身的指标进行升降。
将 Lorentz 增速变换 (1.16) 表达成矩阵与列矢量的乘积形式，

x′0

x′1

x′2

x′3

 =


γ −γβ
−γβ γ

1

1



x0

x1

x2

x3

 , (1.30)

用四维矢量记号改写为
x′µ = Λµνx

ν , (1.31)

其中

Λµν =


γ −γβ
−γβ γ

1

1

 . (1.32)

注意，将 Λµν 视作矩阵时，偏左的指标 µ 表示行的编号，偏右的指标 ν 表示列的编号。Λµν 的
特点是保持内积 x2 = xµxµ 不变，从而使 xµxµ 在不同惯性系中具有相同的值。我们将 Λµν 推
广为所有保持 xµxµ 不变的线性变换，称为（齐次）Lorentz 变换。由于

x′2 = gµνx
′µx′ν = gµνΛ

µ
αΛ

ν
βx

αxβ, x2 = gαβx
αxβ, (1.33)

要得到 x′2 = x2，Lorentz 变换 Λµν 必须满足保度规条件

gµνΛ
µ
αΛ

ν
β = gαβ. (1.34)

空间旋转变换保持 |x|2 不变，由 (1.19)式可知，这种变换也属于 Lorentz变换。如图 1.2所
示，惯性系 O′ 相对于惯性系 O 绕 z 轴转动 θ 角，事件 P 在两个惯性系中的坐标满足

t′ = t, x′ = x cos θ + y sin θ, y′ = −x sin θ + y cos θ, z′ = z. (1.35)

因而相应的 Lorentz 变换矩阵为

[Rz(θ)]
µ
ν =


1

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

1

 . (1.36)
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O
x

y

x

y P

θ
O′

x′

y′

x′
y′

图 1.2: 惯性系 O′ 相对于惯性系 O 绕 z 轴转动 θ 角时，事件 P 在两个惯性系中的坐标。

可以验证它满足保度规条件 (1.34)。
δµν 的矩阵形式是单位矩阵 1，它是一个特殊的 Lorentz 变换，使得 x′µ = δµνx

ν = xµ，即
xµ 在这个变换下不变。可见，δµν 是恒等变换。对于任意 Lorentz 变换 Λαβ，引入

(Λ−1)µρ ≡ gµβgραΛ
α
β, (1.37)

那么，由 (1.34) 和 (1.25) 式得

(Λ−1)µρΛ
ρ
ν = gµβgαρΛ

α
βΛ

ρ
ν = gµβgβν = δµν . (1.38)

上式表明，先作 Λ 变换，再作 Λ−1 变换，相当于作恒等变换。也就是说，由 (1.37) 式定义的
Λ−1 是 Λ 的逆变换，因而也是一个 Lorentz 变换。在这些记号下，协变矢量 xµ 的 Lorentz 变换
可以表达为

x′µ = gµνx
′ν = gµνΛ

ν
ρx

ρ = gµνΛ
ν
ρg
ρσxσ = xσ(Λ

−1)σµ. (1.39)

Λ−1 既然是一个 Lorentz 变换，必定满足保度规条件

gµν(Λ
−1)µα(Λ

−1)νβ = gαβ, (1.40)

于是

gαβ = gαρgβσgρσ = gαρgβσgµν(Λ
−1)µρ(Λ

−1)νσ = gαρgβσgµνg
µγgρδΛ

δ
γg

νϕgστΛ
τ
ϕ

= δαδδ
β
τδ
γ
νg

νϕΛδγΛ
τ
ϕ = gνϕΛανΛ

β
ϕ. (1.41)

这给出了保度规条件 (1.34) 的等价形式

gµνΛαµΛ
β
ν = gαβ, (1.42)

由此可得 Λµρ(Λ
−1)ρν = Λµρg

ραgνβΛ
β
α = gµβgβν = δµν。

将 Λµν 视作矩阵 Λ，则其转置矩阵 ΛT 的分量满足 (ΛT)ν
µ
= Λµν，由保度规条件 (1.34) 得

gαβ = gµνΛ
µ
αΛ

ν
β = (ΛT)α

µ
gµνΛ

ν
β. (1.43)
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在最右边的表达式里，重复的相邻指标发生缩并，对应于矩阵乘法。用 g 代表度规矩阵，将上
式写成矩阵等式

ΛTgΛ = g. (1.44)

相应的行列式为 det(g) = det(ΛT) det(g) det(Λ) = det(g)[det(Λ)]2，因此 [det(Λ)]2 = 1，故

det(Λ) = ±1. (1.45)

Lorentz 坐标变换 x′µ = Λµνx
ν 的 Jacobi 行列式是

J = det
[
∂(x′0, x′1, x′2, x′3)

∂(x0, x1, x2, x3)

]
= det

(
∂x′µ

∂xν

)
= det(Λ), (1.46)

于是 Lorentz 变换将体积元 d4x 变换为

d4x′ = |J |d4x = |det(Λ)| d4x = d4x. (1.47)

可见，Minkowski 时空的体积元 d4x 是 Lorentz 不变的。
可以用 det(Λ) 的值给 Lorentz 变换分类，det(Λ) = +1 的变换称为固有 (proper) Lorentz

变换，det(Λ) = −1 的则是非固有 (improper) Lorentz 变换。此外，由保度规条件 (1.34) 得

1 = g00 = gµνΛ
µ
0Λ

ν
0 = (Λ0

0)
2 −

3∑
i=1

(Λi0)
2, (1.48)

即
(Λ0

0)
2 = 1 +

3∑
i=1

(Λi0)
2 ≥ 1, (1.49)

故 Λ0
0 ≥ +1 或 Λ0

0 ≤ −1。Λ0
0 ≥ +1 的 Lorentz 变换称为保时向 (orthochronous) Lorentz 变

换，Λ0
0 ≤ −1 的称为反时向 (antichronous) Lorentz 变换。

在数学上，对称性由群论描述。同一类对称变换的集合称为一个群 (group)，群元素具有乘
法，两个群元素的乘积就是两次对称变换相继作用，满足以下四个条件。

(1) 群对乘积具有封闭性，即群 G 中任意两个群元的乘积仍属于此群：

g2g1 ∈ G, ∀ g1, g2 ∈ G. (1.50)

(2) 群乘法满足结合律：
g3(g2g1) = (g3g2)g1, ∀ g1, g2, g3 ∈ G. (1.51)

(3) 群 G 中必有一个恒元 e，对应于恒等变换，它与任一群元 g 的乘积仍为 g：

eg = ge = g, ∀ g ∈ G. (1.52)

(4) 任一群元 g 都可以在群 G 中找到一个逆元 g−1，它对应于逆变换，两者之积为恒元：

∀ g ∈ G, ∃ g−1 ∈ G, 使得 g−1g = gg−1 = e. (1.53)
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在线性代数中，矩阵具有乘法，因而可逆方阵能够依照自身乘法关系构成群，即矩阵群。
群乘法讲究运算次序，g1g2 不一定等于 g2g1，也就是说，交换律不一定成立。满足交换律

的群称为 Abel 群，不满足的称为非 Abel 群。如果群 G 的子集 H 中的元素依照原来的乘法
规则也满足群的四个条件，则称 H 是 G 的子群 (subgroup)，记作 H < G。

满足
OTO = OOT = 1 (1.54)

的实方阵 O称为实正交矩阵 (real orthogonal matrix)。所有 N 阶实正交矩阵构成正交群 O(N)。
对 (1.54) 式取行列式，得 1 = det(OT) det(O) = [det(O)]2。可见，实正交矩阵 O 的行列式为

det(O) = ±1. (1.55)

由 det(O) = 1的 N 阶实正交矩阵 O 构成的群称为特殊正交群 SO(N)。显然，SO(N) < O(N)。
非 Abel群 SO(3)描述三维空间中的所有旋转变换，称为空间旋转群。Abel群 SO(2)描述二维平
面上的所有旋转变换，或者说，描述绕某条固定轴的旋转变换，如 Rz(θ)，因而 SO(2) < SO(3)。

满足
U †U = UU † = 1 (1.56)

的复方阵 U 称为幺正矩阵 (unitary matrix)。所有 N 阶幺正矩阵构成幺正群 U(N)。对 (1.56)
式取行列式，得 1 = det(U †) det(U) = [det(U)]∗ det(U) = |det(U)|2。可见，幺正矩阵 U 的行列
式满足

|det(U)| = 1. (1.57)

由 det(U) = 1 的 N 阶幺正矩阵 U 构成的群称为特殊幺正群 SU(N)。显然，SU(N) < U(N)。
所有 Lorentz 变换构成 Lorentz 群，它是非 Abel 群。保度规条件 ΛTgΛ = g 是正交条件

(1.54)推广到 1个时间维度和 3个空间维度时的形式，于是将 Lorentz群记为 O(1, 3)。O(3)群对
应于 O(1, 3) 群的纯空间部分，因而 O(3) < O(1, 3)。所有固有 Lorentz 变换构成固有 Lorentz
群，记作 SO(1, 3)，显然 SO(1, 3) < O(1, 3)。

Lorentz 变换可以用一组连续变化的参数（如 β、θ 等）来描述，因而是一种连续变换，所
以 Lorentz 群是一个连续群，参数的变化区域称为群空间。群空间中的一个点就对应着一个群
元。如果群空间中的任意两点可以通过一条曲线连接起来，那么群空间是连通的，称相应的群
为简单连续群，否则称为混合连续群。

Lorentz 群是一个混合连续群，整个群空间不是连通的，具有四个连通分支，如图 1.3 所
示，分别是固有保时向分支 [det(Λ) = +1 且 Λ0

0 ≥ +1]、固有反时向分支 [det(Λ) = +1 且
Λ0

0 ≤ −1]、非固有保时向分支 [det(Λ) = −1 且 Λ0
0 ≥ +1] 和非固有反时向分支 [det(Λ) = −1

且 Λ0
0 ≤ −1]，四个分支之间互不连通。恒元（即恒等变换）在固有保时向分支里，这个分支是

SO(1, 3) 的子群，称为固有保时向 Lorentz 群，记作 SO↑(1, 3)，它包含物理上联系惯性参考系
的所有 Lorentz 变换。Lorentz 不变量通常指的是在固有保时向 Lorentz 变换下不变的量。归纳
起来，存在子群从属关系 SO(2) < SO(3) < SO↑(1, 3) < SO(1, 3) < O(1, 3)。
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b
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u Λ̃~×Ê�¸�º

/2i(Λ) = +1
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图 1.3: Lorentz 群的四个连通分支示意图。1、P 和 T 分别代表恒等变换、宇称变换和时间反
演变换，Λ̃ 是固有保时向分支中的任意元素。

这里引入两个特殊的 Lorentz 变换。定义宇称 (parity) 变换为

Pµν = (P−1)µν =


+1

−1
−1

−1

 , (1.58)

它是非固有保时向的，亦称为空间反射 (space inversion) 变换。它的作用是让所有空间分量反
向。定义时间反演 (time reversal) 变换为

T µν = (T −1)µν =


−1

+1

+1

+1

 , (1.59)

它是非固有反时向的，它的作用是让时间分量反向。对于固有保时向 Lorentz 群中的任意元素
Λ̃，乘上宇称变换或（和）时间反演变换得到 PΛ̃、T Λ̃ 和 T PΛ̃，它们分别属于 Lorentz 群的另
外三个分支。

类似地，O(3)群也是混合连续群，具有两个连通分支。包含恒元的分支是 SO(3)群，对应于
det(O) = 1。另一个分支对应于 det(O) = −1，里面任意元素可由 diag(−1,−1,−1) 乘以 SO(3)

群元素得到。
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b b

b
b

b

bXXX

G D(G)

G ∼ D(G)

图 1.4: 群 G 与线性表示 D(G) 同态示意图。上方的图表示一一对应，即同构；下方的图表示多
一对应。

1.4 Lorentz 矢量
如果一些 m 阶方阵的乘法关系与群 G 中元素的乘法关系完全相同，就可以用这些矩阵来

表示 G，这些矩阵构成了群 G 的一个 m 维线性表示 (linear representation) D(G)；具体来说，
群 G 中任意群元 g1 和 g2 分别对应于表示 D(G) 中的表示矩阵 D(g1) 和 D(g2)，而 g2g1 对应
于表示矩阵 D(g2g1)，且满足同态关系

D(g2g1) = D(g2)D(g1). (1.60)

D(G) 中的一个矩阵可以一一对应于 G 中的一个群元，或者对应于 G 中的多个群元。数学上称
G 与 D(G) 同态 (homomorphism)，记作 G ∼ D(G)，如图 1.4 所示。利用群的 m 维线性表示，
可以将对称变换视作 m×m 矩阵，将变换作用的对象视作 m 维列矢量，所有这样的列矢量构
成一个 m 维线性空间，称为相应的表示空间 (representation space)。

取群中所有元素的 1维表示矩阵为 1，就构成了群的恒等表示，也称为平庸表示。如果群 G

中的每个群元一一对应于表示 D(G) 中的每个矩阵，则称 G 与 D(G) 同构 (isomorphism)，记
作 G ∼= D(G)，此时称 D(G) 是 G 的忠实表示 (faithful representation)。如果 D(G) 中所有矩
阵都是幺正的，则称 D(G) 是幺正表示。矩阵群本身就是自己的一个表示，称为自身表示，也
称为基础表示。

如果群 G 中任意群元 g 在维度相同的两个线性表示 D1(G) 和 D2(G) 中对应的表示矩阵
D1(g) 和 D2(g) 存在同样的相似变换关系，即

D2(g) = S−1D1(g)S, ∀ g ∈ G, (1.61)

则称这两个表示是等价的。等价表示是在表示空间中取不同的基底得到的，没有本质上的差别。
如果表示 D(G) 的每个表示矩阵 D(g) 都可以通过同一个相似变换化为相同形式的阶梯矩阵，

S−1D(g)S =

(
D1(g) M(g)

D2(g)

)
, ∀ g ∈ G, (1.62)
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其中 D1(g) 和 D2(g) 是方阵，M(g) 可以是零矩阵，则称 D(G) 是可约表示，否则称 D(G) 为
不可约表示 (irreducible representation)。由同态关系 (1.60) 得

S−1D(g2g1)S = S−1D(g2)D(g1)S = S−1D(g2)SS
−1D(g1)S, (1.63)

因而 (1.62) 式意味着(
D1(g2g1) M(g2g1)

D2(g2g1)

)
=

(
D1(g2) M(g2)

D2(g2)

)(
D1(g1) M(g1)

D2(g1)

)

=

(
D1(g2)D1(g1) D1(g2)M(g1) +M(g2)D2(g1)

D2(g2)D2(g1)

)
, (1.64)

故
D1(g2g1) = D1(g2)D1(g1), D2(g2g1) = D2(g2)D2(g1). (1.65)

可见，集合 {D1(g)} 和 {D2(g)} 中的矩阵也满足同态关系，它们构成群 G 的两个线性表示。实
际上，可约表示总能够通过不可约表示构造出来，因此研究群表示的关键在于找到所有的不等
价不可约表示。

在上一节中，我们已经用矩阵的形式表示过 Lorentz 变换 Λµν，可见 {Λµν} 自然而然地构
成了 Lorentz 群的一个 4 维线性表示，即基础表示。它是一个不可约忠实表示，称为矢量表示。
因此，Lorentz 矢量 xν 是矢量表示空间中 Lorentz 变换矩阵 Λµν 所作用的列矢量。
一般地，Lorentz 矢量 Aµ 在定义上要求它在固有保时向 Lorentz 变换下满足

A′µ = ΛµνA
ν . (1.66)

类似于 (1.39) 式，逆变矢量 Aµ 对应的协变矢量 Aµ = gµνA
ν 的固有保时向 Lorentz 变换为

A′
µ = Aν(Λ

−1)νµ. (1.67)

任意两个 Lorentz 矢量 Aµ = (A0,A) 和 Bµ = (B0,B) 的内积定义为

A · B ≡ AµBµ = gµνA
µBν = A0B0 −A · B, (1.68)

由 (1.38) 式可知，它是固有保时向 Lorentz 变换的不变量，

A′ · B′ = A′µB′
µ = ΛµνA

νBρ(Λ
−1)ρµ = AνBρδ

ρ
ν = AνBν = A · B. (1.69)

像这样的不变量称为 Lorentz 标量 (scalar)。由于度规 gµν 的对角元有正有负，Lorentz 矢量
Aµ 的自我内积 A2 = (A0)2 − |A|2 的符号不是确定的，可以分为三类。

(1) 若 A2 > 0，即 |A0| > |A|，则称 Aµ 为类时 (timelike) 矢量。
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(2) 若 A2 < 0，即 |A0| < |A|，则称 Aµ 为类空 (spacelike) 矢量。

(3) 若 A2 = 0，即 |A0| = |A|，则称 Aµ 为类光 (lightlike) 矢量。

由于 A2 是 Lorentz 不变量，不能通过 Lorentz 变换改变 Aµ 的类型。
以上讨论的是广义的 Lorentz 矢量，可通过它们的宇称变换性质进一步分类。如果 Lorentz

矢量 Aµ 的宇称变换是
A′µ = PµνAν , (1.70)

则称它为极矢量 (polar vector)，但经常直接简称为矢量，即狭义的矢量，其空间分量的宇称变
换为 A′ = −A。时空坐标 xµ 就是一个极矢量。如果 Lorentz 矢量 Aµ 的宇称变换是

A′µ = −PµνAν , (1.71)

则称它为赝矢量，或者轴矢量 (axial vector)，其空间分量的宇称变换为 A′ = A。在经典力学中，
空间坐标 x 和动量 p 都是极矢量，而角动量 L = x× p 是轴矢量。在空间反射变换下，x′ = −x，
p′ = −p，L′ = x′ × p′ = (−x)× (−p) = L，与以上定义一致。
时空坐标 xµ 的微分 dxµ 是一个 Lorentz 矢量，它的自我内积

ds2 ≡ gµνdxµdxν = (dx0)2 − dx · dx (1.72)

是一个 Lorentz 标量，而 ds =
√
|ds2| 称为 Minkowski 时空的线元 (line element)。Minkowski

时空中任意一条曲线的线长 s 可通过对 ds 沿曲线积分来得到。
一个质点在四维时空中的运动轨迹可以参数化为 xµ(s)，其中运动轨迹的线长 s 是一个

Lorentz 标量，称为质点的固有时 (proper time)。在质点的静止参考系中，它的轨迹是一条沿
着 x0 方向运动的直线，则 ds = dx0，因而固有时 s 就是质点在静止系中经历的时间。在任意
惯性系中，质点的运动速度定义为

v ≡ dx
dx0 , (1.73)

将 (1.72) 式改写成
ds2

(dx0)2 = 1− dx
dx0 ·

dx
dx0 = 1− |v|2, (1.74)

由此引入依赖于速度 v 的 Lorentz 因子

γv ≡
dx0
ds =

1√
1− |v|2

. (1.75)

质点的四维动量定义为
pµ ≡ m

dxµ
ds , (1.76)

其中 m > 0 是质点的（静止）质量，它是一个 Lorentz 标量。从定义看出，pµ 是一个逆变的
Lorentz 极矢量，它和相应协变矢量 pµ = gµνp

ν 的固有保时向 Lorentz 变换为

p′µ = Λµνp
ν , p′µ = pν(Λ

−1)νµ. (1.77)
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图 1.5: 相对论性色散关系。

pµ 的自我内积是
p2 = gµνp

µpν = m2 gµνdxµdxν
ds2 , (1.78)

由 (1.72) 式得到
p2 = m2, (1.79)

这个式子称为质壳 (mass shell) 条件。m > 0 意味着质点的四维动量 pµ 是一个类时矢量。
将四维动量分解为

pµ = (E, p), (1.80)

并把
E = p0 = m

dx0
ds = γvm (1.81)

定义为质点的能量，而
p = m

dx
ds = m

dx0
ds

dx
dx0 = γvmv (1.82)

定义为质点的动量。将 mv ≡ γvm 看作质点的“运动质量”，则 p = mvv 与 Newton 力学中动
量与速度的关系类似。(1.81) 式表明 E = mv，这就是自然单位制下的质能关系。由质壳条件
p2 = E2 − |p|2 = m2 和 E = γvm > 0 推出相对论性色散关系 (dispersion relation)

E =
√
|p|2 +m2. (1.83)

这个关系对应于四维动量空间中由质量 m 决定的一个三维双曲面，即质壳。图 1.5 画出 E 随
|p| 变化的曲线（以 m 为单位），它是一条双曲线。根据 (1.81) 和 (1.82) 式，质点的运动速度可
以用动量和能量表达为

v =
p
E
. (1.84)

在质点的静止系中，p = 0，而能量 E 等于质量 m。
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上述关于质点的讨论同样适用于有质量的粒子。另一方面，对于无质量粒子，比如光子，可
将其运动轨迹参数化为 xµ(λ)，其中 λ 是一个在运动轨迹上单调递增的参数。无质量粒子的自
由运动轨迹是类光测地线，满足 ds2 = 0，由 (1.72)式得 (dx0)2 = dx ·dx，运动速度 v = dx/dx0

满足
|v|2 = dx · dx

(dx0)2 = 1, (1.85)

即无质量粒子以光速运动。ds2 = 0 意味着线长 s 恒为零，因而不能将 λ 取为 s。不过，我们可
以要求无质量粒子的四维动量 pµ = (E, p) 满足

pµ ≡ dxµ
dλ , (1.86)

从而间接地定义 λ。于是，无质量粒子的质壳条件为

p2 = gµν
dxµ
dλ

dxν
dλ =

ds2
dλ2 = 0, (1.87)

它与 (1.79) 式在 m = 0 时的结果一致，故色散关系化为 E = |p|，且

v =
dx
dx0 =

dx/dλ
dx0/dλ =

p
E
, (1.88)

即运动速度、动量与能量之间的关系仍然是 (1.84) 式。
在量子场论中，有时会用到更一般的四维动量 pµ，它的 Lorentz变换规则仍然是 (1.77)式，

但不需要满足质壳条件 (1.79)。
将对时空坐标的偏导数记为

∂µ ≡
∂

∂xµ
=

(
∂

∂t
, ∇
)
, ∂µ ≡ ∂

∂xµ
=

(
∂

∂t
, −∇

)
= gµν∂ν , (1.89)

则
∂µxν = gµρ∂ρx

ν = gµρ
∂xν

∂xρ
= gµρδνρ = gµν . (1.90)

上式中的指标始终是平衡的，因而这里关于时空导数指标位置的写法是合理的。也就是说，应该将
分母中的上（下）标当作整个物理量或算符的下（上）标。对时空坐标作 Lorentz变换 x′µ = Λµνx

ν

时，有 x′µ = xρ(Λ
−1)ρµ，两边与 Λµν 缩并，得 Λµνx

′
µ = xρ(Λ

−1)ρµΛ
µ
ν = xρδ

ρ
ν，即 xν = Λµνx

′
µ，

故
∂′µ =

∂

∂x′µ
=
∂xν
∂x′µ

∂

∂xν
= Λµν∂

ν . (1.91)

这是时空导数 ∂µ 的 Lorentz 变换形式，它与 Lorentz 矢量的变换形式相同，因而可以将 ∂µ 看
作一个 Lorentz 矢量。相应地，∂µ 的 Lorentz 变换是

∂′µ = (Λ−1)νµ∂ν . (1.92)
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定义 d’Alembert 微分算符2

∂2 ≡ ∂µ∂µ = ∂20 −∇2, (1.93)

由保度规条件 (1.34) 得

∂′2 = gµν∂
′µ∂′ν = gµνΛ

µ
ρΛ

ν
σ∂

ρ∂σ = gρσ∂
ρ∂σ = ∂2. (1.94)

可见，∂2 算符是 Lorentz 不变的。用它把 Klein-Gordon 方程 (1.6) 改写成紧凑的形式

(∂2 +m2)Ψ(x) = 0, (1.95)

其中 x 表示四维时空坐标。Klein-Gordon 微分算符 ∂2 +m2 是 Lorentz 不变的，因此 Klein-
Gordon 方程在不同惯性系中具有相同的形式，即具有 Lorentz 协变性 (covariance)。

1.5 Lorentz 张量
Lorentz 张量 (tensor) 是 Lorentz 矢量的推广。一个 p + q 阶的 (p, q) 型 Lorentz 张量

T µ1···µpν1···νq 具有 p 个逆变指标和 q 个协变指标，并满足如下固有保时向 Lorentz 变换规则：

T ′µ1···µp
ν1···νq = Λµ1ρ1 · · ·ΛµpρpT ρ1···ρpσ1···σq(Λ−1)σ1ν1 · · · (Λ

−1)σqνq , (1.96)

其中 T µ1···µpν1···νq 和 T ′µ1···µp
ν1···νq 分别是该 Lorentz 张量在惯性系 O 和 O′ 中的分量，而 Λµν 是

联系 O 与 O′ 的固有保时向 Lorentz 变换。这里的逆变指标和协变指标统称为 Lorentz 指标。
完全用 Lorentz张量表达出来的方程具有 Lorentz 协变性，在不同惯性系中具有相同的形式，从
而满足狭义相对性原理。

Lorentz标量是 0阶 Lorentz张量，具有 0个 Lorentz指标（不计入已缩并指标数量，下同）；
Lorentz 矢量是 1 阶 Lorentz 张量，具有 1 个 Lorentz 指标。Minkowski 度规 gµν 是一个 2 阶的
(0, 2) 型 Lorentz 张量，不过，它是常数，在任何惯性系中不变，Lorentz 变换规则就是保度规条
件 (1.40)。由于 δµν = Λµρδ

ρ
σ(Λ

−1)σν，Kronecker 符号 δµν 是一个 (1, 1) 型常数 Lorentz 张量。
注意，虽然 Λµν 具有两个指标，它却不是 Lorentz 张量。

利用度规可以升降任意 Lorentz张量的指标，从而改变张量的类型，不过，升降前后的两个
Lorentz 张量在物理意义上是等价的。比如，T µνρ = gρσT

µνσ，用 gρσ 将 (3, 0) 型张量 T µνσ 降为
(2, 1) 型张量 T µνρ。相应地，T µνρ = gρσT µνσ，用 gρσ 将 (2, 1) 型张量 T µνσ 升为 (3, 0) 型张量
T µνρ。

对 (p, q)型 Lorentz张量的一个逆变指标和一个协变指标进行缩并，会得到一个 (p−1, q−1)
型 Lorentz 张量。例如，由 (1.38) 式得

T ′µν
µ = ΛµαΛ

ν
βT

αβ
γ(Λ

−1)γµ = ΛνβT
αβ

γδ
γ
α = ΛνβT

αβ
α, (1.97)

2有些书将 d’Alembert 算符记作 □。
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可见 T µνµ 是一个 Lorentz 矢量。可以通过缩并若干个 Lorentz 张量的所有指标来构造 Lorentz
不变量，这是因为在 Lorentz 变换下一对参加缩并的逆变指标和协变指标带来的 Λ 因子和 Λ−1

因子总是相互抵消。比如，以下表达式都是 Lorentz 标量：

T µµ = gµνT
µν , T µνAµBν , T µνTµν , gµσT

µν
ρT

σρ
ν . (1.98)

类似于 Lorentz矢量，可以按照宇称变换性质对 Lorentz张量进一步分类。狭义的张量的宇
称变换为

T ′µ1···µp
ν1···νq = Pµ1ρ1 · · · PµpρpT ρ1···ρpσ1···σq(P−1)σ1ν1 · · · (P

−1)σqνq . (1.99)

赝张量 (pseudotensor) 的宇称变换为

T ′µ1···µp
ν1···νq = −Pµ1ρ1 · · · PµpρpT ρ1···ρpσ1···σq(P−1)σ1ν1 · · · (P

−1)σqνq . (1.100)

因此，在宇称变换下，狭义的标量 ϕ 满足 ϕ′ = ϕ，而赝标量 (pseudoscalar) φ 满足 φ′ = −φ。
引入四维 Levi-Civita 符号

εµνρσ =


+1, (µ, ν, ρ, σ) 是 (0, 1, 2, 3) 的偶置换（如 ε1032），
−1, (µ, ν, ρ, σ) 是 (0, 1, 2, 3) 的奇置换（如 ε1023），
0, 其它情况。

(1.101)

这里的置换 (permutation)指的是将指标重新排列。调换两个指标的位置称为对换，奇置换通过
奇数次对换得到，偶置换通过偶数次对换得到。这样定义出来的 εµνρσ 是全反对称的，即关于任
意两个指标反对称，如 εµνρσ = −ενµρσ = −ερνµσ = −εσνρµ。全反对称性意味着具有 2 个或以上
相同指标的 Levi-Civita 符号为零，如 ε0120 = −ε0120 = 0，这属于定义式 (1.101) 中的“其它情
况”。它的协变形式为

εµνρσ = gµαgνβgργgσδε
αβγδ. (1.102)

εµνρσ 也是全反对称的，如

ενµρσ = gναgµβgργgσδε
αβγδ = gµβgναgργgσδ(−εβαγδ) = −εµνρσ. (1.103)

根据定义，ε0123 = g0αg1βg2γg3δε
αβγδ = g00g11g22g33ε

0123 = −ε0123，有

ε0123 = +1, ε0123 = −1, (1.104)

而且

εµνρσ =


−1, (µ, ν, ρ, σ) 是 (0, 1, 2, 3) 的偶置换，
+1, (µ, ν, ρ, σ) 是 (0, 1, 2, 3) 的奇置换，
0, 其它情况。

(1.105)
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从而
εµνρσεµνρσ = 4! ε0123ε0123 = −4! . (1.106)

利用 Levi-Civita 符号可以把 Lorentz 变换矩阵的行列式 det(Λ) 按照行列式定义写成

det(Λ) = Λ0
αΛ

1
βΛ

2
γΛ

3
δε
αβγδ = − 1

4!
εµνρσΛ

µ
αΛ

ν
βΛ

ρ
γΛ

σ
δε
αβγδ. (1.107)

于是
ε0123 = 1 = [det(Λ)]2 = det(Λ)Λ0

αΛ
1
βΛ

2
γΛ

3
δε
αβγδ. (1.108)

利用 εµνρσ 的全反对称性质得到

ε1023 = −ε0123 = − det(Λ)Λ0
αΛ

1
βΛ

2
γΛ

3
δε
αβγδ

= − det(Λ)Λ1
βΛ

0
αΛ

2
γΛ

3
δε
αβγδ = det(Λ)Λ1

βΛ
0
αΛ

2
γΛ

3
δε
βαγδ. (1.109)

依此类推，可以证明
εµνρσ = det(Λ)ΛµαΛνβΛργΛσδεαβγδ. (1.110)

对于固有保时向 Lorentz 变换，det(Λ) = +1，则

εµνρσ = ΛµαΛ
ν
βΛ

ρ
γΛ

σ
δε
αβγδ. (1.111)

对于宇称变换，det(P) = −1，则

εµνρσ = −PµαPνβPργPσδεαβγδ. (1.112)

可见，εµνρσ 是一个 (4, 0) 型 Lorentz 赝张量。不过，它是常数，在任何惯性系中不变。
于是，εµνρσ 是一个 (0, 4) 型 Lorentz 赝张量，相应的固有保时向 Lorentz 变换为

εµνρσ = εαβγδ(Λ
−1)αµ(Λ

−1)βν(Λ
−1)γρ(Λ

−1)δσ, (1.113)

从而

εαβγδΛ
α
µΛ

β
νΛ

γ
ρΛ

δ
σ = εκλτε(Λ

−1)κα(Λ
−1)λβ(Λ

−1)τ γ(Λ
−1)εδΛ

α
µΛ

β
νΛ

γ
ρΛ

δ
σ = εκλτεδ

κ
µδ

λ
νδ
τ
ρδ
ε
σ,

(1.114)
即

εαβγδΛ
α
µΛ

β
νΛ

γ
ρΛ

δ
σ = εµνρσ. (1.115)

三维 Levi-Civita 符号定义为

εijk =


+1, (i, j, k) 是 (1, 2, 3) 的偶置换，
−1, (i, j, k) 是 (1, 2, 3) 的奇置换，
0, 其它情况，

(1.116)



– 20 – 第 1 章 预备知识

满足
εijk = ε0ijk, ε123 = +1. (1.117)

注意，我们通常用 i, j, k 等拉丁字母代表三维空间指标，取值范围是 1, 2, 3；而用 µ, ν, ρ 等
希腊字母代表四维时空指标，取值范围是 0, 1, 2, 3。εijk 关于三个空间指标是全反对称的，有
εi23εi23 = ε123ε123 = 1 和 εi23εi32 = ε123ε132 = −1，依此类推，归纳出求和式

εijkεimn = δjmδkn − δjnδkm. (1.118)

由 εij3εij3 = ε123ε123 + ε213ε213 = 2 和 εij3εij1 = ε123ε121 + ε213ε211 = 0 归纳出另一条求和式

εijkεijl = 2δkl. (1.119)

利用 εijk，可以将三维矢量外积

a1e1 + a2e2 + a3e3 = a = b× c =

∣∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3
b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (b2c3 − b3c2)e1 + (b3c1 − b1c3)e2 + (b1c2 − b2c1)e3 (1.120)

表达为
ai = εijkbjck. (1.121)

接下来讨论真空里的 Maxwell 方程组在 Lorentz 张量语言中的形式。在 Maxwell 方程组
(1.13) 中，ρ 是电荷密度，J 是电流密度，它们组成一个 Lorentz 矢量 Jµ = (ρ, J)，称为四维电
流密度。从而，将电流连续性方程

∂ρ

∂t
+∇ · J = 0 (1.122)

写成 Lorentz 协变的形式
∂µJ

µ = 0. (1.123)

此外，电场强度 E 和磁感应强度 B 可以用电势 Φ 和矢势 A 表达为

E = −∇Φ− ∂A
∂t
, B = ∇×A. (1.124)

Φ 和 A 组成一个 Lorentz 矢量 Aµ = (Φ,A)，称为四维矢势，则 (1.124) 式的分量形式为

Ei = −∂iA0 − ∂0Ai, Bi = εijk∂jA
k, i, j, k = 1, 2, 3. (1.125)

引入电磁场 (electromagnetic field) 的场强张量 (field strength tensor)

F µν ≡ ∂µAν − ∂νAµ = −F νµ, (1.126)
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它是一个 2 阶反对称 Lorentz 张量。由于两个时空导数的次序可以交换，从上述定义推出

∂ρF µν = ∂ρ(∂µAν − ∂νAµ) = ∂µ∂ρAν − ∂µ∂νAρ + ∂ν∂µAρ − ∂ν∂ρAµ

= ∂µF ρν + ∂νF µρ = −∂µF νρ − ∂νF ρµ, (1.127)

即 Bianchi 恒等式
∂ρF µν + ∂µF νρ + ∂νF ρµ = 0. (1.128)

F µν 的 0i 分量为
F 0i = ∂0Ai − ∂iA0 = ∂0A

i + ∂iA
0 = −Ei, (1.129)

可见，F 0i 对应于电场强度。求和式 (1.118) 等价于 εjkiεimn = δjmδkn − δjnδkm，由此得到

εijkBk = εijkεkmn∂mA
n = (δimδjn − δinδjm)∂mAn = ∂iA

j − ∂jAi, (1.130)

从而
F ij = ∂iAj − ∂jAi = −∂iAj + ∂jA

i = −εijkBk, (1.131)

故 F µν 的 ij 分量对应于磁感应强度。把 F µν 写成矩阵形式是

F µν =


0 −E1 −E2 −E3

E1 0 −B3 B2

E2 B3 0 −B1

E3 −B2 B1 0

 . (1.132)

Gauss 定律对应的方程
∇ · E = ρ (1.133)

等价于
J0 = ρ = ∂iE

i = −∂iF 0i = ∂iF
i0 = ∂iF

i0 + ∂0F
00 = ∂µF

µ0, (1.134)

而 Ampère 环路定律对应的 Ampère-Maxwell 方程

∇× B = J +
∂E
∂t

(1.135)

相当于
J i = εijk∂jB

k − ∂0Ei = −∂jF ij + ∂0F
0i = ∂jF

ji + ∂0F
0i = ∂µF

µi. (1.136)

归纳起来，得到 Maxwell 方程
∂µF

µν = Jν . (1.137)

这个方程完全是用 Lorentz 张量写出来的，具有 Lorentz 协变性。在固有保时向 Lorentz 变换
下，有

∂′µF
′µν = ∂α[(Λ

−1)αµΛ
µ
βΛ

ν
γF

βγ ] = ∂α(δ
α
βΛ

ν
γF

βγ) = Λνγ∂αF
αγ = ΛνγJ

γ = J ′ν . (1.138)
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可见，这样的 Maxwell 方程在不同惯性系中具有相同的形式，满足狭义相对性原理。
求和式 (1.119) 等价于 εkijεijl = 2δkl，故 εijkF jk = −εijkεjklBl = −2δilBl = −2Bi，即

Bi = −1

2
εijkF jk. (1.139)

Gauss 磁定律对应的方程
∇ · B = 0 (1.140)

等价于

0 = ∂iB
i = −1

2
εijk∂iF

jk = −1

6
(εijk∂iF

jk + εjki∂jF
ki + εkij∂kF

ij)

= −1

6
εijk(∂iF

jk + ∂jF
ki + ∂kF

ij). (1.141)

第三步通过更换指标字母写出三个相等的项，毕竟，对于参与缩并或求和的指标，更换指标字
母不会影响结果。上式意味着

∂iF jk + ∂jF ki + ∂kF ij = 0. (1.142)

这是 Bianchi 恒等式 (1.128) 取纯空间分量的形式。将 Faraday 电磁感应定律对应的 Maxwell-
Faraday 方程

∇× E = −∂B
∂t
. (1.143)

写成分量的形式，得 −∂0Bk = εkmn∂mE
n = −εkmn∂mF 0n = εkmn∂mF

n0，从 (1.131) 式推出

∂0F
ij = −εijk∂0Bk = εijkεkmn∂mF

n0 = (δimδjn − δinδjm)∂mF n0 = ∂iF
j0 − ∂jF i0, (1.144)

即
∂0F ij + ∂iF j0 + ∂jF 0i = 0. (1.145)

这也是 Bianchi 恒等式 (1.128) 取特定分量的形式。
利用四维 Levi-Civita 符号定义电磁场的对偶场强张量 (dual field strength tensor)

F̃ µν ≡ 1

2
εµνρσFρσ = −F̃ νµ, (1.146)

它也是一个 2 阶反对称 Lorentz 张量。F̃ µν 的 0i 分量为

F̃ 0i =
1

2
ε0iρσFρσ =

1

2
ε0ijkFjk =

1

2
εijkgjµgkνF

µν =
1

2
εijkgjmgknF

mn =
1

2
εijkF jk

= −1

2
εijkεjklBl = −1

2
2δilBl = −Bi, (1.147)

第五步利用了 gjmF
mn = −δjmFmn = −F jn，倒数第二步用到求和关系 (1.119)。可见，F̃ 0i 对

应于磁感应强度。另一方面，

F̃ ij =
1

2
εijρσFρσ =

1

2
(εij0kF0k + εijk0Fk0) = ε0ijkF0k = εijkg0µgkνF

µν
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= εijkg00gklF
0l = −εijkF 0k = εijkEk, (1.148)

说明 F̃ ij 对应于电场强度。F̃ µν 的矩阵形式是

F̃ µν =


0 −B1 −B2 −B3

B1 0 E3 −E2

B2 −E3 0 E1

B3 E2 −E1 0

 . (1.149)

由 F̃ µν 的定义有

∂µF̃
µν =

1

2
εµνρσ∂µFρσ = −1

2
ενµρσ∂µFρσ = −1

6
(ενµρσ∂µFρσ + ενρσµ∂ρFσµ + ενσµρ∂σFµρ)

= −1

6
ενµρσ(∂µFρσ + ∂ρFσµ + ∂σFµρ), (1.150)

因此 Bianchi 恒等式 (1.128) 等价于
∂µF̃

µν = 0. (1.151)

从这些讨论可以看到，用 Lorentz 张量语言表达 Maxwell 方程组是十分简单的，而且方程
的 Lorentz 协变性非常明确。

1.6 作用量原理
本节将介绍由作用量原理给出的场的经典运动方程，为此，先来回顾一下经典力学中的作

用量原理。

1.6.1 经典力学中的作用量原理
在经典力学中，质点力学系统可以用拉格朗日量 (Lagrangian)描述，它是系统的动能与势能

之差。对于具有 n个自由度的系统，可以定义 n个相互独立的广义坐标 (generalized coordinate)
qi，它们的时间导数是广义速度 (generalized velocity) q̇i = dqi/dt，从而将拉格朗日量表达为广
义坐标和广义速度的函数 L(qi, q̇i)。拉格朗日量的时间积分

S =

∫ t2

t1

dt L[qi(t), q̇i(t)] (1.152)

称为作用量。
（最小）作用量原理指出，

作用量的变分极值 (δS = 0) 对应于系统的经典运动轨迹。
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b bδS = 0qi(t1) qi(t2)

图 1.6: δS = 0 对应的经典运动轨迹。

假设时间的变分 δt = 0，即不作时间坐标的变换，则

δq̇i = δ
dqi
dt =

d
dt δqi, (1.153)

即时间导数的变分等于变分的时间导数。从而，广义坐标和广义速度的变分 δqi 和 δq̇i 导致的作
用量变分为

δS =

∫ t2

t1

dt δL[qi(t), q̇i(t)] =
∫ t2

t1

dt
(
∂L

∂qi
δqi +

∂L

∂q̇i
δq̇i

)
=

∫ t2

t1

dt
(
∂L

∂qi
δqi +

∂L

∂q̇i

d
dt δqi

)
=

∫ t2

t1

dt
[
∂L

∂qi
δqi +

d
dt

(
∂L

∂q̇i
δqi

)
−
(

d
dt
∂L

∂q̇i

)
δqi

]
=

∫ t2

t1

dt
(
∂L

∂qi
− d

dt
∂L

∂q̇i

)
δqi +

∂L

∂q̇i
δqi

∣∣∣∣t2
t1

, (1.154)

其中第四、五步用了分部积分。再假设在初始和结束时刻广义坐标的变分为零，即 δqi(t1) =

δqi(t2) = 0，则上式最后一行第二项为零。由于变分 δqi(t) (t1 < t < t2) 是任意的，δS = 0 等价
于

d
dt
∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0, i = 1, · · · , n. (1.155)

这是 Euler-Lagrange 方程，它给出质点系统的经典运动方程。如图 1.6 所示，满足 δqi(t1) =

δqi(t2) = 0 的运动轨迹有无数多条，而唯一的经典运动轨迹是 Euler-Lagrange 方程的解，对应
着 δS = 0。

引入广义动量 (generalized momentum)

pi ≡
∂L

∂q̇i
, i = 1, · · · , n. (1.156)

求解由上式表示的 n 个方程，将广义速度表达成 qi 和 pi 的函数 q̇i(qi, pi)，然后通过 Legendre
变换定义哈密顿量 (Hamiltonian)

H(qi, pi) ≡ piq̇i − L, (1.157)

并将它表达为 qi 和 pi 的函数。这样定义的哈密顿量基本上是系统的总能量，即动能与势能之
和。用 H 取替 L 来表达作用量 S，则 δqi 和 δpi 导致的作用量变分为

δS =

∫ t2

t1

dt δL =

∫ t2

t1

dt δ(piq̇i −H) =

∫ t2

t1

dt
(
q̇iδpi + piδq̇i −

∂H

∂qi
δqi −

∂H

∂pi
δpi

)
. (1.158)
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由
piδq̇i = pi

d
dt δqi =

d
dt(piδqi)− ṗiδqi, (1.159)

得

δS =

∫ t2

t1

dt
[
q̇iδpi +

d
dt(piδqi)− ṗiδqi −

∂H

∂qi
δqi −

∂H

∂pi
δpi

]
=

∫ t2

t1

dt
[(
q̇i −

∂H

∂pi

)
δpi −

(
ṗi +

∂H

∂qi

)
δqi

]
+ piδqi

∣∣∣t2
t1
. (1.160)

根据前面的假设 δqi(t1) = δqi(t2) = 0，上式最后一行第二项为零，于是 δS = 0 给出

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −

∂H

∂qi
, i = 1, · · · , n. (1.161)

这是 Hamilton 正则运动方程，相当于用 2n 个一阶方程代替原来的 n 个二阶 Euler-Lagrange
方程 (1.155)。广义坐标 qi 和广义动量 pi 统称为正则变量。

1.6.2 经典场论中的作用量原理
场是时空坐标 xµ 的函数。在经典场论中，场 Φ(x, t) 是系统的广义坐标，每一个空间点 x

都是一个自由度，因此场论相当于具有无穷多个连续自由度的质点力学。在局域 (local)场论中，
拉格朗日量表达为 L(t) =

∫
d3xL(x)，其中 L(x) 是拉格朗日量密度，在下文中将 L(x) 简称为

拉氏量。这里的“局域”指 L(x) 只依赖于一个时空点 xµ，没有再依赖于其它时空点。
设 L 是系统中 n 个场 Φa(x, t) (a = 1, · · · , n) 及其时空导数 ∂µΦa 的函数，则作用量表达为

S =

∫
dt L =

∫
d4xL(Φa, ∂µΦa). (1.162)

(1.47)式告诉我们，时空体积元 d4x是 Lorentz不变的，如果拉氏量 L也是 Lorentz不变的，则
作用量 S 就是 Lorentz 不变量，从而由作用量原理得到的运动方程满足狭义相对性原理。因此，
构建相对论性场论的关键在于使用 Lorentz 不变的拉氏量 L，即要求 L 是一个 Lorentz 标量。

图 1.7 描绘了时空区域 R 上的场 Φa(x, t)，其中三维空间坐标 x 仅用一条坐标轴表示，R
的边界面为 S = ∂R。类似于前面质点力学的处理方式，假设时空坐标的变分 δxµ = 0，即不作
时空坐标的变换，那么对场的时空导数的变分等于场变分的时空导数，

δ(∂µΦa) = ∂µ(δΦa). (1.163)

于是，δΦa 和 δ(∂µΦa) 导致的作用量变分为

δS =

∫
d4x δL =

∫
d4x

[
∂L
∂Φa

δΦa +
∂L

∂(∂µΦa)
δ(∂µΦa)

]
=

∫
d4x

[
∂L
∂Φa

δΦa +
∂L

∂(∂µΦa)
∂µ(δΦa)

]
=

∫
d4x

{
∂L
∂Φa

δΦa + ∂µ

[
∂L

∂(∂µΦa)
δΦa

]
−
[
∂µ

∂L
∂(∂µΦa)

]
δΦa

}
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Φa

t

t

Φa(t, t1)

Φa(t, t2)

R

S = ∂R

图 1.7: 时空区域 R 上的场 Φa(x, t)。

=

∫
d4x

[
∂L
∂Φa

− ∂µ
∂L

∂(∂µΦa)

]
δΦa +

∫
d4x ∂µ

[
∂L

∂(∂µΦa)
δΦa

]
. (1.164)

上式最后一行第二项的被积函数是关于时空坐标的全散度 (total divergence)，利用广义 Stokes
定理将它转化为积分区域边界面 S 上的积分：∫

d4x ∂µ

[
∂L

∂(∂µΦa)
δΦa

]
=

∫
S

dσµ
∂L

∂(∂µΦa)
δΦa, (1.165)

其中 dσµ 是 S 上的面元。进一步假设在边界面 S 上 δΦa = 0，则上式为零。我们通常讨论整个
时空区域上的场，这里相当于假设 Φa 在无穷远时空边界上的变分为零。这样一来，由 δS = 0

推出

∂µ
∂L

∂(∂µΦa)
− ∂L
∂Φa

= 0, a = 1, · · · , n. (1.166)

这就是场的 Euler-Lagrange 方程，它给出场的经典运动方程。
引入场的共轭动量密度 (conjugate momentum density)

πa(x, t) ≡
∂L
∂Φ̇a

. (1.167)

它也称为正则共轭场。求解由上式表示的方程，将 Φ̇a 表达成函数 Φ̇a(Φa, πa,∇Φa)。接着用
Legendre 变换将哈密顿量定义为

H ≡
∫

d3xπaΦ̇a − L ≡
∫

d3xH, (1.168)

其中哈密顿量密度是
H(Φa, πa,∇Φa) = πaΦ̇a − L. (1.169)
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δΦa、δπa 和 δ(∇µΦa) 导致的作用量变分为

δS =

∫
d4x δL =

∫
d4x δ(πaΦ̇a −H)

=

∫
d4x

[
Φ̇aδπa + πaδΦ̇a −

∂H
∂Φa

δΦa −
∂H
∂πa

δπa −
∂H

∂(∇Φa)
· δ(∇Φa)

]
. (1.170)

方括号中的第二项和最后一项分别化为

πaδΦ̇a = πa
∂

∂t
δΦa =

∂

∂t
(πaδΦa)− π̇aδΦa, (1.171)

− ∂H
∂(∇Φa)

· δ(∇Φa) = − ∂H
∂(∇Φa)

· ∇(δΦa) = −∇ ·
[

∂H
∂(∇Φa)

δΦa

]
+

[
∇ · ∂H

∂(∇Φa)

]
δΦa, (1.172)

代入原表达式，得

δS =

∫
d4x

{(
Φ̇a −

∂H
∂πa

)
δπa −

[
π̇a +

∂H
∂Φa

−∇ · ∂H
∂(∇Φa)

]
δΦa

}
+

∫
d4x

∂

∂t
(πaδΦa)−

∫
d4x∇ ·

[
∂H

∂(∇Φa)
δΦa

]
. (1.173)

与前面一样，假设在时空区域边界面上 δΦa = 0，则上式最后一行的两个全导数积分项均为零，
于是，δS = 0 给出场的正则运动方程

Φ̇a =
∂H
∂πa

, π̇a = −
∂H
∂Φa

+∇ · ∂H
∂(∇Φa)

. (1.174)

场 Φa 和它的共轭动量密度 πa 是系统的正则变量。

1.7 Noether 定理、对称性与守恒定律
连续变换对应的对称性称为连续对称性。Lorentz对称性就是一种连续对称性。Noether 定

理 [9] 指出，

如果系统具有一种连续对称性，就必然存在一条对应的守恒定律。

Noether 定理首先是在经典物理中给出的，但实际上它适用于所有物理行为由作用量原理决定
的系统。因此，可以将它推广到量子物理中。

1.7.1 经典场论中的 Noether 定理
下面在经典场论中证明 Noether 定理。时空区域 R 中的作用量为

S =

∫
R

d4xL(Φa, ∂µΦa). (1.175)
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考虑一个连续变换，使得
Φa(x)→ Φ′

a(x
′), (1.176)

其中已包含了坐标的变换
xµ → x′µ. (1.177)

它引起的拉氏量变换为
L(x)→ L′(x′). (1.178)

我们可以对连续对称性取极限，即考虑无穷小变换。记上述连续变换的无穷小变换形式为

Φ′
a(x

′) = Φa(x) + δΦa, x′µ = xµ + δxµ, L′(x′) = L(x) + δL, (1.179)

如果在此变换下，对任意时空区域 R 都有

δS =

∫
R′

d4x′ L′(x′)−
∫
R

d4xL(x) = 0, (1.180)

则系统具有相应的连续对称性。
体积元的变化为

d4x′ = |J |d4x, J = det
(
∂x′µ

∂xν

)
= det

[
δµν +

∂(δxµ)

∂xν

]
, (1.181)

任意方阵 A 满足恒等式
det[exp(A)] = exp[tr(A)], (1.182)

其中方阵的指数函数定义为
exp(A) ≡

∞∑
n=0

An

n!
. (1.183)

对于无穷小的 A，把上式两边展开至一阶小量，得

det(1 + A) ≃ 1 + tr(A). (1.184)

上式中约等于号表示只展开到一阶小量，下同。利用上式将 Jacobi 行列式 J 化为

J ≃ 1 + tr
[
∂(δxµ)

∂xν

]
= 1 + ∂µ(δx

µ), (1.185)

从而，体积元的无穷小变换形式为

d4x′ ≃ [1 + ∂µ(δx
µ)]d4x. (1.186)

作用量在此无穷小变换下的变分是

δS =

∫
R′

d4x′ L′(x′)−
∫
R

d4xL(x) ≃
∫
R

d4x [1 + ∂µ(δx
µ)][L(x) + δL]−

∫
R

d4xL(x)
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≃
∫
R

d4x [δL+ L(x)∂µ(δxµ)] =
∫
R

d4x

[
∂L
∂Φa

δΦa +
∂L

∂(∂µΦa)
δ(∂µΦa) + L∂µ(δxµ)

]
. (1.187)

记 xµ 固定时的变分算符为 δ̄，满足

δ̄Φa(x) = Φ′
a(x)− Φa(x). (1.188)

δ̄ 算符可以与时空导数交换，
δ̄(∂µΦa) = ∂µ(δ̄Φa), (1.189)

δ 算符则不一定可以。δΦa 与 δ̄Φa 的关系为

δΦa = Φ′
a(x

′)− Φa(x) = Φ′
a(x

′)− Φ′
a(x) + Φ′

a(x)− Φa(x) = Φ′
a(x

′)− Φ′
a(x) + δ̄Φa

≃ δ̄Φa + (∂µΦ
′
a)δx

µ ≃ δ̄Φa + (∂µΦa)δx
µ, (1.190)

最后一步扔掉了一个二阶小量，因为 ∂µΦ
′
a 与 ∂µΦa 之间相差一个一阶小量。从而，

δ̄Φa = δΦa − (∂µΦa)δx
µ. (1.191)

将 (1.190) 式中的 Φa 替换为 ∂µΦa，即得

δ(∂µΦa) = δ̄(∂µΦa) + ∂ν(∂µΦa)δx
ν = ∂µ(δ̄Φa) + ∂ν(∂µΦa)δx

ν . (1.192)

将 (1.190) 和 (1.192) 式代入 (1.187) 式，得到

δS =

∫
R

d4x

{
∂L
∂Φa

[δ̄Φa + (∂µΦa)δx
µ] +

∂L
∂(∂µΦa)

[∂µ(δ̄Φa) + ∂ν(∂µΦa)δx
ν ] + L∂µ(δxµ)

}
=

∫
R

d4x

{
∂L
∂Φa

δ̄Φa +
∂L
∂Φa

(∂µΦa)δx
µ + ∂µ

[
∂L

∂(∂µΦa)
δ̄Φa

]
−
[
∂µ

∂L
∂(∂µΦa)

]
δ̄Φa

+
∂L

∂(∂νΦa)
∂µ(∂νΦa)δx

µ + L∂µ(δxµ)
}

=

∫
R

d4x

{[
∂L
∂Φa

− ∂µ
∂L

∂(∂µΦa)

]
δ̄Φa + ∂µ

[
∂L

∂(∂µΦa)
δ̄Φa

]
+

[
∂L
∂Φa

∂Φa

∂xµ
δxµ +

∂L
∂(∂νΦa)

∂(∂νΦa)

∂xµ
δxµ + L ∂(δx

µ)

∂xµ

]}
=

∫
R

d4x

{[
∂L
∂Φa

− ∂µ
∂L

∂(∂µΦa)

]
δ̄Φa + ∂µ

[
∂L

∂(∂µΦa)
δ̄Φa + Lδxµ

]}
. (1.193)

第二步用到分部积分，最后一步涉及多元复合函数 L(Φa, ∂µΦa) 的求导关系
∂

∂xµ
(Lδxµ) = ∂L

∂Φa

∂Φa

∂xµ
δxµ +

∂L
∂(∂νΦa)

∂(∂νΦa)

∂xµ
δxµ + L ∂(δx

µ)

∂xµ
. (1.194)

根据 Euler-Lagrange 方程 (1.166)，(1.193) 式最后一行花括号中第一项为零。于是，δS = 0 对
任意积分区域 R 成立意味着第二项也为零，即

∂µ

[
∂L

∂(∂µΦa)
δ̄Φa + Lδxµ

]
= 0. (1.195)
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定义 Noether 守恒流 (conserved current)

jµ ≡ ∂L
∂(∂µΦa)

δ̄Φa + Lδxµ, (1.196)

则有守恒流方程
∂µj

µ = 0. (1.197)

方程 (1.197) 两边对空间区域 R̃ 积分，运用 Gauss 定理，得到

0 =

∫
R̃

d3x ∂µj
µ =

∫
R̃

d3x ∂0j
0 +

∫
R̃

d3x ∇ · j = d
dt

∫
R̃

d3x j0 +

∫
S̃

j · dσ, (1.198)

其中 dσ 是边界面 S̃ 上的定向面元，以外法线方向为正向。引入守恒荷 (conserved charge)

Q ≡
∫
R̃

d3x j0, (1.199)

(1.198) 化为
dQ
dt = −

∫
S̃

j · dσ, (1.200)

即空间区域 R̃ 中的守恒荷减少率（增加率）等于从边界面 S̃ 出来（进入）的流。这表明守恒荷不
能凭空产生或消失，而 j0 是守恒荷的空间密度。
对于整个三维空间而言，边界面 S̃ 位于无穷远处。通常假设场 Φa 在无穷远处消失，从而

在无穷远处 j→ 0，则全空间的守恒荷

Q =

∫
d3x j0, (1.201)

满足 dQ/dt = 0。可见，Q 不随时间变化，是一个守恒量。
综上，在经典场论中，如果一个系统具有某种连续对称性，则存在相应的守恒流 (1.196)，它

满足守恒流方程 (1.197)，而全空间的守恒荷 (1.201) 不随时间变化，对应着一条守恒定律。下
面举一些应用 Noether 定理的例子。

1.7.2 时空平移对称性
时空坐标的平移 (translation) 变换定义为

x′µ = xµ + aµ, (1.202)

其中 aµ 是不依赖于 xµ 的平移变换参数，故 dx′µ = dxµ。可见，时空平移变换保持 Minkowski
时空的线元平方 (1.72) 不变。所有时空平移变换构成时空平移群。
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t

t

t
′

t
′

Φ′

a
(x′) = Φa(x)

图 1.8: 时空平移变换示意图。

保持线元平方 ds2 不变的变换称为 Poincaré 变换 [10]，也称为非齐次 Lorentz 变换。所
有 Poincaré 变换组成的集合称为 Poincaré 群。线元不变意味着距离不变，因而 Poincaré 群
是 Minkowski 时空的等距群 (isometry group)，记作 ISO(1, 3)。Lorentz 群是 Poincaré 群的子
群，任意 Poincaré 变换可表示成 Lorentz 变换和时空平移变换的组合，也就是说，时空坐标的
Poincaré 变换表达为

x′µ = Λµνx
ν + aµ. (1.203)

利用保度规条件 (1.34)，容易验证这样的变换保持 ds2 不变：

ds′2 = gµνdx′µdx′ν = gµνΛ
µ
ρΛ

ν
σdxρdxσ = gρσdxρdxσ = ds2. (1.204)

数学上称 Poincaré 群是 Lorentz 群与时空平移群的半直积群。
Minkowski度规 gµν 是不依赖于时空点的常数，因而 Minkowski时空是均匀 (homogeneous)

的，处于其中的场具有时空平移对称性。在时空平移变换 x′µ = xµ + aµ 的作用下，场 Φa(x) 的
形状不会改变，如图 1.8 所示，有

Φ′
a(x

′) = Φ′
a(x+ a) = Φa(x). (1.205)

相应地，由场 Φa(x) 构造的拉氏量在变换下也满足 L′(x′) = L(x)，而时空体积元保持不变，
d4x′ = d4x。于是，狭义相对论性局域场论的作用量 S =

∫
d4xL(x) 在时空平移变换下不变，

S ′ =

∫
d4x′ L′(x′) =

∫
d4xL(x) = S, (1.206)

这是时空平移对称性的体现。
对于无穷小时空平移变换，将变换参数 aµ改记为 εµ，则 δxµ = εµ，δΦa = Φ′

a(x
′)−Φa(x) = 0，

由 (1.191) 式得
δ̄Φa = δΦa − (∂µΦa)δx

µ = −ερ∂ρΦa, (1.207)

代入到 Noether 守恒流表达式 (1.196)，有

jµ = − ∂L
∂(∂µΦa)

ερ∂ρΦa + Lεµ = −
[

∂L
∂(∂µΦa)

∂ρΦa − δµρ L
]
ερ. (1.208)
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由于小量 ερ 是任意的，∂µjµ = 0 给出

∂µ

[
∂L

∂(∂µΦa)
∂ρΦa − δµρ L

]
= 0, (1.209)

各项乘以 gρν，缩并，得
∂µ

[
∂L

∂(∂µΦa)
∂νΦa − gµνL

]
= 0. (1.210)

上式方括号部分是场的能动张量 (energy-momentum tensor)

T µν ≡ ∂L
∂(∂µΦa)

∂νΦa − gµνL, (1.211)

它满足
∂µT

µν = 0. (1.212)

因此，对 T 0ν (ν = 0, 1, 2, 3) 作全空间积分，就得到 4 个守恒荷。只要保证 L 是 Lorentz 标量，
那么 T µν 就是 2 阶 Lorentz 张量。

T µν 的 00 分量为
T 00 =

∂L
∂Φ̇a

Φ̇a − L = πaΦ̇a − L = H, (1.213)

可见，T 00 就是哈密顿量密度 H，对应于时间平移变换 x′0 = x0 + ε0。T 00 的全空间积分

H =

∫
d3xT 00 =

∫
d3xH (1.214)

是场的哈密顿量，或者说总能量。它是时间平移变换的守恒荷，满足 dH/dt = 0，因此，

时间平移对称性对应于能量守恒定律。

T µν 的 0i 分量
T 0i =

∂L
∂Φ̇a

∂iΦa = πa∂
iΦa (1.215)

是场的动量密度，对应于空间平移变换 x′i = xi + εi。T 0i 的全空间积分

P i =

∫
d3xT 0i =

∫
d3xπa∂

iΦa (1.216)

是场的总动量。根据 (1.89) 式，上式的三维矢量形式为

P = −
∫

d3xπa∇Φa. (1.217)

总动量是空间平移变换的守恒荷，满足 dP/dt = 0，因此，

空间平移对称性对应于动量守恒定律。
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1.7.3 Lorentz 对称性
如前所述，在相对论性场论中，我们要求拉氏量 L(x) 是 Lorentz 标量。具体来说，在固

有保时向 Lorentz 变换 x′µ = Λµνx
ν 的作用下，拉氏量满足 L′(x′) = L(x)，而 (1.47) 式表明

d4x′ = d4x，于是作用量 S 在变换下满足 (1.206) 的形式，即系统具有 Lorentz 对称性。
考虑无穷小固有保时向 Lorentz 变换

Λµν = δµν + ωµν , (1.218)

其中 ωµν 是变换的无穷小参数。由保度规条件 (1.34)，有

gαβ = gµνΛ
µ
αΛ

ν
β = gµν(δ

µ
α + ωµα)(δ

ν
β + ωνβ) ≃ gµνδ

µ
αδ

ν
β + gµνδ

µ
αω

ν
β + gµνω

µ
αδ

ν
β

= gαβ + gανω
ν
β + gµβω

µ
α = gαβ + ωαβ + ωβα, (1.219)

其中
ωµν ≡ gµρω

ρ
ν . (1.220)

(1.219) 式表明 ωµν 关于两个指标反对称：

ωµν = −ωνµ. (1.221)

因此，ωµν 只有 6 个独立分量，可取为 ω01、ω02、ω03、ω12、ω23 和 ω31，它们分别对应于沿 3
个空间轴方向的增速变换和绕 3 个空间轴的旋转变换。
下面举两个例子说明 ωµν 的具体形式。对于绕 z 轴旋转 θ 角的变换 (1.36)，利用三角函数

展开式 cos θ = 1 +O(θ2) 和 sin θ = θ +O(θ3)，得

ωµν =


0

0 θ

−θ 0

0

 , ωµν = gµρω
ρ
ν =


0

0 −θ
θ 0

0

 . (1.222)

对于沿 x 轴增速变换 (1.32)，定义快度 (rapidity)

ξ ≡ tanh−1 β, (1.223)

则 β = tanh ξ。利用双曲函数公式 tanh ξ = sinh ξ/ cosh ξ 和 cosh2 ξ − sinh2 ξ = 1 推出

γ = (1− β2)−1/2 = (1− tanh2 ξ)−1/2 =

(
cosh2 ξ − sinh2 ξ

cosh2 ξ

)−1/2

= cosh ξ,

βγ = tanh ξ cosh ξ = sinh ξ, (1.224)
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将 (1.32) 式改写成

Λµν =


cosh ξ − sinh ξ
− sinh ξ cosh ξ

1

1

 . (1.225)

根据双曲函数展开式 cosh ξ = 1 +O(ξ2) 和 sinh ξ = ξ +O(ξ3)，有

ωµν =


0 −ξ
−ξ 0

0

0

 , ωµν = gµρω
ρ
ν =


0 −ξ
ξ 0

0

0

 . (1.226)

在无穷小 Lorentz 变换 (1.218) 的作用下，

x′µ = Λµνx
ν = (δµν + ωµν)x

ν = xµ + ωµνx
ν , (1.227)

而变换后的场 Φ′
a(x

′) 可以展开为3

Φ′
a(x

′) = Φa(x)−
i
2
ωµν(I

µν)abΦb(x) =

[
δab −

i
2
ωµν(I

µν)ab

]
Φb(x). (1.228)

这里 (Iµν)ab 是 Φa 所属 Lorentz群表示的生成元 (generator)，它们是以 a 和 b 为行列指标的一
组常数矩阵。(Iµν)ab 是关于 µ 和 ν 反对称的，

(Iµν)ab = −(Iνµ)ab, (1.229)

因而这组矩阵里只有 6 个独立矩阵，每个独立矩阵与 ωµν 的一个独立分量相匹配。
现在 δxµ = x′µ − xµ = ωµνx

ν，由 (1.191) 和 (1.179) 式得

δ̄Φa = δΦa−(∂µΦa)δx
µ = Φ′

a(x
′)−Φa(x)−(∂µΦa)δx

µ = − i
2
ωνρ(I

νρ)abΦb−(∂νΦa)ω
ν
ρx

ρ, (1.230)

故 Noether 流为

jµ =
∂L

∂(∂µΦa)
δ̄Φa + Lδxµ = − i

2
ωνρ

∂L
∂(∂µΦa)

(Iνρ)abΦb −
∂L

∂(∂µΦa)
(∂νΦa)ω

ν
ρx

ρ + Lωµρxρ

= − i
2
ωνρ

∂L
∂(∂µΦa)

(Iνρ)abΦb −
[

∂L
∂(∂µΦa)

∂νΦa − δµνL
]
ωνρx

ρ

= − i
2
ωνρ

∂L
∂(∂µΦa)

(Iνρ)abΦb − T µνωνρxρ, (1.231)

其中
T µν ≡ T µρgρν =

∂L
∂(∂µΦa)

∂νΦa − δµνL (1.232)

3这里给出场在无穷小 Lorentz 变换下的一般形式；在第 4 章讨论矢量场时，相应的表达式是 (4.31) 式；在第
5 章讨论 Dirac 旋量场时，相应的表达式是 (5.59) 式。
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是能动张量 (1.211) 的另一种写法。利用度规可以进行以下指标升降操作，

T µνω
ν
ρ = T µνδ

ν
σω

σ
ρ = T µνg

ναgασω
σ
ρ = T µαωαρ = T µνωνρ, (1.233)

即参与缩并的 Lorentz 指标一升一降不会改变表达式的结果。再利用 ωµν 的反对称性推出

T µνω
ν
ρx

ρ = T µνωνρx
ρ =

1

2
(T µνωνρx

ρ − T µνωρνxρ) =
1

2
(T µνωνρx

ρ − T µρωνρxν)

=
1

2
ωνρ(T

µνxρ − T µρxν). (1.234)

于是，Noether 流 (1.231) 化为

jµ = − i
2
ωνρ

∂L
∂(∂µΦa)

(Iνρ)abΦb −
1

2
ωνρ(T

µνxρ − T µρxν) = 1

2
Jµνρωνρ, (1.235)

其中
Jµνρ ≡ T µρxν − T µνxρ − i ∂L

∂(∂µΦa)
(Iνρ)abΦb. (1.236)

由于小量 ωνρ 是任意的，∂µjµ = 0 给出

∂µJµνρ = 0, (1.237)

守恒荷为
Jνρ ≡

∫
d3x J0νρ =

∫
d3x [T 0ρxν − T 0νxρ − iπa(Iνρ)abΦb]. (1.238)

易见 Jνρ = −Jρν，因而一共有 6 个独立的守恒荷，满足 dJνρ/dt = 0。
为明确物理含义，将 Jνρ 分解成两项：

Jνρ = Lνρ + Sνρ. (1.239)

第一项为
Lνρ ≡

∫
d3x (T 0ρxν − T 0νxρ), (1.240)

关于指标的反对称性意味着它的纯空间分量 Ljk 中只有 3个是独立的，利用三维 Levi-Civita符
号将 Ljk 对偶成三维矢量 Li，

Li ≡ 1

2
εijkLjk = (L23, L31, L12). (1.241)

由此推出

Li =
1

2
εijk

∫
d3x (T 0kxj − T 0jxk) =

∫
d3x εijkxjT 0k =

∫
d3x εijkxjπa∂

kΦa, (1.242)

其中 T 0k = πa∂
kΦa 是动量密度 (1.215)。写成矢量形式，得

L = −
∫

d3x x× (πa∇Φa), (1.243)
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这是场的轨道角动量。第二项为

Sνρ ≡ −i
∫

d3xπa(I
νρ)abΦb, (1.244)

同样，Sνρ 纯空间分量的对偶三维矢量为

Si ≡ 1

2
εijkSjk = (S23, S31, S12) = − i

2
εijk

∫
d3xπa(I

jk)abΦb, (1.245)

这是场的自旋角动量。Jνρ 纯空间分量的对偶三维矢量为

J i ≡ 1

2
εijkJ jk = Li + Si, (1.246)

这是场的总角动量。固有保时向 Lorentz 群的纯空间部分就是空间旋转群 SO(3)，因此，

空间旋转对称性对应于角动量守恒定律。

另一方面，Lνρ 的 i0 分量为

Li0 =

∫
d3x (T 00xi − T 0ix0) =

∫
d3x (xiH− x0πa∂iΦa) =

∫
d3xxiH− tP i. (1.247)

若 dSi0/dt = 0，则 dJ i0/dt = 0 意味着 dLi0/dt = 0，再结合动量守恒 dP i/dt = 0，得到
dLi0
dt =

d
dt

∫
d3xxiH− P i = 0, (1.248)

即
P i = HviC, viC ≡

1

H

d
dt

∫
d3xxiH. (1.249)

在低速近似下，总能量约等于总质量，H ≃M，故总动量 P ≃MvC，而 vC 是质心 (即质量中
心，center of mass) 的运动速度。应用 Newton 第二定律，外力

F =
dP
dt =M

dvC

dt . (1.250)

这就是质心运动定理。因此，Li0 的守恒在经典力学中对应于质心运动守恒定律：当没有外力存
在时，质心的加速度为零，质心保持静止或作匀速直线运动。

1.7.4 U(1) 整体对称性
考虑包含复场 ϕ(x) 及其复共轭场 ϕ∗(x) 的拉氏量

L = (∂µϕ∗)∂µϕ−m2ϕ∗ϕ, (1.251)

其中 m2 是常数。对 ϕ 作 U(1) 整体变换

ϕ′(x) = eiqθϕ(x), (1.252)



1.7 Noether 定理、对称性与守恒定律 – 37 –

ϕ

图 1.9: SO(2) 群空间示意图。

其中有理数 q 是常数，连续变换参数 θ 是实数。整体 (global) 指 θ 不依赖于时空坐标 xµ，这
意味着所有时空点处的场值经历相同的变换。

eiqθ 是一个模为 1 的相位因子 (phase factor)，可看作一个 1 维幺正矩阵 U(θ) = eiqθ，满
足 (1.56) 式，故集合 {U(θ) | θ ∈ [0, 2π/q]} 构成 U(1) 群。U(θ) 满足周期性边界条件 U(0) =

U(2π/q) = 1，变换参数 θ 的周期是 2π/|q|。U(1) 群的元素满足乘法交换律，即

U(θ1)U(θ2) = eiqθ1eiqθ2 = eiq(θ1+θ2) = eiqθ2eiqθ1 = U(θ2)U(θ1), (1.253)

因而它是一个 Abel 群，且与 SO(2) 群同构。SO(2) 群描述平面上的旋转变换，转动角 φ 以 2π

为周期，相应的群空间是一个圆周，如图 1.9 所示。φ 在区间 [0, 2π] 上的取值遍历圆周上所有
的点，且 φ = 0 与 φ = 2π 对应于同一点。令 φ = qθ，则 θ 在 [0, 2π/q] 上的取值一一对应于圆
周上的点。

相应地，ϕ∗ 的 U(1) 整体变换为

[ϕ∗(x)]′ = [ϕ′(x)]∗ = e−iqθϕ∗(x). (1.254)

容易看出，由 (1.251) 式定义的 L 在这种变换下不变，即具有 U(1) 整体对称性，q 称为相应的
U(1) 荷。与前面叙述的两种对称性不同，这里的对称性出现在由场构成的抽象空间中，与时间
和空间相对独立 (δxµ = 0)，因而是一种内部对称性。

U(1) 整体变换的无穷小形式为

ϕ′(x) = ϕ(x) + iqθϕ(x), [ϕ∗(x)]′ = ϕ∗(x)− iqθϕ∗(x), (1.255)

结合 δxµ = 0，有
δ̄ϕ = δϕ = iqθϕ, δ̄ϕ∗ = δϕ∗ = −iqθϕ∗. (1.256)

ϕ(x) 与 ϕ∗(x) 是线性独立的，代表两个相互独立的自由度，Noether 流 (1.196) 表达为

jµ =
∂L

∂(∂µϕ)
δ̄ϕ+ δ̄ϕ∗ ∂L

∂(∂µϕ∗)
= ∂µϕ∗(iqθϕ) + (−iqθϕ∗)∂µϕ

= iqθ[(∂µϕ∗)ϕ− ϕ∗(∂µϕ)] = −iqθϕ∗←→∂µϕ, (1.257)



– 38 – 第 1 章 预备知识

其中 ←→∂µ 符号通过下式定义，
ϕ∗←→∂µϕ ≡ ϕ∗∂µϕ− (∂µϕ∗)ϕ, (1.258)

即先对右边的场求导，再减去对左边的场求导。扔掉无穷小参数 −θ，定义 U(1) 守恒流

Jµ ≡ iqϕ∗←→∂µϕ, (1.259)

则 Noether 定理给出 ∂µJ
µ = 0，相应的守恒荷是

Q =

∫
d3x J0 = iq

∫
d3xϕ∗←→∂0ϕ, (1.260)

它满足 dQ/dt = 0。
在实际应用中，q 是由 Φ 场描述的粒子所携带的某种荷，如电荷、重子数、轻子数、奇异

数、粲数、底数、顶数等。因此，一种 U(1) 整体对称性对应于一条荷数守恒定律，比如，

电磁 U(1) 整体对称性对应于电荷守恒定律。

习　题
1.1 在自然单位制中，1 GeV−2 等于多少 cm2，也等于多少 cm3/s？

1.2 推出绕 z 轴转动 θ 角的变换公式 (1.35)。验证相应的变换矩阵 (1.36) 满足保度规条件
(1.44)。

1.3 设四维动量 pµ 满足质壳条件 p2 = m2 ≥ 0，沿 x 轴方向对它作增速变换，得

p′0 = γ(p0 − βp1), p′1 = γ(p1 − βp0), p′2 = p2, p′3 = p3. (1.261)

证明无论 p0 > 0 还是 p0 < 0，必有
p′0

p0
> 0, (1.262)

即增速变换不能改变 p0 的符号。

1.4 设四维动量 pµ 和 kµ 满足质壳条件 p2 = m2
1 和 k2 = m2

2，其中 m1,m2, p
0, k0 > 0，证明

(p+ k)2 ≥ (m1 +m2)
2, (p− k)2 ≤ (m1 −m2)

2. (1.263)

1.5 已知绕 x 轴旋转变换 Rx(θ)、绕 y 轴旋转变换 Ry(θ)、沿 y 轴增速变换 By(ξ) 和沿 z 轴增
速变换 Bz(ξ) 的具体形式为

Rx(θ) =


1

1

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

 , Ry(θ) =


1

cos θ − sin θ
1

sin θ cos θ

 , (1.264)
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By(ξ) =


cosh ξ − sinh ξ

1

− sinh ξ cosh ξ
1

 , Bz(ξ) =


cosh ξ − sinh ξ

1

1

− sinh ξ cosh ξ

 . (1.265)

(a) 分别推出这四个变换的无穷小变换参数 ωµν 的矩阵形式。
(b) 证明 Ry(θ1)Ry(θ2) = Ry(θ1 + θ2) 和 By(ξ1)By(ξ2) = By(ξ1 + ξ2)。

1.6 证明
gµρgνσ(Λ

−1)σρ = Λµν . (1.266)

1.7 设 Sµν 是对称的 Lorentz 张量，Aµν 是反对称的 Lorentz 张量，证明

SµνAµν = 0. (1.267)

1.8 用 E 和 B 将 FµνF
µν 和 FµνF̃

µν 表示出来。

1.9 根据 Euler-Lagrange 方程 (1.166)，从下列拉氏量导出场 ϕ(x) 或 Aµ(x) 的经典运动方程。

(a) L =
1

2
(∂µϕ)∂µϕ−

1

2
m2ϕ2 +

λ

3!
ϕ3，其中 m 和 λ 是常数。

(b) L = −1

2
(∂νAµ)∂νAµ +

1

2
m2AµAµ，其中 m 是常数。

(c) L = −a
2
(∂νAµ)∂νAµ −

b

2
(∂µAν)∂νAµ，其中 a 和 b 是常数。

(d) 对于上一小题，取 a = 1 且 b = −1，然后用 F µν = ∂µAν − ∂νAµ 表达经典运动方程。

1.10 将 (1.236) 式改写为 Jµνρ = T µρxν − T µνxρ + Sµνρ，其中

Sµνρ ≡ −i ∂L
∂(∂µΦa)

(Iνρ)abΦb (1.268)

满足 Sµνρ = −Sµρν，引入 Belinfante–Rosenfeld 能动张量

Θµν ≡ T µν +
1

2
∂ρ(Sµνρ + Sνµρ − Sρνµ). (1.269)

(a) 由 (1.212) 和 (1.237) 式推出
∂µSµνρ = T ρν − T νρ. (1.270)

(b) 证明
Θνµ = Θµν . (1.271)

(c) 证明
∂µΘ

µν = 0. (1.272)
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(d) 证明 ∫
d3xΘ00 = H,

∫
d3xΘ0i = P i. (1.273)

可见，Belinfante–Rosenfeld 能动张量是满足守恒流方程的对称张量，且其 00 分量和 0i 分
量的空间积分分别是场的总能量和总动量，符合作为对称能动张量的要求，可将它放入广
义相对论的 Einstein 方程以充当引力场的源项。



第 2 章 量子标量场

本章讲述标量场 (scalar field) 的正则量子化 (canonical quantization) 方法。标量场的量子
化可以看作简谐振子量子化的推广，因此先回顾一下量子力学中简谐振子的正则量子化程序。

2.1 简谐振子的正则量子化
一维简谐振子 (simple harmonic oscillator) 的哈密顿量表达为

H =
p2

2m
+

1

2
mω2x2, (2.1)

其中 m 是质量，ω 是角频率。第一项是动能，第二项是势能。在量子力学中，把坐标 x 和动量
p 这两个正则变量看作厄米算符，要求它们满足正则对易关系

[x, p] ≡ xp− px = i. (2.2)

构造两个非厄米的无量纲算符

a =
1√
2mω

(mωx+ ip), a† =
1√
2mω

(mωx− ip). (2.3)

a 称为湮灭算符 (annihilation operator)，a† 称为产生算符 (creation operator)，两者互为厄米
共轭 (Hermitian conjugate)。它们的对易关系是

[a, a†] =
1

2mω
[mωx+ ip,mωx− ip] = 1

2mω
([mωx,−ip] + [ip,mωx])

=
1

2
(−i[x, p] + i[p, x]) = −i[x, p], (2.4)

则由正则对易关系 (2.2) 得
[a, a†] = 1. (2.5)

同理推出
[a, a] = 0, [a†, a†] = 0. (2.6)

根据 (2.3) 式反过来用 a 和 a† 表示 x 和 p，

x =
1√
2mω

(a+ a†), p = −i
√
mω

2
(a− a†), (2.7)

41
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将哈密顿量表达成

H = − 1

2m

mω

2
(a− a†)2 + mω2

2

1

2mω
(a+ a†)2

= −ω
4
(aa− aa† − a†a+ a†a†) +

ω

4
(aa+ aa† + a†a+ a†a†) =

ω

2
(aa† + a†a). (2.8)

由对易关系 (2.5) 得 aa† = a†a+ 1，于是

H =
ω

2
(2a†a+ 1) = ω

(
a†a+

1

2

)
= ω

(
N +

1

2

)
, (2.9)

其中 N ≡ a†a 是个厄米算符，称为粒子数算符。N 还是个半正定算符，对于任意态矢 |Ψ⟩，N
的期待值 (expectation value) 非负：

⟨Ψ|N |Ψ⟩ = ⟨Ψ| a†a |Ψ⟩ = ⟨aΨ|aΨ⟩ ≥ 0, (2.10)

其中 |aΨ⟩ ≡ a |Ψ⟩。因此，哈密顿量是正定算符，⟨Ψ|H |Ψ⟩ > 0。
设 |n⟩ 是 N 的本征态，满足归一化条件 ⟨n|n⟩ = 1 和本征方程

N |n⟩ = n |n⟩ . (2.11)

由 n = ⟨n|n |n⟩ = ⟨n|N |n⟩ ≥ 0 可知，本征值 n 是一个非负实数。利用对易子公式

[AB,C] = ABC − ACB + ACB − CAB = A[B,C] + [A,C]B, (2.12)

[A,BC] = ABC − BAC +BAC − BCA = [A,B]C +B[A,C], (2.13)

推出
[N, a†] = [a†a, a†] = a†[a, a†] = a†, [N, a] = [a†a, a] = [a†, a]a = −a, (2.14)

故 Na† = a†N + a†，Na = aN − a。从而

Na† |n⟩ = (a†N + a†) |n⟩ = (n+ 1)a† |n⟩ , (2.15)

Na |n⟩ = (aN − a) |n⟩ = (n− 1)a |n⟩ . (2.16)

可见，a† |n⟩ 和 a |n⟩ 都是 N 的本征态，本征值分别为 n+ 1 和 n− 1，也就是说，

a† |n⟩ = c1 |n+ 1⟩ , a |n⟩ = c2 |n− 1⟩ , (2.17)

其中 c1 和 c2 是两个归一化常数。产生算符 a† 将本征值为 n 的态变成本征值为 n+ 1 的态，因
而也称为升算符 (raising operator)；湮灭算符 a 将本征值为 n 的态变成本征值为 n − 1 的态，
因而也称为降算符 (lowering operator)。为确定归一化常数的值，进行以下计算，

n+ 1 = ⟨n| (N + 1) |n⟩ = ⟨n| (a†a+ 1) |n⟩ = ⟨n| aa† |n⟩ = |c1|2 ⟨n+ 1|n+ 1⟩ = |c1|2, (2.18)

n = ⟨n|N |n⟩ = ⟨n| a†a |n⟩ = |c2|2 ⟨n− 1|n− 1⟩ = |c2|2. (2.19)
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将 c1 和 c2 都取为正实数，得 c1 =
√
n+ 1 和 c2 =

√
n，故

a† |n⟩ =
√
n+ 1 |n+ 1⟩ , a |n⟩ =

√
n |n− 1⟩ . (2.20)

从 N 的某个本征态 |n⟩ 出发，用降算符 a 逐步操作，得到本征值逐次减小的一系列本征态

a |n⟩ , a2 |n⟩ , a3 |n⟩ , · · · , (2.21)

本征值分别为
n− 1, n− 2, n− 3, · · · (2.22)

由于 n ≥ 0，必定存在一个最小本征值 n0，它的本征态 |n0⟩ 满足

a |n0⟩ = 0. (2.23)

上式是使本征值停止减小的条件。于是 N |n0⟩ = a†a |n0⟩ = 0 = 0 |n0⟩，可见 n0 = 0，即

|n0⟩ = |0⟩ . (2.24)

反过来，从 |0⟩ 出发，用升算符 a† 逐步操作，得到本征值逐次增加的一系列本征态

a† |0⟩ , (a†)2 |0⟩ , (a†)3 |0⟩ , · · · , (2.25)

本征值分别为
1, 2, 3, · · · (2.26)

综上，本征值 n 的取值是非负整数，是量子化的。用 a† 和 |0⟩ 将本征态 |n⟩ 表示为

|n⟩ = c3(a
†)n |0⟩ . (2.27)

为确定归一化常数 c3，进行以下运算，

⟨n|n⟩ = |c3|2 ⟨0| an(a†)n |0⟩ = |c3|2 ⟨1| an−1(a†)n−1 |1⟩ = 1 · 2 |c3|2 ⟨2| an−2(a†)n−2 |2⟩ = · · ·

= (n− 1)! |c3|2 ⟨n− 1| aa† |n− 1⟩ = n! |c3|2 ⟨n|n⟩ , (2.28)

故 |c3|2 = 1/n!。取 c3 为正实数，得 c3 = 1/
√
n!，于是

|n⟩ = 1√
n!

(a†)n |0⟩ . (2.29)

从 (2.9) 式容易看出，|n⟩ 也是 H 的本征态，

H |n⟩ = ω

(
N +

1

2

)
|n⟩ = ω

(
n+

1

2

)
|n⟩ = En |n⟩ , (2.30)

相应的能量本征值为

En = ω

(
n+

1

2

)
. (2.31)
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基态 |0⟩ 的能量本征值不是零，而是 E0 = ω/2，称为零点能 (zero-point energy)，也称为真空
能。这是量子力学的特有结果。我们可以将 |0⟩看作真空态，将 n > 0的 |n⟩看作包含 n个声子
(phonon) 的激发态，每个声子具有一份能量 ω。这样一来，n 表示声子的数目，故粒子数算符
N 描述声子数。a† 的作用是产生一个声子，从而增加一份能量；a 的作用是湮灭一个声子，从
而减少一份能量。这是将 a† 和 a 称为产生算符和湮灭算符的原因。

2.2 量子场论中的正则对易关系
在上一节中，对简谐振子进行正则量子化的关键在于将系统中的广义坐标 x 和广义动量 p

提升为 Hilbert 空间上的算符，要求它们满足正则对易关系 (2.2)。在本节中，我们将这种方法
推广到场论里，从而对场进行正则量子化，这需要涉及到绘景变换。在量子力学中，Schrödinger
绘景和 Heisenberg 绘景提供了两种等价的描述方法，它们之间由含时的幺正变换相互联系。
在 Schrödinger 绘景中，态矢 |Ψ(t)⟩S 代表随时间演化的物理态，满足 Schrödinger 方

程 [11]

i ∂
∂t
|Ψ(t)⟩S = H |Ψ(t)⟩S , (2.32)

而 Hilbert 空间上的力学量算符 OS 不依赖于时间。系统的哈密顿量 H 作为算符不含时间，
Schrödinger 方程的解可以表达为

|Ψ(t)⟩S = e−iHt |Ψ(0)⟩S , (2.33)

这里用到算符的指数函数。对于任意算符 A，指数函数定义为

eA ≡
∞∑
n=0

An

n!
. (2.34)

容易验证 (2.33) 式满足 Schrödinger 方程 (2.32)：

i ∂
∂t
|Ψ(t)⟩S = i ∂e−iHt

∂t
|Ψ(0)⟩S = He−iHt |Ψ(0)⟩S = H |Ψ(t)⟩S . (2.35)

可见，|Ψ(t)⟩S 与 t = 0 时刻的态矢 |Ψ(0)⟩S 通过幺正变换 e−iHt 联系起来。
在 Heisenberg 绘景中，态矢 |Ψ⟩H 定义为

|Ψ⟩H = eiHt |Ψ(t)⟩S = |Ψ(0)⟩S , (2.36)

它不随时间演化，
∂

∂t
|Ψ⟩H = 0. (2.37)
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而力学量算符 OH(t) 依赖于时间，通过一个含时的相似变换与 OS 联系起来，

OH(t) = eiHtOSe−iHt. (2.38)

由于 [H,H] = 0，有
eiHtHe−iHt = HeiHte−iHt = H. (2.39)

故哈密顿量 H 在这两种绘景中是相同的，

HH = HS = H. (2.40)

由
H⟨Ψ|OH(t) |Ψ⟩H = H⟨Ψ| eiHtOSe−iHt |Ψ⟩H = S⟨Ψ(t)|OS |Ψ(t)⟩S (2.41)

可知，两种绘景中力学量在态上的期待值相同，因而两种绘景描述相同的物理。此外，可以推出

i∂0OH(t) = (i∂0eiHt)OSe−iHt + eiHtOS(i∂0e−iHt) = −HeiHtOSe−iHt + eiHtOSe−iHtH

= −HOH(t) +OH(t)H, (2.42)

即 Heisenberg 绘景中的含时力学量算符 OH(t) 满足 Heisenberg 运动方程

i ∂
∂t
OH(t) = [OH(t), H]. (2.43)

这是 Heisenberg 绘景中的基本运动方程。
上一节对简谐振子的量子化是在 Schrödinger绘景中进行的，因为我们没有考虑坐标算符 x

和动量算符 p 的时间依赖性。将正则对易关系 (2.2) 改记为 [xS, pS] = i，它在 Heisenberg 绘景
中的形式是

[xH(t), pH(t)] = [eiHtxSe−iHt, eiHtpSe−iHt] = eiHtxSpSe−iHt − eiHtpSxSe−iHt

= eiHt[xS, pS]e−iHt = eiHtie−iHt = i. (2.44)

可见，正则对易关系的形式不依赖于绘景。(2.44) 式是在同一时刻 t 成立的，称为等时 (equal
time) 对易关系。接下来的讨论在 Heisenberg 绘景中进行，省略绘景的标志性上标 H。

将讨论推广到具有 n 个自由度的系统，记 qi(t) 为系统在 Heisenberg 绘景中的广义坐标算
符，pi(t)为相应的广义动量算符，它们是系统的正则变量。由于不同自由度不应该相互影响，这
些算符需要满足的等时对易关系为

[qi(t), pj(t)] = iδij, [qi(t), qj(t)] = 0, [pi(t), pj(t)] = 0. (2.45)

1.1 节提到，在量子场论中，为了平等地处理时间和空间，空间坐标 x 应该与时间坐标 t 一
样作为量子场算符 Φ(x, t) 的参数。场论讨论的是具有无穷多个连续自由度的系统，每一个空间
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点 x 上的 Φ(x, t) 都是一个广义坐标。为了从有限个分立自由度过渡到无穷多个连续自由度，我
们先将整个空间离散化，划分成无穷多个小体积元 Vi，再取 Vi → 0 的极限来得到连续空间的
结果。在体积元 Vi 中，定义相应的广义坐标

Φi(t) ≡
1

Vi

∫
Vi

d3xΦ(x, t), (2.46)

这是场 Φ(x, t) 在 Vi 中的平均值。将 ∂µΦ 和拉格朗日量密度 L(Φ, ∂µΦ) 在 Vi 中的平均值记为

∂µΦi ≡
1

Vi

∫
Vi

d3x ∂µΦ, Li ≡
1

Vi

∫
Vi

d3xL(Φ, ∂µΦ), (2.47)

当 Vi → 0 时，Li 成为 Φi 和 ∂µΦi 的函数 Li(Φi, ∂µΦi)。拉格朗日量表达为

L(t) =

∫
d3xL =

∑
i

∫
Vi

d3xL =
∑
i

Vi
1

Vi

∫
Vi

d3xL =
∑
i

Vi Li(Φi, ∂µΦi). (2.48)

根据定义式 (1.156)，体积元 Vi 中的广义动量是

Πi(t) =
∂L

∂(∂0Φi)
=
∑
j

Vj
∂Lj

∂(∂0Φi)
=
∑
j

Vjδji
∂Li

∂(∂0Φi)
= Vi

∂Li
∂(∂0Φi)

. (2.49)

由 (2.45) 式得到等时对易关系

[Φi(t),Πj(t)] = iδij, [Φi(t),Φj(t)] = 0, [Πi(t),Πj(t)] = 0. (2.50)

引入
πi(t) ≡

∂Li
∂(∂0Φi)

=
Πi(t)

Vi
, (2.51)

则第一条和第三条等时对易关系可用 πi(t) 表达为

[Φi(t), πj(t)] = i δij
Vj
, [πi(t), πj(t)] = 0. (2.52)

从离散到连续，Kronecker 符号 δij 将变成 δ 函数。Dirac δ 函数定义为

δ(x) =

+∞, x = 0,

0, x ̸= 0,
(2.53)

而且满足 ∫ +∞

−∞
dx δ(x) = 1. (2.54)

从而，对于任意连续函数 f(x)，有

f(y) =

∫ +∞

−∞
dx f(x)δ(x− y). (2.55)
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这是 δ 函数的挑选性：f(x) 与 δ(x− y) 相乘之后，通过积分挑选出 f(x) 在 x = y 处的值 f(y)。
δ(x) 是偶函数，即

δ(x) = δ(−x), (2.56)

而且满足

f(x)δ(x− y) = f(y)δ(x− y), (2.57)

x δ(x) = 0, (2.58)∫ +∞

−∞
dx e±ipx = 2π δ(p). (2.59)

这里约定，函数 f(x) 的 Fourier 变换为

f̃(p) =

∫ +∞

−∞
dx e−ipxf(x), (2.60)

而 Fourier 逆变换为
f(x) =

∫ +∞

−∞

dp
2π

eipxf̃(p). (2.61)

(2.59) 式表明，2π δ(p) 是 f(x) = 1 的 Fourier 变换。对于连续实函数 f(x)，若方程 f(x) = 0 具
有若干个分立的单根 xi，则

δ[f(x)] =
∑
i

δ(x− xi)
|f ′(xi)|

. (2.62)

用 3 个一维 δ 函数之积定义三维 δ 函数

δ(3)(x) = δ(x1)δ(x2)δ(x3), (2.63)

那么函数 δ(3)(x) 只在 x = 0 处非零，且 δ(3)(0) = +∞，并满足 ∫
d3x δ(3)(x) = 1。对于任意连

续函数 f(x)，有

f(y) =

∫
d3x f(x)δ(3)(x− y), (2.64)

f(x)δ(3)(x− y) = f(y)δ(3)(x− y), (2.65)

x δ(3)(x) = 0. (2.66)

δ(3)(x) 是关于 x 的偶函数，δ(3)(x) = δ(3)(−x)。由 (2.59) 式推出∫
d3x e±ip·x =

∫
dx1 e±ip1x1

∫
dx2 e±ip2x2

∫
dx3 e±ip3x3 = 2π δ(p1) · 2π δ(p2) · 2π δ(p3), (2.67)

可见三维 δ 函数满足 ∫
d3x e±ip·x = (2π)3δ(3)(p). (2.68)
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在三维空间中，函数 f(x) 的 Fourier 变换是

f̃(p) =
∫

d3x e−ip·xf(x), (2.69)

逆变换是

f(x) =
∫ d3p

(2π)3
eip·xf̃(p). (2.70)

因此，(2π)3δ(3)(p) 是 f(x) = 1 的 Fourier 变换。
设 fi 是 f(x) 在 Vi 上的平均值，有

fi =
∑
j

fj δij =
∑
j

Vj fj
δij
Vj
. (2.71)

将 (2.64) 式改写为
f(x) =

∫
d3y f(y)δ(3)(x− y), (2.72)

它是 (2.71) 式在 Vi → 0 时的极限形式。也就是说，在连续极限下，
δij
Vj
→ δ(3)(x− y). (2.73)

另一方面，在此极限下，Φi(t)→ Φ(x, t)，∂µΦi → ∂µΦ(x, t)，Li → L(x, t)，从而 πi(t) 变成由
(1.167) 式定义的共轭动量密度，

πi(t) =
∂Li

∂(∂0Φi)
→ ∂L

∂(∂0Φ)
= π(x, t). (2.74)

因此，等时对易关系 (2.50) 和 (2.52) 化为
[Φ(x, t), π(y, t)] = iδ(3)(x− y), [Φ(x, t),Φ(y, t)] = 0, [π(x, t), π(y, t)] = 0. (2.75)

推广到包含若干个场 Φa 的系统，假设不同的场相互独立，则

[Φa(x, t), πb(y, t)] = iδabδ(3)(x− y), [Φa(x, t),Φb(y, t)] = 0, [πa(x, t), πb(y, t)] = 0.

(2.76)
这就是量子场论中的正则对易关系，它是场的正则量子化的出发点。此时，系统的正则变量
Φa(x, t) 和 πa(x, t) 都是 Hilbert 空间上的算符。

2.3 实标量场的正则量子化
如果场 ϕ(x) 是 Lorentz 标量，就称它为标量场。在固有保时向 Lorentz 变换下，若时空坐

标的变换为 x′ = Λx，则标量场 ϕ(x) 的变换形式是

ϕ′(x′) = ϕ(x). (2.77)
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在本节中，我们讨论实标量场 ϕ(x)，它满足自共轭 (self-conjugate) 条件

ϕ†(x) = ϕ(x). (2.78)

量子化之后，ϕ(x) 是一个厄米算符。
假设 ϕ(x) 是不参与相互作用的自由实标量场，相应的 Lorentz 不变拉氏量是

L =
1

2
(∂µϕ)∂µϕ−

1

2
m2ϕ2, (2.79)

其中 m > 0 是实标量场的质量。第一项是动能项，第二项是质量项。注意到
1

2
(∂µϕ)∂µϕ =

1

2
gµν(∂µϕ)∂νϕ =

1

2
[(∂0ϕ)

2 − (∂1ϕ)
2 − (∂2ϕ)

2 − (∂3ϕ)
2], (2.80)

有
∂L

∂(∂0ϕ)
= ∂0ϕ = ∂0ϕ,

∂L
∂(∂iϕ)

= −∂iϕ = ∂iϕ, (2.81)

归纳起来得
∂L

∂(∂µϕ)
= ∂µϕ,

∂L
∂ϕ

= −m2ϕ. (2.82)

因此，Euler-Lagrange 方程 (1.166) 给出

0 = ∂µ
∂L

∂(∂µϕ)
− ∂L
∂ϕ

= ∂µ∂
µϕ+m2ϕ, (2.83)

也就是说，ϕ(x) 满足 Klein-Gordon 方程 [1, 2]

(∂2 +m2)ϕ(x) = 0. (2.84)

这是实标量场的经典运动方程。
根据 (1.167) 式，实标量场 ϕ(x) 对应的共轭动量密度是

π(x) =
∂L

∂(∂0ϕ)
= ∂0ϕ(x), (2.85)

即 π(x) 是 ϕ(x) 的时间导数。由自共轭条件 (2.78) 得

π†(x) = π(x). (2.86)

如果在拉氏量 (2.79) 的动能项中不引入 1/2 因子，就会得到 π(x) = 2∂0ϕ(x)，则共轭动量密度
没有得到正则归一化 (canonical normalization)。在动能项中引入 1/2 因子之后，质量项也必须
引入 1/2 因子，否则 Klein-Gordon 方程中的质量不是 m，而是 √2m。
现在，把正则变量 ϕ(x) 和 π(x) 看作 Hilbert 空间上的算符，要求它们满足等时对易关系

[ϕ(x, t), π(y, t)] = iδ(3)(x− y), [ϕ(x, t), ϕ(y, t)] = 0, [π(x, t), π(y, t)] = 0. (2.87)

这种做法称为正则量子化。
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2.3.1 平面波展开
在量子力学中，无界空间里单粒子波函数 Ψ 的平面波解 (plane-wave solution) 为

Ψ(x, t) = exp(−iEt+ i p · x). (2.88)

由
i ∂Ψ
∂t

= E exp(−iEt+ i p · x) = EΨ, −i∇Ψ = p exp(−iEt+ i p · x) = pΨ (2.89)

可知，Ê = i∂/∂t 是能量微分算符，
p̂ = −i∇ (2.90)

是动量微分算符。组合起来，四维动量微分算符是

p̂µ = i
(
∂

∂t
,−∇

)
= i∂µ. (2.91)

将平面波解改写成 Ψ(x) = exp(−ip · x)，其中 pµ = (E, p)，xµ = (t, x)，则

i∂µΨ = i∂µe−ip·x = pµe−ip·x = pµΨ. (2.92)

因此，pµ 是 p̂µ = i∂µ 的本征值，平面波解 Ψ(x) = exp(−ip · x) 描述四维动量为 pµ 的粒子。
现在讨论量子场论的情况。在无界空间中，设实标量场 ϕ(x) 满足的 Klein-Gordon 方程具

有平面波解
φ(x) = exp(−ik · x), (2.93)

其中四维动量 kµ = (k0, k)，则

∂2φ = ∂µ∂µφ = ∂µ(−ikµφ) = (−i)2kµkµφ = −k2φ, (2.94)

从而，Klein-Gordon 方程化为

0 = (∂2 +m2)φ = −(k2 −m2)φ = −[(k0)2 − |k|2 −m2]φ. (2.95)

这就要求 (k0)2 = |k|2 +m2，即 k0 = ±Ek，其中

Ek ≡
√
|k|2 +m2 > 0. (2.96)

因此，对于固定的 k，有两个线性独立的平面波解。

(1) k0 = Ek 对应于正能解

φ
(+)
k (x) = exp[−i(k0x0 − k · x)] = exp[−i(Ekt− k · x)]. (2.97)

(2) k0 = −Ek 对应于负能解

φ
(−)
k (x) = exp[−i(k0x0 − k · x)] = exp[i(Ekt+ k · x)]. (2.98)
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从而，满足 Klein-Gordon 方程的场算符 ϕ(x, t) 的一般解可写成如下形式，

ϕ(x, t) =

∫ d3k

(2π)3
1√
2Ek

[
akφ

(+)
k (x) + ãkφ

(−)
k (x)

]
=

∫ d3k

(2π)3
1√
2Ek

[
ake−i(Ekt−k·x) + ãkei(Ekt+k·x)] , (2.99)

其中 ak 和 ãk 是两个只依赖于 k 的算符，1/
√
2Ek 是归一化因子。这是一个形式为 Fourier 积

分的平面波展开式，把 ϕ(x, t) 展开成三维动量空间中无穷多个动量模式 (mode) 的叠加。取上
式的厄米共轭，得

ϕ†(x, t) =

∫ d3k

(2π)3
1√
2Ek

[
a†kei(Ekt−k·x) + ã†ke−i(Ekt+k·x)

]
=

∫ d3k

(2π)3
1√
2Ek

[
a†−kei(Ekt+k·x) + ã†−ke−i(Ekt−k·x)

]
. (2.100)

第二步利用了如下性质：对整个三维动量空间进行积分时，将被积函数中的 k 替换成 −k 不会
改变积分的结果，而 E−k = Ek。于是，自共轭条件 ϕ†(x, t) = ϕ(x, t) 意味着

ãk = a†−k. (2.101)

注意，由上式可以推出 ã†k = a−k 和 ã†−k = ak。因而

ϕ(x, t) =

∫ d3k

(2π)3
1√
2Ek

[
ake−i(Ekt−k·x) + a†−kei(Ekt+k·x)

]
=

∫ d3k

(2π)3
1√
2Ek

[
ake−i(Ekt−k·x) + a†kei(Ekt−k·x)

]
. (2.102)

第二步对方括号中第二项作变量替换 k→ −k。
把动量记号 k 替换成 p，将 ϕ(x, t) 的平面波展开式整理成

ϕ(x, t) =
∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

(
ape−ip·x + a†peip·x) , (2.103)

其中 p · x = p0t− p · x，且 p0 > 0，满足质壳条件

p0 = Ep ≡
√
|p|2 +m2 . (2.104)

ap 是湮灭算符，对应于正能解 e−ip·x；a†p 是产生算符，对应于负能解 eip·x。根据 (2.85) 式，共
轭动量密度算符的平面波展开式为

π(x, t) = ∂0ϕ(x, t) =
∫ d3p

(2π)3
−ip0√
2Ep

(
ape−ip·x − a†peip·x) . (2.105)
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2.3.2 产生湮灭算符的对易关系
在三维空间中对 ϕ(x, t) 作 Fourier 变换，有∫

d3x eiq·xϕ(x) =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∫
d3x

[
ape−i(p−q)·x + a†pei(p+q)·x] . (2.106)

这里比 Fourier变换公式 (2.69)多乘了一个 eiq0t因子，其中 q0 = Eq，使指数因子变成 eiq0te−iq·x =

eiq·x。由 (2.68) 式得∫
d3x e±i(p−q)·x =

∫
d3x e±i(p0−q0)te∓i(p−q)·x = (2π)3e±i(p0−q0)tδ(3)(p− q), (2.107)∫

d3x e±i(p+q)·x = (2π)3e±i(p0+q0)tδ(3)(p + q). (2.108)

故 ∫
d3x eiq·xϕ(x) =

∫ d3p√
2Ep

[
ape−i(p0−q0)tδ(3)(p− q) + a†pei(p0+q0)tδ(3)(p + q)

]
=

1√
2Eq

(
aq + a†−qe2iq0t

)
, (2.109)

在第一步中，p0 =√|p|2 +m2，q0 =√|q|2 +m2，两个三维 δ 函数分别要求 p = q 和 p = −q，
都导致 p0 = q0，利用 (2.64) 式对 d3p 积分即得第二步结果。类似地，π(x, t) 的 Fourier 变换为∫

d3x eiq·xπ(x) =

∫ d3p

(2π)3
−ip0√
2Ep

∫
d3x

[
ape−i(p−q)·x − a†pei(p+q)·x]

=

∫
d3p

−ip0√
2Ep

[
ape−i(p0−q0)tδ(3)(p− q)− a†pei(p0+q0)tδ(3)(p + q)

]
=
−iq0√
2Eq

(
aq − a†−qe2iq0t

)
. (2.110)

从而∫
d3x eiq·x[π(x)− iq0ϕ(x)] =

∫
d3x eiq·xπ(x)− iq0

∫
d3x eiq·xϕ(x) =

−2iq0√
2Eq

aq = −i
√
2Eq aq,

(2.111)
即

ap =
i√
2Ep

∫
d3x eip·x [π(x)− ip0ϕ(x)] . (2.112)

上式取厄米共轭，并使用自共轭条件 ϕ† = ϕ 和 π† = π，得

a†p =
−i√
2Ep

∫
d3x e−ip·x [π(x) + ip0ϕ(x)] . (2.113)

利用上面两个表达式和等时对易关系 (2.87)，令

x0 = y0 = t, (2.114)



2.3 实标量场的正则量子化 – 53 –

推出
[ap, a

†
q] =

1√
4EpEq

∫
d3x d3y

[
eip·x{π(x, t)− ip0ϕ(x, t)}, e−iq·y{π(y, t) + iq0ϕ(y, t)}

]
=

1√
4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x−q·y) [π(x, t)− ip0ϕ(x, t), π(y, t) + iq0ϕ(y, t)]

=
1√

4EpEq

∫
d3x d3y ei(p0−q0)te−i(p·x−q·y) {iq0[π(x, t), ϕ(y, t)]− ip0[ϕ(x, t), π(y, t)]}

=
1√

4EpEq

∫
d3x d3y ei(p0−q0)te−i(p·x−q·y) [−i(p0 + q0)iδ(3)(x− y)]

=
Ep + Eq√
4EpEq

ei(Ep−Eq)t

∫
d3x e−i(p−q)·x =

Ep + Eq√
4EpEq

ei(Ep−Eq)t(2π)3δ(3)(p− q). (2.115)

倒数第二步用到 (2.64) 式，最后一步用到 (2.68) 式。根据 δ 函数的性质 (2.65)，有
Ep + Eq√
4EpEq

ei(Ep−Eq)tδ(3)(p− q) = Eq + Eq√
4EqEq

ei(Eq−Eq)tδ(3)(p− q) = δ(3)(p− q). (2.116)

故
[ap, a

†
q] = (2π)3δ(3)(p− q). (2.117)

类似地，
[ap, aq] =

−1√
4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x+q·y)[π(x, t)− ip0ϕ(x, t), π(y, t)− iq0ϕ(y, t)]

=
−1√
4EpEq

∫
d3x d3y ei(p0+q0)te−i(p·x+q·y) {−iq0[π(x, t), ϕ(y, t)]− ip0[ϕ(x, t), π(y, t)]}

=
−1√
4EpEq

∫
d3x d3y ei(p0+q0)te−i(p·x+q·y)(p0 − q0)δ(3)(x− y)

=
Eq − Ep√
4EpEq

ei(Ep+Eq)t

∫
d3x e−i(p+q)·x =

Eq − Ep√
4EpEq

ei(Ep+Eq)t(2π)3δ(3)(p + q). (2.118)

δ(3)(p+q)只在 p = −q处非零，取值为 +∞，而 Eq−Ep 在 p = −q处取值为零。由于 δ(3)(p+q)
在 p = −q 处奇性比较弱，有

(Eq − Ep)δ
(3)(p + q) = 0, (2.119)

故
[ap, aq] = 0. (2.120)

此外，
[a†p, a

†
q] = a†pa

†
q − a†qa†p = (aqap − apaq)

† = [aq, ap]
† = 0. (2.121)

因此，我们可以直接改变两个湮灭算符或产生算符的乘积次序，即 apaq = aqap，a†pa†q = a†qa
†
p。

综上，产生湮灭算符满足对易关系

[ap, a
†
q] = (2π)3δ(3)(p− q), [ap, aq] = [a†p, a

†
q] = 0. (2.122)

这是对易关系 (2.5) 和 (2.6) 在量子场论中的推广。
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2.3.3 哈密顿量和总动量
注意到 π = ∂0ϕ，根据定义式 (1.169) 将自由实标量场的哈密顿量密度表达为

H = π∂0ϕ− L = (∂0ϕ)
2 − 1

2
(∂µϕ)∂µϕ+

1

2
m2ϕ2 =

1

2
[(∂0ϕ)

2 + (∇ϕ)2 +m2ϕ2]. (2.123)

从而哈密顿量算符是

H =

∫
d3xH =

1

2

∫
d3x [π2 + (∇ϕ)2 +m2ϕ2]. (2.124)

另一方面，根据 (1.216) 式，实标量场的总动量算符是

P i =

∫
d3xπ∂iϕ. (2.125)

利用等时对易关系 (2.87)，推出对易关系

[ϕ(x), H] =
1

2

∫
d3y [ϕ(x, t), π2(y, t)]

=
1

2

∫
d3y {π(y, t)[ϕ(x, t), π(y, t)] + [ϕ(x, t), π(y, t)]π(y, t)}

= i
∫

d3y π(y, t)δ(3)(x− y) = iπ(x, t) = i∂0ϕ(x), (2.126)

[ϕ(x), P i] =

∫
d3y [ϕ(x, t), π(y, t) ∂

∂yi
ϕ(y, t)] =

∫
d3y [ϕ(x, t), π(y, t)] ∂

∂yi
ϕ(y, t)

= i
∫

d3y δ(3)(x− y) ∂

∂yi
ϕ(y, t) = i ∂

∂xi
ϕ(x, t) = i∂iϕ(x). (2.127)

引入四维动量算符
P µ = (H,P), (2.128)

将这两个对易关系合起来写成

[ϕ(x), P µ] = i∂µϕ(x). (2.129)

可见，场算符 ϕ(x) 与四维动量算符 P µ 的对易子相当于将四维动量微分算符 i∂µ 作用在实标量
场 ϕ(x) 上。

将平面波展开式 (2.103) 和 (2.105) 代入 (2.124) 式，哈密顿量算符化为

H =
1

2

∫ d3x d3p d3q

(2π)6
√
4EpEq

{[
(−ip0)(−iq0) + (ip) · (iq)

] (
ape−ip·x − a†peip·x) (aqe−iq·x − a†qeiq·x)

+m2
(
ape−ip·x + a†peip·x) (aqe−iq·x + a†qeiq·x)}

=
1

2

∫ d3x d3p d3q

(2π)6
√
4EpEq

{
(p0q0 + p · q +m2)

[
apa

†
qe−i(p−q)·x + a†paqei(p−q)·x]

+ (−p0q0 − p · q +m2)
[
apaqe−i(p+q)·x + a†pa

†
qei(p+q)·x] }
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=
1

2

∫ d3p d3q

(2π)3
√
4EpEq

{
δ(3)(p− q)(p0q0 + p · q +m2)

[
apa

†
qe−i(p0−q0)t + a†paqei(p0−q0)t

]
� + δ(3)(p + q)(−p0q0 − p · q +m2)

[
apaqe−i(p0+q0)t + a†pa

†
qei(p0+q0)t

] }
=

1

2

∫ d3p

(2π)32Ep

[
(E2

p + |p|2 +m2)
(
apa

†
p + a†pap

)
+(−E2

p + |p|2 +m2)
(
apa−pe−2iEpt + a†pa

†
−pe2iEpt

) ]
, (2.130)

倒数第二步用到 (2.107) 和 (2.108) 式。由质壳条件 (2.104) 得 −E2
p + |p|2 +m2 = 0，故最后表

达式方括号中第二项没有贡献。从而

H =
1

2

∫ d3p

(2π)3
Ep
(
apa

†
p + a†pap

)
=

1

2

∫ d3p

(2π)3
Ep
[
2a†pap + (2π)3δ(3)(p− p)

]
, (2.131)

即

H =

∫ d3p

(2π)3
Ep a

†
pap + (2π)3δ(3)(0)

∫ d3p

(2π)3
Ep

2
, (2.132)

其中第二步用到对易关系 (2.122)。
这个结果可以看作是一维简谐振子哈密顿量 (2.9) 向无穷多自由度的推广。半正定算符

Np ≡ a†pap (2.133)

是三维动量空间中动量为 p 处的粒子数密度算符，每个粒子贡献的能量是 Ep。在 (2.132) 式最
后一行中，第一项代表所有动量模式所有粒子贡献的能量之和。由 (2.68) 式得

(2π)3δ(3)(0) =
∫

d3x = Ṽ , (2.134)

其中 Ṽ 是进行积分的空间体积，对于全空间而言是无穷大的。因此，(2.132) 式最后一行的第
二项是一个正无穷大 c 数 (c-number，即经典的数，不是算符)，是真空的零点能（真空能），是
所有动量模式在全空间贡献的零点能之和。2.1 节末尾的讨论表明，一维简谐振子的零点能为
E0 = ω/2。这是自由度为 1 时的结果，推广到无穷多自由度自然会得到正无穷大的零点能。如
果不讨论引力现象，这个零点能通常并不重要，因为实验上只能测量两个能量之差。经过正则
量子化之后，实标量场的哈密顿量 H 是正定算符，不存在负能量困难。

依照对易子公式 (2.12)，哈密顿量 H 与产生算符和湮灭算符的对易子分别为

[H, a†p] =

∫ d3q

(2π)3
Eq[a

†
qaq, a

†
p] =

∫ d3q

(2π)3
Eq
(
a†q[aq, a

†
p] + [a†q, a

†
p]aq

)
=

∫
d3q Eqa

†
qδ

(3)(q− p) = Epa
†
p, (2.135)

[H, ap] =

∫ d3q

(2π)3
Eq[a

†
qaq, ap] =

∫ d3q

(2π)3
Eq
(
a†q[aq, ap] + [a†q, ap]aq

)
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= −
∫

d3q Eqaqδ
(3)(q− p) = −Epap, (2.136)

故
Ha†p = a†pH + Epa

†
p, Hap = apH − Epap. (2.137)

设 |E⟩ 是 H 的本征态，本征值为 E，则

H |E⟩ = E |E⟩ . (2.138)

从而，

Ha†p |E⟩ = (a†pH + Epa
†
p) |E⟩ = (E + Ep)a

†
p |E⟩ , (2.139)

Hap |E⟩ = (apH − Epap) |E⟩ = (E − Ep)ap |E⟩ . (2.140)

可见，当 a†p |E⟩ ̸= 0 时，产生算符 a†p 的作用是使能量本征值增加 Ep；当 ap |E⟩ ̸= 0 时，湮灭
算符 ap 的作用是使能量本征值减少 Ep。

将平面波展开式 (2.103) 和 (2.105) 代入 (2.125) 式，总动量算符化为

P = −
∫

d3xπ∇ϕ = −
∫ d3x d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq
(−ip0)

(
ape−ip·x − a†peip·x) (iq) (aqe−iq·x − a†qeiq·x)

=

∫ d3x d3p d3q p0q
(2π)6

√
4EpEq

[
apa

†
qe−i(p−q)·x + a†paqei(p−q)·x − apaqe−i(p+q)·x − a†pa†qei(p+q)·x]

=

∫ d3p d3q p0q
(2π)3

√
4EpEq

{
δ(3)(p− q)

[
apa

†
qe−i(p0−q0)t + a†paqei(p0−q0)t

]
− δ(3)(p + q)

[
apaqe−i(p0+q0)t + a†pa

†
qei(p0+q0)t

] }
=

∫ d3pEpp
(2π)32Ep

(
apa

†
p + a†pap + apa−pe−2iEpt + a†pa

†
−pe2iEpt

)
=

1

2

∫ d3p

(2π)3
p
(
apa

†
p + a†pap + apa−pe−2iEpt + a†pa

†
−pe2iEpt

)
. (2.141)

先作变量替换 p→ −p，再利用对易关系 (2.122)，可得

1

2

∫ d3p

(2π)3
p
(
apa−pe−2iEpt + a†pa

†
−pe2iEpt

)
=

1

2

∫ d3p

(2π)3
(−p)

(
a−pape−2iEpt + a†−pa

†
pe2iEpt

)
= −1

2

∫ d3p

(2π)3
p
(
apa−pe−2iEpt + a†pa

†
−pe2iEpt

)
, (2.142)

因而这个积分为零。可见，(2.141) 式最后一行圆括号中最后两项没有贡献。从而，

P =
1

2

∫ d3p

(2π)3
p
(
apa

†
p + a†pap

)
=

1

2

∫ d3p

(2π)3
p
[
2a†pap + (2π)3δ(3)(0)

]
=

∫ d3p

(2π)3
p a†pap +

1

2
δ(3)(0)

∫
d3p p. (2.143)
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由于 ∫
d3p p =

∫
d3p (−p) = −

∫
d3p p，上式最后一行第二项没有贡献。于是，

P =

∫ d3p

(2π)3
p a†pap, (2.144)

即总动量是所有动量模式所有粒子贡献的动量之和。
P 与产生湮灭算符的对易子为

[P, a†p] =
∫ d3q

(2π)3
q [a†qaq, a

†
p] =

∫ d3q

(2π)3
q a†q[aq, a

†
p] =

∫
d3q q a†qδ(3)(q− p) = p a†p, (2.145)

[P, ap] =

∫ d3q

(2π)3
q [a†qaq, ap] =

∫ d3q

(2π)3
q [a†q, ap]aq = −

∫
d3q q aqδ

(3)(q− p) = −p ap, (2.146)

即
Pa†p = a†pP + p a†p, Pap = apP− p ap. (2.147)

2.3.4 粒子态
对于任意动量 p 对应的湮灭算符 ap，假设真空态 |0⟩ 满足

ap |0⟩ = 0, (2.148)

归一化为
⟨0|0⟩ = 1. (2.149)

根据哈密顿量 H 的表达式 (2.132)，将 H 作用到真空态上，得

H |0⟩ = Evac |0⟩ , Evac = δ(3)(0)
∫

d3p
Ep

2
, (2.150)

可见 |0⟩ 的能量本征值是零点能 Evac。也就是说，真空态是能量最低的态。此外，根据 (2.144)
式，|0⟩ 的总动量本征值是零矢量：

P |0⟩ = 0 |0⟩ , (2.151)

即真空态不具有动量。
接着，定义单粒子态

|p⟩ ≡
√
2Ep a

†
p |0⟩ , (2.152)

其中 √
2Ep 是归一化因子。根据 (2.139) 式，有

H |p⟩ = (Evac + Ep) |p⟩ , (2.153)

另一方面，由 (2.147) 式得

P |p⟩ =
√
2Ep P a†p |0⟩ =

√
2Ep(a

†
p P + p a†p) |0⟩ =

√
2Ep p a†p |0⟩ = p |p⟩ . (2.154)
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可以看出，相比于真空态 |0⟩，单粒子态 |p⟩ 多了一份能量 Ep，也多了一份动量 p。因此，|p⟩
描述的是一个动量为 p 的粒子，这个粒子的能量为 Ep =

√
|p|2 +m2，满足狭义相对论中的色

散关系 (1.83)，而拉氏量 (2.79)中实标量场的质量 m就是粒子的质量。可以看到，产生算符 a†p

的作用是产生一个动量为 p 的粒子。
将湮灭算符作用在单粒子态上，得

ap |q⟩ =
√

2Eq apa
†
q |0⟩ =

√
2Eq [a

†
qap+(2π)3δ(3)(p−q)] |0⟩ =

√
2Ep (2π)

3δ(3)(p−q) |0⟩ . (2.155)

如果 p ̸= q，则上式为零；如果 p = q，则单粒子态 |q⟩ = |p⟩ 在 ap 的作用下变成真空态 |0⟩。
可见，湮灭算符 ap 的作用是减少一个动量为 p 的粒子。

单粒子态的内积为
⟨q | p⟩ =

√
4EqEp ⟨0| aqa

†
p |0⟩ =

√
4EqEp ⟨0| [a†paq + (2π)3δ(3)(p− q)] |0⟩ , (2.156)

故
⟨q | p⟩ = 2Ep(2π)

3δ(3)(p− q). (2.157)

上式是 Lorentz 不变的，这是 (2.152) 式中归一化因子取成 √
2Ep 的原因，相关证明如下。

证明　引入 Heaviside 阶跃函数 (step function)

θ(x) =

1, x > 0,

0, x < 0.
(2.158)

对于满足质壳条件 (1.79) 的四维动量 pµ，p0 的符号在任意惯性系中不会改变（参考习题 1.3），
即 θ(p0) 在任意固有保时向 Lorentz 变换下不变。一个物理粒子的四维动量 pµ 满足 Lorentz 不
变的质壳条件 p2−m2 = 0 且能量为正 (p0 > 0)。类似于 d4x，四维动量空间中的体积元 d4p 也
是 Lorentz 不变量。因此，任意 Lorentz 标量函数 F (p) 在物理动量区域上的 Lorentz 不变积分
表达为 ∫

d4p δ(p2 −m2)θ(p0)F (p) =

∫
d3p

∫ +∞

−∞
dp0 δ[(p0)2 − |p|2 −m2]θ(p0)F (p0, p)

=

∫
d3p

∫ +∞

0

dp0 δ(p
0 − Ep)

2Ep
F (p0, p) =

∫ d3p

2Ep
F (Ep, p). (2.159)

第二步用到 (2.62)式，θ(p0)将 p0 积分约束在区间 (0,+∞)上，因而一元二次方程 (p0)2−|p|2−
m2 = 0 的两个根中只有正根 p0 =

√
|p|2 +m2 = Ep 对积分有贡献，而

∂[(p0)2 − |p|2 −m2]

∂p0

∣∣∣∣
p0=Ep

= 2p0
∣∣
p0=Ep

= 2Ep . (2.160)

由于 (2.159) 式最左边的积分和 F (Ep, p) 都是 Lorentz 不变量，

d3p

2Ep
(2.161)
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也必定是 Lorentz 不变量，它是 Lorentz 不变的动量空间体积元。对任意 Lorentz 标量函数
g(q)，根据 δ 函数的挑选性，有

g(q) =
∫

d3p δ(3)(p− q)g(p) =
∫ d3p

2Ep
2Epδ

(3)(p− q)g(p). (2.162)

由于上式最左边和最右边都是 Lorentz 不变的，

2Ep δ
(3)(p− q) (2.163)

必定是 Lorentz 不变的。证毕。
单粒子态 |p⟩ 的自我内积 ⟨p|p⟩ = 2Ep(2π)

3δ(3)(0) 是发散 (divergent) 的，原因在于产生算
符 a†p 是我们在无界空间中讨论量子场平面波解时定义的。内积有限的粒子态可通过构造波包
(wave packet) 得到，见习题 2.3。
将标量场算符 ϕ(x) 作用到真空态 |0⟩ 上，得到态矢

ϕ(x) |0⟩ =
∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

(ape−ip·x + a†peip·x) |0⟩ =
∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

a†peip·x |0⟩ . (2.164)

它与单粒子态 |p⟩ 的内积为

⟨p|ϕ(x) |0⟩ =
∫ d3q

(2π)3

√
2Ep

2Eq
⟨0| apa

†
qeiq·x |0⟩ =

∫ d3q

(2π)3

√
Ep

Eq
⟨0| [ap, a

†
q]eiq·x |0⟩

=

∫
d3q

√
Ep

Eq
δ(3)(p− q)eiq·x ⟨0|0⟩ = eip·x. (2.165)

回顾量子力学，单粒子位置本征态 |x⟩ 与动量本征态 |p⟩ 之间的内积为

⟨p|x⟩ = (2π)−3/2e−ip·x, (2.166)

其中 (2π)−3/2 是归一化因子。两个内积的形式相似。因此，ϕ(x) |0⟩ 类似于 t = x0 时刻的单粒
子位置本征态，ϕ(x) 作用在 |0⟩ 上相当于在时空点 xµ = (t, x) 处产生一个粒子。可以看出，在
平面波展开式 (2.103) 中将归一化因子取为 1/

√
2Ep 有助于使内积 (2.165) 具有 Lorentz 不变的

形式。
进一步，定义动量分别为 p1, · · · , pn 的 n 个粒子对应的多粒子态为

|p1, · · · , pn⟩ ≡ C1a
†
p1
· · · a†pn

|0⟩ , C1 =
√

2Ep1 · · ·
√
2Epn . (2.167)

根据 (2.137) 式，H 对它的作用给出

H |p1, · · · , pn⟩ = C1Ha
†
p1
· · · a†pn

|0⟩ = C1(a
†
p1
H + Ep1a

†
p1
) · · · a†pn

|0⟩

= C1a
†
p1
Ha†p2

· · · a†pn
|0⟩+ Ep1 |p1, · · · , pn⟩

= C1a
†
p1
a†p2

H · · · a†pn
|0⟩+ (Ep1 + Ep2) |p1, · · · , pn⟩
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= · · · = C1a
†
p1
a†p2
· · · a†pn

H |0⟩+ (Ep1 + Ep2 + · · ·+ Epn) |p1, · · · , pn⟩

= (Evac + Ep1 + Ep2 + · · ·+ Epn) |p1, · · · , pn⟩ , (2.168)

同理，P 对它的作用给出

P |p1, · · · , pn⟩ = (p1 + p2 + · · ·+ pn) |p1, · · · , pn⟩ . (2.169)

也就是说，多粒子态 |p1, · · · , pn⟩ 的能量本征值和动量本征值直接由各个粒子的能量和动量叠
加贡献。

由对易关系 (2.122) 得

|p1, · · · , pi, · · · , pj, · · · , pn⟩ =
√

2Ep1 · · ·
√
2Epn a

†
p1
· · · a†pi

· · · a†pj
· · · a†pn

|0⟩

=
√

2Ep1 · · ·
√
2Epn a

†
p1
· · · a†pj

· · · a†pi
· · · a†pn

|0⟩

= |p1, · · · , pj, · · · , pi, · · · , pn⟩ . (2.170)

可以看到，对换多粒子态中的任意两个粒子，得到的态矢与原来相等，即多粒子态对于全同粒
子交换是对称的。这说明实标量场描述的粒子是一种玻色子，称之为标量玻色子 (scalar boson)，
服从 Bose-Einstein 统计 [12]。得到这个结论的关键在于两个产生算符相互对易。

双粒子态的内积为

⟨q1, q2 | p1, p2⟩ =
√
16Ep1Ep2Eq1Eq2 ⟨0| aq2aq1a

†
p1
a†p2
|0⟩

=
√
16Ep1Ep2Eq1Eq2

[
(2π)3δ(3)(p1 − q1) ⟨0| aq2a

†
p2
|0⟩+ ⟨0| aq2a

†
p1
aq1a

†
p2
|0⟩
]

=
√

16Ep1Ep2Eq1Eq2
[
(2π)3δ(3)(p1 − q1) ⟨0| aq2a

†
p2
|0⟩+ (2π)3δ(3)(p2 − q1) ⟨0| aq2a

†
p1
|0⟩
]

=
√

16Ep1Ep2Eq1Eq2
[
(2π)6δ(3)(p1 − q1)δ

(3)(p2 − q2) + (2π)6δ(3)(p2 − q1)δ
(3)(p1 − q2)

]
= 4Ep1Ep2(2π)

6
[
δ(3)(p1 − q1)δ

(3)(p2 − q2) + δ(3)(p1 − q2)δ
(3)(p2 − q1)

]
. (2.171)

此内积仅在两种条件下非零，一种是 p1 = q1 且 p2 = q2，另一种是 p1 = q2 且 p2 = q1。
定义动量均为 q 的 nq 个粒子对应的多粒子态

|nq⟩ ≡ C2(a
†
q)
nq |0⟩ , C2 = (2Eq)

nq/2, (2.172)

则粒子数密度算符 Np = a†pap 对它的作用为

Np |nq⟩ = C2a
†
pap(a

†
q)
nq |0⟩ = C2a

†
p
[
a†qap + (2π)3δ(3)(p− q)

]
(a†q)

nq−1 |0⟩

= C2a
†
pa

†
qap(a

†
q)
nq−1 |0⟩+ (2π)3δ(3)(p− q)C2a

†
p(a

†
q)
nq−1 |0⟩

= C2a
†
p(a

†
q)

2ap(a
†
q)
nq−2 |0⟩+ 2(2π)3δ(3)(p− q)C2a

†
p(a

†
q)
nq−1 |0⟩

= · · · = C2a
†
p(a

†
q)
nqap |0⟩+ nq(2π)

3δ(3)(p− q)C2a
†
p(a

†
q)
nq−1 |0⟩

= nq(2π)
3δ(3)(p− q)C2a

†
p(a

†
q)
nq−1 |0⟩ . (2.173)

在动量空间对粒子数密度算符进行积分，得到的是粒子数算符

N ≡
∫ d3p

(2π)3
Np =

∫ d3p

(2π)3
a†pap. (2.174)



2.4 复标量场的正则量子化 – 61 –

由 (2.173) 式得

N |nq⟩ =
∫ d3p

(2π)3
Np |nq⟩ =

∫ d3p

(2π)3
nq(2π)

3δ(3)(p− q)C2a
†
p(a

†
q)
nq−1 |0⟩

= nqC2(a
†
q)
nq |0⟩ = nq |nq⟩ . (2.175)

因此，|nq⟩ 是 N 的本征态，本征值为粒子数 nq。
更一般地，定义多粒子态

|np1 , · · · , npm⟩ ≡ C3(a
†
p1
)np1 · · · (a†pm

)npm |0⟩ , C3 =
m∏
i=1

(2Epi
)npi/2, (2.176)

以描述动量为 p1, · · · , pm 的粒子分别有 np1 , · · · , npm 个的状态。此时，有

N |np1 , · · · , npm⟩

=

∫ d3p

(2π)3
C3a

†
pap(a

†
p1
)np1 · · · (a†pm

)npm |0⟩

=

∫ d3p

(2π)3
C3

[
a†p(a

†
p1
)np1ap(a

†
p2
)np2 · · · (a†pm

)npm |0⟩

+ np1(2π)
3δ(3)(p− p1)a

†
p(a

†
p1
)np1−1(a†p2

)np2 · · · (a†pm
)npm |0⟩

]
=

∫ d3p

(2π)3
C3

[
a†p(a

†
p1
)np1ap(a

†
p2
)np2 · · · (a†pm

)npm |0⟩
]
+ np1 |np1 , · · · , npm⟩

= · · · =
∫ d3p

(2π)3
C3

[
a†p(a

†
p1
)np1 · · · (a†pm

)npmap |0⟩
]
+ (np1 + · · ·+ npm) |np1 , · · · , npm⟩

= (np1 + · · ·+ npm) |np1 , · · · , npm⟩ . (2.177)

可见，N 确实是描述总粒子数的算符。

2.4 复标量场的正则量子化
在本节中，我们讨论复标量场 ϕ(x)，它不满足自共轭条件 (2.78)，即

ϕ†(x) ̸= ϕ(x). (2.178)

自由复标量场的拉氏量具有 1.7.4 小节中 (1.251) 式的形式。不过，由于量子化之后 ϕ(x) 是算
符，需要把那里的复共轭符号 ∗ 改成厄米共轭符号 †，故 Lorentz 不变拉氏量为

L = (∂µϕ†)∂µϕ−m2ϕ†ϕ, (2.179)

其中 m > 0 是复标量场的质量。ϕ(x) 与 ϕ†(x) 线性独立，是两个独立的正则变量，注意到
∂L

∂(∂µϕ†)
= ∂µϕ,

∂L
∂ϕ† = −m2ϕ,

∂L
∂(∂µϕ)

= ∂µϕ†,
∂L
∂ϕ

= −m2ϕ†, (2.180)
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由 (1.166) 式推出经典运动方程

(∂2 +m2)ϕ(x) = 0, (∂2 +m2)ϕ†(x) = 0. (2.181)

也就是说，ϕ(x) 和 ϕ†(x) 均满足 Klein-Gordon 方程。
可以将复标量场 ϕ 分解为两个实标量场 ϕ1 和 ϕ2 的线性组合：

ϕ =
1√
2
(ϕ1 + iϕ2), ϕ† =

1√
2
(ϕ1 − iϕ2). (2.182)

从而，拉氏量 (2.179) 化为

L =
1

2
[∂µ(ϕ1 − iϕ2)]∂µ(ϕ1 + iϕ2)−

1

2
m2(ϕ1 − iϕ2)(ϕ1 + iϕ2)

=
1

2
(∂µϕ1)∂µϕ1 −

1

2
m2ϕ2

1 +
1

2
(∂µϕ2)∂µϕ2 −

1

2
m2ϕ2

2. (2.183)

与 (2.79) 式比较可知，复标量场的拉氏量相当于两个质量相同的实标量场的拉氏量。

2.4.1 平面波展开
对于复标量场，我们可以遵循 2.3.1小节中的方法讨论它的平面波展开式，区别在于不能够

应用自共轭条件。从而，场算符 ϕ(x, t) 的一般解也具有 (2.99) 式的形式，

ϕ(x, t) =

∫ d3k

(2π)3
1√
2Ek

[
ake−i(Ekt−k·x) + ãkei(Ekt+k·x)]

=

∫ d3k

(2π)3
1√
2Ek

[
ake−i(Ekt−k·x) + ã−kei(Ekt−k·x)] . (2.184)

第二步对方括号中第二项作变量替换 k → −k。由于复标量场不满足自共轭条件 (2.78)，算符
ã−k 与 ak 没有什么关系，改记为

b†k = ã−k, (2.185)

则展开式变成
ϕ(x, t) =

∫ d3k

(2π)3
1√
2Ek

[
ake−i(Ekt−k·x) + b†kei(Ekt−k·x)

]
. (2.186)

替换动量记号，把 ϕ(x, t) 的平面波展开式整理成

ϕ(x, t) =
∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

(
ape−ip·x + b†peip·x) , (2.187)

其中 p0 满足质壳条件
p0 = Ep ≡

√
|p|2 +m2 > 0. (2.188)

取厄米共轭，就得到 ϕ†(x, t) 的平面波展开式

ϕ†(x, t) =
∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

(
bpe−ip·x + a†peip·x) . (2.189)
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现在，ap 和 bp 是两个相互独立的湮灭算符，而 a†p 和 b†p 是两个相互独立的产生算符。
根据 (1.167) 式，ϕ(x, t) 对应的共轭动量密度是

π(x, t) = ∂L
∂(∂0ϕ)

= ∂0ϕ
† =

∫ d3p

(2π)3
−ip0√
2Ep

(
bpe−ip·x − a†peip·x) , (2.190)

ϕ†(x, t) 对应的共轭动量密度是

π†(x, t) = ∂L
∂(∂0ϕ†)

= ∂0ϕ =

∫ d3p

(2π)3
−ip0√
2Ep

(
ape−ip·x − b†peip·x) . (2.191)

π(x, t) 与 π†(x, t) 互为厄米共轭。依照 (2.76) 式，等时对易关系为

[ϕ(x, t), π(y, t)] = iδ(3)(x− y), [ϕ(x, t), ϕ(y, t)] = [π(x, t), π(y, t)] = 0,

[ϕ†(x, t), π†(y, t)] = iδ(3)(x− y), [ϕ†(x, t), ϕ†(y, t)] = [π†(x, t), π†(y, t)] = 0,

[ϕ(x, t), π†(y, t)] = [ϕ†(x, t), π(y, t)] = [ϕ(x, t), ϕ†(y, t)] = [π(x, t), π†(y, t)] = 0.

(2.192)

利用这些关系可推出以下产生湮灭算符的对易关系，具体推导过程见 2.4.2 小节选读内容。

[ap, a
†
q] = (2π)3δ(3)(p− q), [ap, aq] = [a†p, a

†
q] = 0,

[bp, b
†
q] = (2π)3δ(3)(p− q), [bp, bq] = [b†p, b

†
q] = 0,

[ap, b
†
q] = [bp, a

†
q] = [ap, bq] = [a†p, b

†
q] = 0.

(2.193)

这说明 (ap, a
†
p) 与 (bp, b

†
p) 是两套不同的产生湮灭算符，描述两种不同的玻色子。

2.4.2 选读：推导产生湮灭算符的对易关系
本小节推导产生湮灭算符的对易关系 (2.193)。
由 ∫

d3x eiq·xϕ(x) =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∫
d3x

[
ape−i(p−q)·x + b†pei(p+q)·x]

=

∫ d3p√
2Ep

[
ape−i(p0−q0)tδ(3)(p− q) + b†pei(p0+q0)tδ(3)(p + q)

]
=

1√
2Eq

(
aq + b†−qe2iq0t

)
(2.194)

和 ∫
d3x eiq·xπ†(x) =

∫ d3p

(2π)3
−ip0√
2Ep

∫
d3x

[
ape−i(p−q)·x − b†pei(p+q)·x]

=

∫
d3p

−ip0√
2Ep

[
ape−i(p0−q0)tδ(3)(p− q)− b†pei(p0+q0)tδ(3)(p + q)

]
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=
−iq0√
2Eq

(
aq − b†−qe2iq0t

)
, (2.195)

得 ∫
d3x eiq·x(π† − iq0ϕ) =

−2iq0√
2Eq

aq = −i
√
2Eq aq. (2.196)

于是，

ap =
i√
2Ep

∫
d3x eip·x(π† − ip0ϕ), a†p =

−i√
2Ep

∫
d3x e−ip·x(π + ip0ϕ†). (2.197)

从而，有

[ap, a
†
q] =

1√
4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x−q·y) [π†(x, t)− ip0ϕ(x, t), π(y, t) + iq0ϕ†(y, t)]

=
1√

4EpEq

∫
d3x d3y ei(p0−q0)te−i(p·x−q·y) (iq0[π†(x, t), ϕ†(y, t)]− ip0[ϕ(x, t), π(y, t)]

)
=

1√
4EpEq

∫
d3x d3y ei(p0−q0)te−i(p·x−q·y) (p0 + q0)δ

(3)(x− y)

=
Ep + Eq√
4EpEq

ei(Ep−Eq)t

∫
d3x e−i(p−q)·x =

Ep + Eq√
4EpEq

ei(Ep−Eq)t(2π)3δ(3)(p− q)

= (2π)3δ(3)(p− q), (2.198)

以及

[ap, aq] =
−1√
4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x+q·y) [π†(x, t)− ip0ϕ(x, t), π†(y, t)− iq0ϕ(y, t)] = 0. (2.199)

另一方面，由∫
d3x eiq·xϕ†(x) =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∫
d3x

[
bpe−i(p−q)·x + a†pei(p+q)·x]

=

∫ d3p√
2Ep

[
bpe−i(p0−q0)tδ(3)(p− q) + a†pei(p0+q0)tδ(3)(p + q)

]
=

1√
2Eq

(
bq + a†−qe2iq0t

)
(2.200)

和 ∫
d3x eiq·xπ(x) =

∫ d3p

(2π)3
−ip0√
2Ep

∫
d3x

[
bpe−i(p−q)·x − a†pei(p+q)·x]

=

∫
d3p

−ip0√
2Ep

[
bpe−i(p0−q0)tδ(3)(p− q)− a†pei(p0+q0)tδ(3)(p + q)

]
=
−iq0√
2Eq

(
bq − a†−qe2iq0t

)
, (2.201)

得 ∫
d3x eiq·x(π − iq0ϕ†) =

−2iq0√
2Eq

bq = −i
√
2Eq bq. (2.202)
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于是，

bp =
i√
2Ep

∫
d3x eip·x(π − ip0ϕ†), b†p =

−i√
2Ep

∫
d3x e−ip·x(π† + ip0ϕ). (2.203)

从而，有

[bp, b
†
q] =

1√
4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x−q·y) [π(x, t)− ip0ϕ†(x, t), π†(y, t) + iq0ϕ(y, t)]

=
1√

4EpEq

∫
d3x d3y ei(p0−q0)te−i(p·x−q·y) {iq0[π(x, t), ϕ(y, t)]− ip0[ϕ†(x, t), π†(y, t)]

}
=

1√
4EpEq

∫
d3x d3y ei(p0−q0)te−i(p·x−q·y) (p0 + q0)δ

(3)(x− y)

=
Ep + Eq√
4EpEq

ei(Ep−Eq)t

∫
d3x e−i(p−q)·x =

Ep + Eq√
4EpEq

ei(Ep−Eq)t(2π)3δ(3)(p− q)

= (2π)3δ(3)(p− q), (2.204)

以及

[bp, bq] =
−1√
4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x+q·y) [π(x, t)− ip0ϕ†(x, t), π(y, t)− iq0ϕ†(y, t)] = 0. (2.205)

此外，还有

[ap, b
†
q] =

1√
4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x−q·y) [π†(x, t)− ip0ϕ(x, t), π†(y, t) + iq0ϕ(y, t)] = 0, (2.206)

以及

[ap, bq] =
−1√
4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x+q·y) [π†(x, t)− ip0ϕ(x, t), π(y, t)− iq0ϕ†(y, t)]

=
−1√
4EpEq

∫
d3x d3y ei(p0+q0)te−i(p·x+q·y) {−iq0[π†(x, t), ϕ†(y, t)]− ip0[ϕ(x, t), π(y, t)]

}
=

−1√
4EpEq

∫
d3x d3y ei(p0+q0)te−i(p·x+q·y) (p0 − q0)δ(3)(x− y)

=
Eq − Ep√
4EpEq

ei(Ep+Eq)t

∫
d3x e−i(p+q)·x =

Eq − Ep√
4EpEq

ei(Ep+Eq)t(2π)3δ(3)(p + q) = 0. (2.207)

2.4.3 U(1) 整体对称性
类似于 1.7.4 小节的讨论，对复标量场 ϕ(x) 作 U(1) 整体变换

ϕ′(x) = eiqθϕ(x), [ϕ†(x)]′ = e−iqθϕ†(x), (2.208)

其中实常数 q 是 U(1) 荷，实数 θ 是不依赖于 xµ 的变换参数，则拉氏量 (2.179) 不变，系统具
有 U(1) 整体对称性。相应的 U(1) 守恒流算符为

Jµ = iqϕ†←→∂µϕ, (2.209)
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满足守恒流方程 ∂µJ
µ = 0。它是一个厄米算符，

(Jµ)† = {iq[ϕ†∂µϕ− (∂µϕ†)ϕ]}† = −iq[(∂µϕ†)ϕ− ϕ†∂µϕ] = iqϕ†←→∂µϕ = Jµ. (2.210)

相应的 U(1) 守恒荷算符是

Q = iq
∫

d3xϕ†←→∂0ϕ = iq
∫

d3x [ϕ†∂0ϕ− (∂0ϕ†)ϕ] = iq
∫

d3x (ϕ†π† − πϕ)

= iq
∫ d3x d3p d3k

(2π)6
√

4EpEk

[ (
bpe−ip·x + a†peip·x) (−iEk)

(
ake−ik·x − b†keik·x

)
− (−iEp)

(
bpe−ip·x − a†peip·x) (ake−ik·x + b†keik·x

) ]
= q

∫ d3x d3p d3k

(2π)6
√
4EpEk

{
(Ek + Ep)

[
a†pakei(p−k)·x − bpb

†
ke−i(p−k)·x]

+(Ek − Ep)
[
bpake−i(p+k)·x − a†pb

†
kei(p+k)·x]}

= q

∫ d3p d3k

(2π)3
√
4EpEk

{
(Ek + Ep)δ

(3)(p− k)
[
a†pakei(Ep−Ek)t − bpb

†
ke−i(Ep−Ek)t

]
+ (Ek − Ep)δ

(3)(p + k)
[
bpake−i(Ep+Ek)t − a†pb

†
kei(Ep+Ek)t

]}
= q

∫ d3p

(2π)3
(
a†pap − bpb

†
p
)
. (2.211)

利用对易关系 (2.193)，可得

Q =

∫ d3p

(2π)3
(
q a†pap − q b†pbp

)
− (2π)3δ(3)(0)

∫ d3p

(2π)3
q. (2.212)

上式第二项是零点荷。在第一项的圆括号中，粒子数密度算符 a†pap 的系数是 q，而粒子数密度
算符 b†pbp 的系数是 −q。可见，(ap, a

†
p) 描述的粒子具有的 U(1) 荷为 q，称为正粒子；另一方

面，(bp, b
†
p) 描述的粒子具有相反的 U(1) 荷 −q，称为反粒子。因此，复标量场描述一对正反标

量玻色子。除去零点荷，总荷 Q 是所有动量模式所有正反粒子贡献的 U(1) 荷之和。这里单个
粒子的 U(1) 荷 q 或 −q 对总荷 Q 的贡献是相加性的，并且来自于一种内部对称性，因而是一
种内部相加性量子数 (internal additive quantum number)。实际上，

任何反粒子的所有内部相加性量子数都与相应的正粒子相反。

如果将复标量场 ϕ(x) 替换成量子力学的单粒子波函数 Ψ(x)，则
Q

q
= i
∫

d3x [ϕ†∂0ϕ− (∂0ϕ†)ϕ] (2.213)

与单粒子概率密度 (1.3) 的全空间积分类似。但是，这里 Q/q 的本征值被解释为正粒子数与反
粒子数之差，显然是可正可负的。也就是说，在量子场论中 Q/q 与单粒子在空间中的概率没有
关系，不像量子力学那样存在负概率困难。



2.4 复标量场的正则量子化 – 67 –

如果对实标量场作类似的 U(1) 整体变换，则自共轭条件 (2.78) 使得

eiqθϕ(x) = ϕ′(x) = [ϕ′(x)]† = [eiqθϕ(x)]† = e−iqθϕ†(x) = e−iqθϕ(x). (2.214)

上式要求 q = 0。因此，对实标量场不能进行非平庸的 U(1) 整体变换。实际上，自共轭条件使
实标量场描述的粒子不能具有任何非零的内部相加性量子数，也就是说，正粒子与反粒子是相
同的，实标量场描述的是一种纯中性粒子 (truly neutral particle)。

经过进一步计算，得到复标量场的哈密顿量算符

H =

∫ d3p

(2π)3
Ep
(
a†pap + b†pbp

)
+ (2π)3δ(3)(0)

∫ d3p

(2π)3
Ep. (2.215)

除了零点能，哈密顿量是所有动量模式所有正反粒子的能量之和。动量为 p 的正粒子和反粒子
的能量均为 Ep =

√
|p|2 +m2，可见它们具有相同的质量 m。另一方面，复标量场的总动量算

符为

P =

∫ d3p

(2π)3
p (a†pap + b†pbp). (2.216)

总动量是所有动量模式所有正反粒子的动量之和。具体推导过程见 2.4.4 小节选读内容。

2.4.4 选读：推导哈密顿量和总动量
根据 (1.169) 式，复标量场的哈密顿量密度为

H = π∂0ϕ+ π†∂0ϕ
† − L = (∂0ϕ†)∂0ϕ+ (∂0ϕ)∂0ϕ

† − (∂µϕ†)∂µϕ+m2ϕ†ϕ

= (∂0ϕ)∂0ϕ
† + (∇ϕ†) · ∇ϕ+m2ϕ†ϕ. (2.217)

于是，哈密顿量可以写成

H =

∫
d3xH =

∫
d3x [π†π + (∇ϕ†) · ∇ϕ+m2ϕ†ϕ]

=

∫
d3x [π†π +∇ · (ϕ†∇ϕ)− ϕ†∇2ϕ+m2ϕ†ϕ]

=

∫
d3x [π†π − ϕ†∂0∂0ϕ+ ϕ†(∂0∂0 −∇2 +m2)ϕ]

=

∫
d3x [π†π − ϕ†∂0∂0ϕ+ ϕ†(∂2 +m2)ϕ]. (2.218)

上式第三步用了分部积分，第四步扔掉了一个全散度，最后一行方括号里第三项可以通过 ϕ 的
运动方程 (2.181) 消去。从而，得到

H =

∫
d3x (π†π − ϕ†∂0∂0ϕ)
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=

∫ d3x d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq

{
(−iEp)

(
ape−ip·x − b†peip·x) (−iEq)

(
bqe−iq·x − a†qeiq·x)

−
(
bpe−ip·x + a†peip·x) (−E2

q)
(
aqe−iq·x + b†qeiq·x)}

=

∫ d3x d3p d3q Eq

(2π)6
√

4EpEq

[
(Epb

†
pbq + Eqa

†
paq)ei(p−q)·x + (Eqbpb

†
q + Epapa

†
q)e−i(p−q)·x

+ (−Epapbq + Eqbpaq)e−i(p+q)·x + (−Epb
†
pa

†
q + Eqa

†
pb

†
q)ei(p+q)·x

]
=

∫ d3p d3q Eq

(2π)3
√

4EpEq

{
δ(3)(p− q)

[
(Epb

†
pbq + Eqa

†
paq)ei(Ep−Eq)t

+ (Eqbpb
†
q + Epapa

†
q)e−i(Ep−Eq)t

]
+ δ(3)(p + q)

[
(−Epapbq + Eqbpaq)e−i(Ep+Eq)t

+ (−Epb
†
pa

†
q + Eqa

†
pb

†
q)ei(Ep+Eq)t

]}
=

∫ d3pE2
p

(2π)32Ep

[
b†pbp + bpb

†
p + apa

†
p + a†pap

+ (−apb−p + bpa−p)e−2iEpt + (−b†pa
†
−p + a†pb

†
−p)e2iEpt

]
=

∫ d3p

(2π)3
Ep

2

[
2b†pbp + 2a†pap + 2(2π)3δ(3)(0)

+ (−apb−p + b−pap)e−2iEpt + (−b†pa
†
−p + a†−pb

†
p)e2iEpt

]
=

∫ d3p

(2π)3
Ep
(
a†pap + b†pbp

)
+ (2π)3δ(3)(0)

∫ d3p

(2π)3
Ep. (2.219)

这就是 (2.215) 式。
根据 (1.217) 式，复标量场的总动量为

P = −
∫

d3x (π∇ϕ+ π†∇ϕ†)

= −
∫ d3x d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq

[
− ip0

(
bpe−ip·x − a†peip·x) iq

(
aqe−iq·x − b†qeiq·x)

− iq0
(
aqe−iq·x − b†qeiq·x) ip

(
bpe−ip·x − a†peip·x) ]

=

∫ d3x d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq

[
(Ep q bpb

†
q + Eq p b†qbp)e−i(p−q)·x

+ (Ep q a†paq + Eq p aqa
†
p)ei(p−q)·x

− (Ep q bpaq + Eq p aqbp)e−i(p+q)·x

− (Ep q a†pb†q + Eq p b†qa†p)ei(p+q)·x
]

=

∫ d3p d3q

(2π)3
√

4EpEq

{
δ(3)(p− q)

[
(Ep q bpb

†
q + Eq p b†qbp)e−i(Ep−Eq)t

+ (Ep q a†paq + Eq p aqa
†
p)ei(Ep−Eq)t

]
− δ(3)(p + q)

[
(Ep q bpaq + Eq p aqbp)e−i(Ep+Eq)t
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+ (Ep q a†pb†q + Eq p b†qa†p)ei(Ep+Eq)t
]}

=

∫ d3pEp p
(2π)32Ep

[
bpb

†
p + b†pbp + a†pap + apa

†
p

+(bpa−p − a−pbp)e−2iEpt + (a†pb
†
−p − b

†
−pa

†
p)e2iEpt

]
=

∫ d3p

(2π)3
p
2
(bpb

†
p + b†pbp + a†pap + apa

†
p) =

∫ d3p

(2π)3
p (a†pap + b†pbp) + δ(3)(0)

∫
d3p p

=

∫ d3p

(2π)3
p (a†pap + b†pbp). (2.220)

这就是 (2.216) 式。

习　题
2.1 设算符 a 与其厄米共轭 a† 满足反对易关系

{a, a†} = 1, {a, a} = {a†, a†} = 0, (2.221)

其中反对易子定义为 {A,B} ≡ AB +BA。记算符 N ≡ a†a 的本征值为 n，本征态为 |n⟩，
即 N |n⟩ = n |n⟩，归一化为 ⟨n|n⟩ = 1。

(a) 证明 [N, a†] = a† 和 [N, a] = −a。
(b) 证明本征值 n 只能取 0 和 1，而且

a† |n⟩ =
√
1− n |n+ 1⟩ , a |n⟩ =

√
n |n− 1⟩ . (2.222)

2.2 已知产生湮灭算符的对易关系 (2.122)，以及 ϕ(x, t) 和 π(x, t) 的平面波展开式 (2.103) 和
(2.105)，推出等时对易关系 (2.87)。

2.3 用实标量场的单粒子态 (2.152) 构造波包，设

|Ψp⟩ =
∫ d3q

(2π)3
Fp(q)√
2Eq
|q⟩ , (2.223)

其中函数 Fp(q) 满足 ∫ d3q

(2π)3
|Fp(q)|2 = 1,

∫ d3q

(2π)3
|Fp(q)|2 q = p, (2.224)

求内积 ⟨Ψp|Ψp⟩ 和总动量算符期待值 ⟨Ψp|P |Ψp⟩。

2.4 将实标量场 ϕ(x) 的平面波展开式 (2.103) 代入对易关系 (2.129)，推出

[P µ, ap] = −pµap, [P µ, a†p] = pµa†p. (2.225)
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2.5 对于自由实标量场 ϕ(x)，根据 1.7 节关于 Noether 定理的讨论，Lorentz 对称性给出的守
恒荷算符为

Jµν =

∫
d3x(T 0νxµ − T 0µxν), (2.226)

其中
T 00 = H =

1

2
[π2 + (∇ϕ)2 +m2ϕ2], T 0i = π∂iϕ. (2.227)

利用等时对易关系 (2.87) 推出

[ϕ(x), Jµν ] = i(xµ∂ν − xν∂µ)ϕ(x). (2.228)

2.6 复标量场 ϕ(x)可以按 (2.182)式分解为两个实标量场 ϕ1(x)和 ϕ2(x)的线性组合。设 ϕ1(x)

和 ϕ2(x) 的平面波展开式为

ϕ1(x) =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

(
cpe−ip·x + c†peip·x) , (2.229)

ϕ2(x) =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

(
dpe−ip·x + d†peip·x) . (2.230)

(a) 推导复标量场平面波展开式 (2.187)和 (2.189)中使用的产生湮灭算符 (ap, a
†
p, bp, b

†
p)与

实标量场产生湮灭算符 (cp, c
†
p, dp, d

†
p) 之间的关系。

(b) 根据上述关系及对易关系

[cp, c
†
q] = (2π)3δ(3)(p− q), [dp, d

†
q] = (2π)3δ(3)(p− q),

[cp, cq] = [c†p, c
†
q] = [dp, dq] = [d†p, d

†
q] = 0, (2.231)

[cp, dq] = [c†p, d
†
q] = [cp, d

†
q] = [c†p, dq] = 0,

验证 (ap, a
†
p, bp, b

†
p) 满足对易关系 (2.193)。

2.7 复标量场 ϕ(x) 的守恒荷算符 Q 可以用产生湮灭算符表达成 (2.212) 式。

(a) 证明
[Q, ϕ] = −qϕ, [Q, ϕ†] = qϕ†. (2.232)

(b) 设 |Q′⟩ 是 Q 的本征态，本征值为 Q′，即 Q |Q′⟩ = Q′ |Q′⟩。论证 ϕ |Q′⟩ 和 ϕ† |Q′⟩ 的
Q 本征值分别为 Q′ − q 和 Q′ + q。

2.8 对于复标量场 ϕ(x)，真空态 |0⟩ 满足 ap |0⟩ = bp |0⟩ = 0 和 ⟨0|0⟩ = 1，引入动量为 p 的正
标量玻色子态 |p+⟩ ≡

√
2Ep a

†
p |0⟩ 和反标量玻色子态 |p−⟩ ≡

√
2Ep b

†
p |0⟩。

(a) 求内积 ⟨q+|p+⟩、⟨q−|p−⟩ 和 ⟨q−|p+⟩。
(b) 求 ⟨0|ϕ(x) |p+⟩、⟨0|ϕ†(x) |p−⟩、⟨p+|ϕ†(x) |0⟩ 和 ⟨p−|ϕ(x) |0⟩。
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(c) 根据守恒荷算符 Q 的表达式 (2.212)，推出

Q
∣∣p+
〉
= (Qvac + q)

∣∣p+
〉
, Q

∣∣p−〉 = (Qvac − q)
∣∣p−〉 , (2.233)

其中
Qvac ≡ −(2π)3δ(3)(0)

∫ d3p

(2π)3
q . (2.234)

2.9 根据复标量场守恒荷算符 Q 和哈密顿量算符 H 的表达式 (2.212) 和 (2.215)，证明

[H,Q] = 0. (2.235)

2.10 依照 (2.182) 式将复标量场 ϕ(x) 分解为实标量场 ϕ1(x) 和 ϕ2(x) 的线性组合。

(a) 论证复标量场的 U(1) 整体变换 (2.208) 等价于实标量场的整体变换(
ϕ′
1(x)

ϕ′
2(x)

)
=

(
cos qθ − sin qθ
sin qθ cos qθ

)(
ϕ1(x)

ϕ2(x)

)
. (2.236)

将 (
ϕ1 ϕ2

)T 看作一个二维线性空间中的矢量，则上式是此空间中的一个 SO(2) 整体
变换，即转动角为 qθ 的二维旋转变换。

(b) 证明以 (2.183) 式表达的拉氏量

L =
1

2
(∂µϕ1)∂µϕ1 −

1

2
m2ϕ2

1 +
1

2
(∂µϕ2)∂µϕ2 −

1

2
m2ϕ2

2 (2.237)

在上述 SO(2) 整体变换下不变。

可见，自由复标量场的 U(1) 整体对称性等价于两个自由实标量场的 SO(2) 整体对称性。
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第 3 章 Poincaré 对称性与粒子态

本章讨论相对论性量子理论必须满足的 Poincaré对称性。我们将首先研究量子 Poincaré变
换，相关讨论会涉及到量子 Lorentz变换、Lorentz代数和 Poincaré代数。Lorentz代数与 Lorentz
群的表示理论密切相关，而后者对于深入理解各种量子场是必要的知识。在量子理论中，粒子由
Hilbert空间中的态矢描述，相对论性的粒子运动与量子 Poincaré变换对态矢的作用有关，由此
可以为单粒子态分类。

3.1 量子 Poincaré 变换
1.7.2 小节提到，时空坐标的 Poincaré 变换 (Λ, a) 为

x′µ = Λµνx
ν + aµ, (3.1)

它是 Lorentz 变换 Λ 和时空平移变换 a 的组合。如果量子系统具有 Poincaré 对称性，即同
时具有 Lorentz 对称性和时空平移对称性，那么相应的 Poincaré 变换 (Λ, a) 在物理 Hilbert 空
间中诱导出态矢 |Ψ⟩ 的线性幺正变换

|Ψ′⟩ = U(Λ, a) |Ψ⟩ , (3.2)

其中 Λ 为固有保时向 Lorentz 变换，而 U(Λ, a) 是一个线性幺正算符，描述量子 Poincaré 变
换，满足

U †(Λ, a)U(Λ, a) = U(Λ, a)U †(Λ, a) = I, U−1(Λ, a) = U †(Λ, a), (3.3)

且 U(1, 0) = I 是恒等算符。U(Λ, a) 的幺正性 (unitarity) 保证态矢的内积在量子 Poincaré 变换
下不变，

⟨Ψ′|Ψ′⟩ = ⟨Ψ|U †(Λ, a)U(Λ, a) |Ψ⟩ = ⟨Ψ|Ψ⟩ . (3.4)

aµ = 0 对应于 Lorentz 变换，因此
U(Λ) ≡ U(Λ, 0) (3.5)

描述量子 Lorentz 变换，满足 U−1(Λ) = U †(Λ)。U(1, a) 则描述量子时空平移变换。
对时空坐标先作 Poincaré 变换 (Λ1, a1)，得到 x′µ = (Λ1)

µ
νx

ν + aµ1，再作 Poincaré 变换
(Λ2, a2)，推出

x′′µ = (Λ2)
µ
νx

′ν + aµ2 = (Λ2)
µ
ν [(Λ1)

ν
ρx

ρ + aν1] + aµ2 = (Λ2Λ1)
µ
νx

ν + (Λ2)
µ
νa

ν
1 + aµ2 . (3.6)

73
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这相当于作 Poincaré 变换 (Λ2Λ1,Λ2a1 + a2)，而 Poincaré 对称性的存在意味着同态关系

U(Λ2, a2)U(Λ1, a1) = U(Λ2Λ1,Λ2a1 + a2), U(Λ2)U(Λ1) = U(Λ2Λ1). (3.7)

将 U(Λ, a)视作无限维矩阵，则集合 {U(Λ, a)}和 {U(Λ)}分别构成 Poincaré群和 Lorentz群的
无限维幺正线性表示1。从而，由

U−1(Λ, a)U(Λ, a) = I = U(1, 0) = U(Λ−1Λ,Λ−1a− Λ−1a) = U(Λ−1,−Λ−1a)U(Λ, a) (3.8)

得到逆变换算符
U−1(Λ, a) = U(Λ−1,−Λ−1a), U−1(Λ) = U(Λ−1). (3.9)

无穷小 Lorentz变换 (1.218)的矩阵形式是 Λ = 1+ω，无穷小时空平移变换表达为 aµ = εµ，
其中 ω 和 εµ 是无穷小量。从而，无穷小 Poincaré 变换 (1 + ω, ε) 诱导的无穷小幺正算符为

U(1 + ω, ε) = I+ ωµν
∂U(Λ, a)

∂ωµν

∣∣∣∣
ωµν=εµ=0

+ εµ
∂U(Λ, a)

∂εµ

∣∣∣∣
ωµν=εµ=0

= I− i
2
ωµνJ

µν + iεµP µ,

(3.10)

这是在 (ωµν , εµ) = (0, 0) 附近对 U(Λ, a) 作 Taylor 级数，只展开到 ωµν 和 εµ 的一阶项，而

Jµν ≡ 2i ∂U(Λ, a)
∂ωµν

∣∣∣∣
ωµν=εµ=0

和 P µ ≡ −i ∂U(Λ, a)
∂εµ

∣∣∣∣
ωµν=εµ=0

(3.11)

分别是量子 Lorentz 变换和量子时空平移变换的生成元算符。根据 1.7.3 小节的讨论，实参数
ωµν 是反对称的，因而 Jµν 也是反对称的，

Jµν = −Jνµ. (3.12)

于是，Jµν 有 6 个独立分量，而 P µ 有 4 个独立分量。由 U(1 + ω, ε) 的幺正性推出

I = U †(1 + ω, ε)U(1 + ω, ε) =

[
I+

i
2
ωµν(J

µν)† − iεµ(P µ)†
] [

I− i
2
ωµνJ

µν + iεµP µ

]
= I+

i
2
ωµν [(J

µν)† − Jµν ]− iεµ[(P µ)† − P µ], (3.13)

最后一步忽略了 ωµν 和 εµ 的二阶项。可见，Jµν 和 P µ 的所有分量都是厄米算符，

(Jµν)† = Jµν , (P µ)† = P µ. (3.14)

根据逆变换表达式 (3.9) 和同态关系 (3.7)，有

U−1(Λ, a)U(1 + ω, ε)U(Λ, a) = U(Λ−1,−Λ−1a)U [(1 + ω)Λ, (1 + ω)a+ ε]

1由于 Poincaré 群和 Lorentz 群的群空间都不是紧致的，它们不具备有限维幺正表示，它们的幺正表示必须是
无限维的。
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= U{Λ−1(1 + ω)Λ,Λ−1[(1 + ω)a+ ε]− Λ−1a}

= U(1 + Λ−1ωΛ,Λ−1ωa+ Λ−1ε). (3.15)

对上式左边和最后一步分别展开，得

U−1(Λ, a)U(1 + ω, ε)U(Λ, a) = U−1(Λ, a)

(
I− i

2
ωµνJ

µν + iεµP µ

)
U(Λ, a)

= I− i
2
ωµνU

−1(Λ, a)JµνU(Λ, a) + iεµU−1(Λ, a)P µU(Λ, a), (3.16)

U(1 + Λ−1ωΛ,Λ−1ωa+ Λ−1ε) = I− i
2
(Λ−1ωΛ)µνJ

µν + i(Λ−1ωa+ Λ−1ε)µP
µ. (3.17)

利用 (Λ−1)αβ = gασgβρΛ
ρ
σ，有

(Λ−1ωΛ)µνJ
µν = gµα(Λ

−1ωΛ)ανJ
µν = gµα(Λ

−1)αβω
β
γΛ

γ
νJ

µν

= gµαg
ασgβρΛ

ρ
σω

β
γΛ

γ
νJ

µν = ΛρµωργΛ
γ
νJ

µν = ωµνΛ
µ
ρΛ

ν
σJ

ρσ, (3.18)

(Λ−1ωa+ Λ−1ε)µP
µ = gµν(Λ

−1)νρ(ω
ρ
σa

σP µ + ερP µ) = gµνg
νβgραΛ

α
β(ω

ρ
σa

σP µ + ερP µ)

= δβµΛ
α
β(ωασa

σP µ + εαP
µ) = ωασΛ

α
µa

σP µ + εαΛ
α
µP

µ

=
1

2
(ωµνΛ

µ
ρa
νP ρ + ωνµΛ

ν
ρa
µP ρ) + εµΛ

µ
νP

ν

=
1

2
ωµν(Λ

µ
ρa
νP ρ − Λνρa

µP ρ) + εµΛ
µ
νP

ν , (3.19)

代入 (3.17) 式，得

U(1+Λ−1ωΛ,Λ−1ωa+Λ−1ε) = I− i
2
ωµν(Λ

µ
ρΛ

ν
σJ

ρσ−Λµρa
νP ρ+Λνρa

µP ρ)+ iεµΛµνP ν . (3.20)

与 (3.16) 式比较，由 ωµν 和 εµ 的任意性推出

U−1(Λ, a)JµνU(Λ, a) = ΛµρΛ
ν
σJ

ρσ − Λµρa
νP ρ + Λνρa

µP ρ, (3.21)

U−1(Λ, a)P µU(Λ, a) = ΛµνP
ν . (3.22)

注意，(3.21) 式右边是对 µ 和 ν 指标反对称的：

ΛµρΛ
ν
σJ

ρσ − Λµρa
νP ρ + Λνρa

µP ρ = ΛµσΛ
ν
ρJ

σρ − Λµρa
νP ρ + Λνρa

µP ρ

= −(ΛνρΛµσJρσ − Λνρa
µP ρ + Λµρa

νP ρ). (3.23)

这样的反对称性与 (3.21) 式左边相同，否则等式不能成立。这是我们在 (3.19) 式最后两步中利
用指标更换和 ωµν 的反对称性进行改写的原因。

取 aµ = 0，得

U−1(Λ)JµνU(Λ) = ΛµρΛ
ν
σJ

ρσ, (3.24)

U−1(Λ)P µU(Λ) = ΛµνP
ν . (3.25)
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因此，生成元算符 Jµν 和 P µ 在 |Ψ′⟩ = U(Λ) |Ψ⟩ 中的期待值与它们在 |Ψ⟩ 中的期待值之间的关
系为

⟨Ψ′| Jµν |Ψ′⟩ = ⟨Ψ|U−1(Λ)JµνU(Λ) |Ψ⟩ = ΛµρΛ
ν
σ ⟨Ψ| Jρσ |Ψ⟩ , (3.26)

⟨Ψ′|P µ |Ψ′⟩ = ⟨Ψ|U−1(Λ)P µU(Λ) |Ψ⟩ = Λµν ⟨Ψ|P ν |Ψ⟩ . (3.27)

以上两式符合 Lorentz 张量的变换规则 (1.96)，可见 ⟨Ψ| Jµν |Ψ⟩ 和 ⟨Ψ|P µ |Ψ⟩ 分别是 2 阶
Lorentz 张量和 Lorentz 矢量。可将 U−1(Λ)JµνU(Λ) 和 U−1(Λ)P µU(Λ) 分别看作由态矢的量子
Lorentz 变换诱导出来的 Jµν 和 P µ 算符的 Lorentz 变换，

J ′µν ≡ U−1(Λ)JµνU(Λ) = ΛµρΛ
ν
σJ

ρσ, P ′µ ≡ U−1(Λ)P µU(Λ) = ΛµνP
ν . (3.28)

这表明 Jµν 是一个 2 阶 Lorentz 张量，而 P µ 是一个 Lorentz 矢量。

3.2 Lorentz 代数和 Poincaré 代数
下面研究 (3.21) 式。考虑无穷小 Poincaré 变换 (3.10)，忽略二阶小量，(3.21) 式左边化为

U−1(1 + ω, ε)JµνU(1 + ω, ε) =

(
I+

i
2
ωγδJ

γδ − iεγP γ

)
Jµν

(
I− i

2
ωαβJ

αβ + iεαPα

)
= Jµν − i

2
ωαβJ

µνJαβ +
i
2
ωγδJ

γδJµν + iεαJµνPα − iεγP γJµν

= Jµν − i
2
ωρσ[J

µν , Jρσ] + iερ[Jµν , P ρ]. (3.29)

(3.21) 式右边第一项变成

(1 + ω)µρ(1 + ω)νσJ
ρσ = (δµρ + ωµρ)(δ

ν
σ + ωνσ)J

ρσ = δµρδ
ν
σJ

ρσ + δµρω
ν
σJ

ρσ + ωµρδ
ν
σJ

ρσ

= Jµν + ωνσJ
µσ + ωµρJ

ρν = Jµν + ωρσg
νρJµσ + ωσρg

µσJρν

= Jµν + ωρσ(g
νρJµσ + gµσJνρ)

= Jµν +
1

2
ωρσ(g

νρJµσ + gµσJνρ) +
1

2
ωσρ(g

νσJµρ + gµρJνσ)

= Jµν +
1

2
ωρσ(g

νρJµσ + gµσJνρ − gνσJµρ − gµρJνσ), (3.30)

第五、七步用到 Jµν 和 ωµν 的反对称性。(3.21) 式右边第二、三项化为

−(1 + ω)µρε
νP ρ + (1 + ω)νρε

µP ρ = −(δµρ + ωµρ)ε
νP ρ + (δνρ + ωνρ)ε

µP ρ = −ενP µ + εµP ν

= −ερ(gνρP µ − gµρP ν). (3.31)

比较上面三式，由 ωρσ 和 ερ 的任意性推出生成元算符 Jµν 和 Jρσ 的对易关系

[Jµν , Jρσ] = i(gνρJµσ − gµρJνσ − gνσJµρ + gµσJνρ)

= i[gνρJµσ − (µ↔ ν)]− (ρ↔ σ),
(3.32)
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GB2 .®-�r¬¯
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图 3.1: Lie 群和 Lie 代数的几何意义。

以及 Jµν 和 P ρ 的对易关系

[Jµν , P ρ] = i(gνρP µ − gµρP ν). (3.33)

在 (3.32) 式第二行中，(µ↔ ν) 表示将前面的项 gνρJµσ 的指标 µ 和 ν 对调，得到 gµρJνσ；
同理，(ρ↔ σ)表示将前面的项 i(gνρJµσ−gµρJνσ)的指标 ρ和 σ 对调，得到 i(gνσJµρ−gµσJνρ)。
注意，(3.32) 式右边既关于 µ 和 ν 反对称，也关于 ρ 和 σ 反对称，而且关于 (µ, ν) 和 (ρ, σ) 反
对称，这样的反对称性与等式左边一致。以生成元 Jµν 的 6 个独立分量作为基底张成线性空间，
空间中的任意矢量是 Jµν 的线性组合，用对易关系 (3.32) 定义矢量乘法，则任意矢量乘积仍是
此空间中的矢量，即乘法运算是封闭的，称此线性空间为 Lorentz 代数 (algebra)。

Lie 群是一类特殊的连续群，n 维 Lie 群的群空间由 n 个独立的连续实参数 θa (a =

1, 2 · · · , n) 描述，具有 n 维微分流形的结构。O(N) 和 SO(N) 是 N(N − 1)/2 维 Lie 群，U(N)

是 N2 维 Lie 群，SU(N) 是 N2 − 1 维 Lie 群。对于 n 维 Lie 群的一个 m 维线性表示，在单位
矩阵 1 附近，无穷小变换对应的表示矩阵可展开为

1 + iθata +O(θaθb), (3.34)

其中 ta 是 n 个独立的 m 阶生成元矩阵。这些生成元满足对易关系

[ta, tb] = ifabctc, a, b, c = 1, 2 · · · , n, (3.35)

其中 fabc 是一组实数，称为结构常数 (structure constant)，满足 fabc = −f bac。不同维的线性
表示具有不同阶的生成元矩阵。不过，同一个 Lie 群所有非平庸线性表示的结构常数都是一样
的，它们描述 Lie 群的局域性质。如果一个 Lie 群是 Abel 群，则结构常数都是零。生成元的对
易子也称为 Lie 括号，是一种乘法运算。以生成元为基底张成的线性空间对 Lie 括号运算是封
闭的，构成代数，称为 Lie 代数。Lie 代数刻画 Lie 群在恒元附近的局域结构，对应着微分流形
在恒元处的切空间，如图 3.1 所示。

Lorentz 群是一个 6 维 Lie 群，它对应的 Lie 代数就是 Lorentz 代数。Lorentz 群任何线性
表示的生成元都要满足相同形式的 Lorentz 代数关系 (3.32)。反过来，通过构造满足 (3.32) 式
的生成元矩阵，就可以得到 Lorentz 群的线性表示。
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我们可以把算符 Jµν 的 6 个独立分量组合成 2 个三维矢量算符

J i ≡ 1

2
εijkJ jk, K i ≡ J0i, (3.36)

即
J = (J23, J31, J12), K = (J01, J02, J03). (3.37)

纯空间部分的生成元 J i 与 J j 的对易关系为

[J i, J j] =
1

4
εiklεjmn[Jkl, Jmn] =

i
4
εiklεjmn{[glmJkn − (k ↔ l)]− (m↔ n)}

=
i
2
εiklεjmn[glmJkn − (k ↔ l)] = iεiklεjmnglmJkn = −iεiklεjlnJkn

= iεiklεjnlJkn = i(δijδkn − δinδkj)Jkn = −iJ ji = iJ ij, (3.38)

第三、四步用到三维 Levi-Civita符号的反对称性，而倒数第三步用到 (1.118)式。由 J23 = J1 =

ε231J1、J31 = J2 = ε312J2 和 J12 = J3 = ε123J3 归纳出

J ij = εijkJk, (3.39)

从而得到
[J i, J j] = iεijkJk. (3.40)

引入 2 个三维矢量
θi ≡ −1

2
εijkωjk, ξi ≡ −ω0i, (3.41)

即
θ = (−ω23,−ω31,−ω12), ξ = (−ω01,−ω02,−ω03), (3.42)

这里 θ3 = −ω12 是 (1.222) 式中绕 z 轴转动的角度 θ，而 ξ1 = −ω01 是 (1.226) 式中沿 x 轴增
速的快度 ξ。此外，θ1 = −ω23 和 θ2 = −ω31 分别是绕 x 轴和 y 轴转动的角度，ξ2 = −ω02 和
ξ3 = −ω03 分别沿 y 轴和 z 轴增速的快度。从而，无穷小量子 Lorentz 变换化为

U(1 + ω) = I− i
2
ωµνJ

µν = I− iω23J
23 − iω31J

31 − iω12J
12 − iω01J

01 − iω02J
02 − iω03J

03

= I+ iθ · J + i ξ ·K. (3.43)

对于绕 z 轴的旋转变换 Rz(θ
3)，θ1 = θ2 = ξi = 0，而 θ3 取有限值，上式意味着 U [Rz(θ

3)] =

I+ iθ3J3 +O[(θ3)2]，故
dU [Rz(θ

3)]

dθ3

∣∣∣∣
θ3=0

= iJ3, (3.44)

满足上式和 U [Rz(0)] = I 的量子旋转变换是

U [Rz(θ
3)] = exp(iθ3J3). (3.45)
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下面推导一个有用的公式。若两个算符 A 和 B 相互对易，即 [A,B] = 0，则二项式定理给
出

(A+B)n =
n∑
j=0

n!

j!(n− j)!
AjBn−j. (3.46)

阶乘的定义可以推广到负整数：对于整数 m < 0，定义

m!→∞, 1

m!
→ 0. (3.47)

从而，对于 j > n，有 [(n− j)!]−1 → 0。这样一来，我们可以将 (3.46) 式右边的级数化成无穷
级数，

(A+B)n =
∞∑
j=0

n!

j!(n− j)!
AjBn−j. (3.48)

由此推出

eA+B =
∞∑
n=0

1

n!
(A+B)n =

∞∑
n=0

1

n!

∞∑
j=0

n!

j!(n− j)!
AjBn−j =

∞∑
j=0

Aj

j!

[
∞∑
n=0

Bn−j

(n− j)!

]
, (3.49)

即
eA+B = eAeB 对 [A,B] = 0 成立。 (3.50)

值得注意的是，上式不仅对相互对易的算符成立，也对相互对易的同阶方阵成立。
现在考虑对态矢相继作两次绕 z 轴的量子旋转变换，由 [J3, J3] = 0 推出

U [Rz(θ̃
3)]U [Rz(θ

3)] = exp(iθ̃3J3) exp(iθ3J3) = exp[i(θ3 + θ̃3)J3] = U [Rz(θ
3 + θ̃3)]. (3.51)

上式表明，绕着 z 轴先转动 θ3 角，再转动 θ̃3 角，就相当于绕着 z 轴直接转动角度 θ3 + θ̃3。这
样的结果是正确的，因而将量子旋转变换表达成指数形式 (3.45) 是合理的。

1.7.3 小节提到，空间旋转对称性对应着角动量守恒定律，因而 J3 就是总角动量算符在 z

轴上的分量。同理，J1 和 J2 分别是总角动量算符在 x轴和 y 轴上的分量。也就是说，生成元算
符 J 就是总角动量算符。空间旋转群 SO(3) 是固有保时向 Lorentz 群在纯空间部分的子群，总
角动量算符 J 是量子空间旋转变换的生成元算符，而 (3.40) 式是 3 维 Lie 群 SO(3) 的 Lie 代数
关系，相应的结构常数是 Levi-Civita 符号 εijk。

SO(3) 群与 3 维 Lie 群 SU(2) 有着紧密的联系。在 SU(2) 群的基础表示中，3 个生成元矩
阵表达为

τ i ≡ σi

2
, (3.52)

其中 σi 是 3 个 2× 2 的 Pauli 矩阵，

σ1 ≡

(
1

1

)
, σ2 ≡

(
−i

i

)
, σ3 ≡

(
1

−1

)
. (3.53)
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图 3.2: 曲线连续形变示意图。

它们都是既厄米又幺正的，
(σi)−1 = (σi)† = σi. (3.54)

Pauli 矩阵的两两乘积为

(σ1)2 = (σ2)2 = (σ3)2 = 1,

σ1σ2 = iσ3, σ2σ3 = iσ1, σ3σ1 = iσ2, (3.55)

σ2σ1 = −iσ3, σ3σ2 = −iσ1, σ1σ3 = −iσ2.

归纳起来，有
σiσj = δij + iεijkσk, (3.56)

右边第一项省略了 2× 2 单位矩阵 1。从而推出

[σi, σj] = iεijkσk − iεjikσk = 2iεijkσk, (3.57)

{σi, σj} ≡ σiσj + σjσi = 2δij + iεijkσk + iεjikσk = 2δij. (3.58)

于是，SU(2) 生成元 τ i 的对易关系为

[τ i, τ j] =
1

4
[σi, σj] =

i
2
εijkσk = iεijkτ k. (3.59)

与 (3.40) 式比较发现，SU(2) 群的 Lie 代数关系与 SO(3) 群完全一致，这意味着 SU(2) 群在恒
元附近的局域性质与 SO(3) 群一样。

但是，SU(2) 群的整体拓扑性质与 SO(3) 群不一样。SU(2) 和 SO(3) 的群空间都是连通的，
根据 1.3 节的说法，它们都是简单 Lie 群。更仔细地讲，SU(2) 的群空间是单连通的，连接群空
间中两点的任意两条曲线可以连续地形变成彼此，等价地，群空间内任意一条闭合曲线可以连
续地收缩为一点，如图 3.2 所示。SO(3) 的群空间是双连通的，即连通度为 2，连接群空间中两
点的曲线分成 2 类，同一类曲线能够连续地变化成彼此，不同类曲线则不能；相应地，闭合曲
线也分为 2 类，有一类能连续收缩成一点，另一类不能。
图 3.3 表示 SO(3) 的群空间，它是半径为 π 的球体，每一点的两个角度坐标代表转动轴的

方向，径向坐标代表绕轴转动的角度。绕某个轴转动 π 角与绕方向相反的另一个轴转动 π 角这
两个旋转变换是一样的，这体现在图 3.4 中。因此，球面上直径两端的点对应于同一个群元，这
样的点称为对径点。如图 3.5 中左图所示，如果一条闭合曲线上的点都不在球面上，那么曲线
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π

图 3.3: SO(3) 群空间示意图。

π

⇔

π

图 3.4: 一组对径点对应的等价旋转变换。

R

W1

W2W1

R
W2W1

W1

图 3.5: SO(3) 群空间中的两类闭合曲线，小空心圆代表两个对径点。左图中的闭合曲线可以通
过连续形变收缩成一点。右图中的闭合曲线在对径点处发生跳跃，不能连续收缩成一点。

可以连续收缩成一点。如图 3.5 中右图所示，如果一条闭合曲线通过球面上的某个点跳跃到它
的对径点以形成闭合路径，那么对曲线进行连续形变时，参与跳跃的两个对径点只能成对地在
球面上移动，不能通过连续形变消除这种跳跃，于是曲线不能连续收缩成一点2。

另一方面，SU(2) 的群空间是半径为 2π 的球体，球面上所有的点都对应于群元 −1，见习
题 3.3 和 3.5。即使一条闭合曲线包含两个在球面上跳跃的点，在连续形变时这两个点可以在球
面上自由移动，从而合成一个点，消除跳跃，因此任意闭合曲线能够连续收缩为一点，即连通
度为 1。
数学上可以证明，如果简单 Lie 群 G 的群空间是 n 度连通的 (n > 1)，那么必然存在一个

单连通的简单 Lie 群 G′ 与之同态，G′ ∼ G，同态对应关系为 n : 1，即 G′ 中的 n 个元素对应
于 G 中的 1 个元素。此时称 G′ 为 G 的覆盖群 (covering group)，如图 3.6 所示。G′ 的忠实表
示是 G 的 n 值表示，G′ 与 G 具有相同的 Lie 代数。1.4 小节提到，在群的线性表示中，群元
与表示矩阵之间具有一对一或者多对一的对应关系。但是，在图 3.7 展示的 n 值表示中，群元
与表示矩阵之间具有 1 : n 的对应关系，因此 n 值表示不是线性表示。

SU(2)群与 SO(3)群具有一种 2 : 1的同态关系（见习题 3.4），即 SU(2) ∼ SO(3)，且 SU(2)

的两个群元同态地对应于 SO(3) 的一个群元。因此，SU(2) 是 SO(3) 的覆盖群，SU(2) 的忠实
表示是 SO(3) 的双值表示。

2相关演示动画见 https://www.bilibili.com/video/BV1Gv4y1t7yx?p=2。

https://www.bilibili.com/video/BV1Gv4y1t7yx?p=2
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图 3.6: 覆盖群示意图
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图 3.7: n 值表示

另一方面，K 是增速算符。J 与 K 的对易关系为

[J i, Kj] =
1

2
εikl[Jkl, J0j] =

i
2
εikl{[gl0Jkj − (k ↔ l)]− (0↔ j)}

= iεikl[gl0Jkj − (0↔ j)] = iεikl(gl0Jkj − gljJk0) = −iεiklgljJk0

= iεikjJk0 = iεijkJ0k = iεijkKk, (3.60)

而 K 自身的对易关系为

[Ki, Kj] = [J0i, J0j] = i(gi0J0j − g00J ij − gijJ00 + g0jJ i0) = −iJ ij = −iεijkJk. (3.61)

归纳起来，有

[J i, J j] = iεijkJk, [J i, Kj] = iεijkKk, [Ki, Kj] = −iεijkJk. (3.62)

这是 Lorentz 代数关系 (3.32) 的另一种表达方式，具有 (3.35) 式的形式。可见，三个生成元 J i

自己就可以构成封闭的代数，而三个生成元 Ki 不能。
下面研究 (3.22) 式。考虑无穷小 Poincaré 变换 (3.10)，忽略二阶小量，(3.22) 式左边化为

U−1(1 + ω, ε)P µU(1 + ω, ε) =

(
I+

i
2
ωγδJ

γδ − iεγP γ

)
P µ

(
I− i

2
ωαβJ

αβ + iεαPα

)
= P µ − i

2
ωαβP

µJαβ +
i
2
ωγδJ

γδP µ + iεαP µPα − iεγP γP µ

= P µ − i
2
ωρσ[P

µ, Jρσ] + iεν [P µ, P ν ], (3.63)

(3.22) 式右边变成

(1 + ω)µνP
ν = P µ + ωµνP

ν = P µ + ωρσg
µρP σ = P µ +

1

2
ωρσ(g

µρP σ − gµσP ρ). (3.64)

两相比较，由 ωµν 和 εµ 的任意性推出生成元算符的对易关系

[P µ, Jρσ] = i(gµρP σ − gµσP ρ) (3.65)

和
[P µ, P ν ] = 0. (3.66)
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这里第一个对易关系等价于 (3.33) 式。以生成元 Jµν 和 P µ 的 10 个独立分量作为基底张成线
性空间，用对易关系 (3.32)、(3.65) 和 (3.66) 定义矢量乘法，就构成了 Poincaré 代数，这是
10 维 Poincaré 群的 Lie 代数。Lorentz 代数是 Poincaré 代数的子代数。
令 H ≡ P 0，则 P µ = (H,P)，进一步推出

[P i, J j] =
1

2
εjkl[P i, Jkl] =

i
2
εjkl(gikP l − gilP k) =

i
2
(−εjilP l + εjkiP k) = iεijkP k, (3.67)

[P i, Kj] = [P i, J0j] = i(gi0P j − gijP 0) = iδijH, (3.68)

[H,K i] = [P 0, J0i] = i(g00P i − g0iP 0) = iP i, (3.69)

[H, J i] =
1

2
εijk[P 0, J jk] =

i
2
εijk(g0jP k − g0kP j) = 0. (3.70)

整理一下，有

[P i, J j] = iεijkP k, [P i, Kj] = iδijH, [H,K i] = iP i, (3.71)

[H, J i] = [H,P i] = [P i, P j] = 0. (3.72)

(3.62)、(3.71) 和 (3.72) 式是 Poincaré 代数关系的另一种表达方式。
当 ωµν = 0 而 aµ = (t∗, 0) 时，(3.11) 式意味着

dU(1, a)
dt∗

∣∣∣∣
t∗=0

= iH. (3.73)

满足上式和 U(1, 0) = I 的量子时间平移变换是

U(1, a) = exp(iHt∗), (3.74)

它的作用是将态矢从 t 时刻平移到 t′ = t+ t∗ 时刻。1.7.2 小节提到，时间平移对称性对应着能
量守恒定律，因而生成元算符 H 就是哈密顿量算符。

当 ωµν = 0 而 aµ = (0, x∗) 时，(3.11) 式表明
∂U(1, a)
∂xi∗

∣∣∣∣
x∗=0

= −iP i, (3.75)

注意到 [P i, P j] = 0，满足上式和 U(1, 0) = I 的量子空间平移变换表达为

U(1, a) = exp(−iP 1x1∗) exp(−iP 2x2∗) exp(−iP 3x3∗) = exp(−i P · x∗). (3.76)

第二步用到 (3.50) 式。它的作用是将态矢从 x 位置平移到 x′ = x + x∗ 位置，空间平移对称性
对应着动量守恒定律，因此生成元算符 P 就是动量算符。从而，P µ = (H,P) 是四维动量算符。
在量子力学中，与哈密顿量对易的不含时力学量是守恒量，于是，[H,P] = [H, J] = 0 意味着动
量和总角动量都是守恒量。

由于 [H,P] = 0，一般的量子时空平移变换可表达为

U(1, a) = exp(iHt∗) exp(−i P · x∗) = exp(iP µaµ), (3.77)
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满足
∂U(1, a)
∂aµ

∣∣∣∣
aµ=0

= iP µ. (3.78)

考虑时空平移变换 x′µ = xµ + aµ 对一般场算符 Φa(x) 的作用，与 (1.205) 式对应的算符表
达式为

Φ′
a(x

′) = U−1(1, a)Φa(x
′)U(1, a) = Φa(x). (3.79)

注意这里的相似变换类似于 (3.28) 式。上式等价于

Φa(x+ a) = U(1, a)Φa(x)U
−1(1, a) (3.80)

对于无穷小时空平移变换 x′µ = xµ + εµ，(3.10) 式给出

U(1, ε) = I+ iεµP µ, (3.81)

从而将 (3.80) 右边化为

U(1, a)Φa(x)U
−1(1, a) = (I+ iεµP µ)Φa(x)(I− iεµP µ) = Φa(x)− iεµΦa(x)P

µ + iεµP µΦa(x)

= Φa(x)− iεµ[Φa(x), P
µ], (3.82)

在 xµ 处将 (3.80) 左边展开到 εµ 的一阶项，得

Φa(x+ a) = Φa(x) + εµ∂
µΦa(x). (3.83)

两相比较，给出
[Φa(x), P

µ] = i∂µΦa(x). (3.84)

也就是说，一般场算符 Φa(x) 与四维动量算符 P µ 的对易子相当于将四维动量微分算符 i∂µ 作
用在 Φa(x) 上。取 µ = 0，得到

i ∂
∂t

Φa(x) = [Φa(x), H], (3.85)

这就是 Heisenberg 运动方程 (2.43)，可见它是时间平移对称性的推论。
对于实标量场 ϕ(x)，上式化为 [ϕ(x), P µ] = i∂µϕ(x)，这与 2.3.3 小节中 (2.129) 式相同，而

那里哈密顿量和总动量的定义遵循 1.7.2 小节中由 Noether 定理给出的表达式。也就是说，通
过 Noether 定理得出的哈密顿量和总动量与本章用量子 Poincaré 变换定义的哈密顿量算符 H

和动量算符 P 是一致的。可以验证，通过 Noether 定理得出的 Lorentz 对称性的守恒荷 (1.238)
与本章定义的生成元算符 Jµν 也是一致的，见 (4.25) 式及其讨论。
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3.3 粒子态
Poincaré群描述Minkowski时空的对称性。粒子在Minkowski时空中运动，不同种类的粒子

由质量、自旋和一些与内部对称性相关的量子数（如电荷、轻子数、重子数等）加以区分。本节讨论
如何通过 Poincaré对称性为粒子分类，我们将会得到以下结论。每个粒子具有一定的四维动量和
自旋分量的本征值，后者是表征自旋极化态的量子数。对粒子作空间旋转或 Lorentz增速变换时，
四维动量会发生变化，而自旋极化量子数有可能改变，变化方式由相应的 Lorentz变换决定，但
质量、自旋量子数和内部量子数不会改变。当 Λ = 1时，(3.22)式化为 U−1(1, a)P µU(1, a) = P µ，
因此四维动量算符 P µ 在量子时空平移变换下不变，从而内积 P 2 = P µPµ 也不变。另一方面，
P 2 还是 Lorentz 标量，于是它的本征值 p2 是 Poincaré 变换的不变量。对单个粒子而言，根据
质壳条件 (1.79)，p2 = m2，则这个不变量是粒子质量 m 的平方。
实际上，粒子态由 Poincaré群的不可约幺正表示描述，1939年 Eugene Wigner完成了这些

表示的分类工作 [13]。一个粒子可以用一组在量子 Poincaré 变换下相互转化的态矢 {|Ψσ(p
µ)⟩}

来定义，其中四维动量 pµ 是四维动量算符 P µ 在态矢 |Ψσ(p
µ)⟩ 上的本征值，

P µ |Ψσ(p
µ)⟩ = pµ |Ψσ(p

µ)⟩ , (3.86)

而指标 σ 表征其它相关自由度，通常取分立值。2.3.4 小节定义的标量场单粒子态 |p⟩ 就是这样
的态矢。

在量子时空平移变换 (3.77) 的作用下，单粒子态 |Ψσ(p
µ)⟩ 变换为

U(1, a) |Ψσ(p
µ)⟩ = eiPµaµ |Ψσ(p

µ)⟩ = eipµaµ |Ψσ(p
µ)⟩ , (3.87)

只出现相位上的改变。另一方面，用量子 Lorentz 变换 U(Λ) 作用得到单粒子态 U(Λ) |Ψσ(p
µ)⟩，

满足

P µU(Λ) |Ψσ(p
µ)⟩ = U(Λ)U−1(Λ)P µU(Λ) |Ψσ(p

µ)⟩ = ΛµνU(Λ)P
ν |Ψσ(p

µ)⟩

= Λµνp
νU(Λ) |Ψσ(p

µ)⟩ , (3.88)

第二步用到 (3.25) 式。因此，U(Λ) |Ψσ(p
µ)⟩ 的四维动量本征值为 Λµνp

ν，这意味着它必定是态
矢 |Ψσ′(Λµνp

ν)⟩ 的线性组合，即

U(Λ) |Ψσ(p
µ)⟩ =

∑
σ′

Cσ′σ(Λ, p) |Ψσ′(Λµνp
ν)⟩ . (3.89)

通过下面的方法可以得到系数 Cσ′σ(Λ, p) 的形式。
在固有保时向 Lorentz 变换下，pµ 的内积 p2 不变，p0 的符号也不会改变。它们是所有惯

性参考系的不变量。p2 的每个数值和 p0 的每种符号决定了一组四维动量 {pµ}，彼此之间由固
有保时向 Lorentz 变换联系着，可以选取一个标准四维动量 kµ ∈ {pµ}，使得

pµ = V µ
ν(p)k

ν , (3.90)
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其中 V µ
ν 是依赖于 pµ 的固有保时向 Lorentz 变换。从而，标准四维动量 kµ 代表了这组可用于

描述粒子的四维动量 {pµ}。可以将 {pµ} 中任意元素 pµ 对应的单粒子态 |Ψσ(p
µ)⟩ 定义为

|Ψσ(p
µ)⟩ ≡ N(p)U [V (p)] |Ψσ(k

µ)⟩ , (3.91)

其中 N(p) 是依赖于 pµ 的归一化因子。上式左右两边出现同一个指标 σ，实际上，这条式子规
定了指标 σ 与四维动量 pµ 之间的关系。

对这个单粒子态作量子 Lorentz 变换 U(Λ)，利用同态关系 (3.7) 和 (3.9) 式，得

U(Λ) |Ψσ(p
µ)⟩ = N(p)U [V (Λp)]U−1[V (Λp)]U(Λ)U [V (p)] |Ψσ(k

µ)⟩

= N(p)U [V (Λp)]U [V −1(Λp) ΛV (p)] |Ψσ(k
µ)⟩

= N(p)U [V (Λp)]U(W ) |Ψσ(k
µ)⟩ , (3.92)

其中，固有保时向 Lorentz 变换

W µ
ν = [V −1(Λp) ΛV (p)]µν (3.93)

先将 kµ 变换到 pµ，再变换到 (Λp)µ，最后变换回 kµ：

W µ
νk

ν = [V −1(Λp) ΛV (p)]µνk
ν = [V −1(Λp) Λ]µνp

ν = [V −1(Λp)]µν(Λp)
ν = kµ, (3.94)

即 W µ
ν 保持 kµ 不变。所有保持 kµ 不变的固有保时向 Lorentz 变换 {W µ

ν} 构成 Lorentz 群的
一个子群，称为标准动量 kµ 对应的小群 (little group)，类似于 (3.89) 式，有

U(W ) |Ψσ(k
µ)⟩ =

∑
σ′

Dσ′σ(W ) |Ψσ′(kµ)⟩ , (3.95)

其中 Dσ′σ(W ) 是线性组合系数。对于小群中任意两个变换 (W1)
µ
ν 和 (W2)

µ
ν，由上式推出∑

σ′

Dσ′σ(W2W1) |Ψσ′(kµ)⟩ = U(W2W1) |Ψσ(k
µ)⟩ = U(W2)U(W1) |Ψσ(k

µ)⟩

= U(W2)
∑
σ′′

Dσ′′σ(W1) |Ψσ′′(kµ)⟩ =
∑
σ′σ′′

Dσ′σ′′(W2)Dσ′′σ(W1) |Ψσ′(kµ)⟩ , (3.96)

从而得到同态关系
Dσ′σ(W2W1) =

∑
σ′′

Dσ′σ′′(W2)Dσ′′σ(W1). (3.97)

可见，矩阵集合 {D(W )} 构成这个小群的一个线性表示。
将 (3.95) 式代入 (3.92) 式，利用 (3.93) 式，得

U(Λ) |Ψσ(p
µ)⟩ = N(p)U [V (Λp)]

∑
σ′

Dσ′σ(W ) |Ψσ′(kµ)⟩

= N(p)
∑
σ′

Dσ′σ[V
−1(Λp)ΛV (p)]U [V (Λp)] |Ψσ′(kµ)⟩ . (3.98)
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根据定义式 (3.91)，有 |Ψσ′(Λµνp
ν)⟩ = N(Λp)U [V (Λp)] |Ψσ′(kµ)⟩，即

U [V (Λp)] |Ψσ′(kµ)⟩ = 1

N(Λp)
|Ψσ′(Λµνp

ν)⟩ , (3.99)

代入 (3.98) 式，得

U(Λ) |Ψσ(p
µ)⟩ = N(p)

N(Λp)

∑
σ′

Dσ′σ[V
−1(Λp)ΛV (p)] |Ψσ′(Λµνp

ν)⟩ . (3.100)

与 (3.89) 式比较，推出系数公式

Cσ′σ(Λ, p) =
N(p)

N(Λp)
Dσ′σ[V

−1(Λp)ΛV (p)]. (3.101)

标准四维动量 kµ 和相应的小群体现了单粒子态的特征，可以通过它们为单粒子态分类，物
理上遇到三种情况3。第一种情况是真空态，此时 pµ = (0, 0, 0, 0)，而标准四维动量也只能是
kµ = (0, 0, 0, 0)，它在任意 Lorentz变换下不变，相应的小群是固有保时向 Lorentz群 SO↑(1, 3)。
第二、三种情况分别是有质量和无质量的粒子态，在下面两个小节中详细讨论。

3.3.1 有质量的粒子
对于有质量的粒子，p2 = m2 且 p0 > 0，其中质量 m > 0。此时 pµ 是类时矢量，取标准四

维动量为 kµ = (m, 0, 0, 0)，沿任意方向的 Lorentz 增速变换会改变 kµ，任意空间旋转变换则保
持 kµ 不变，因此相应的小群是 SO(3)。

在量子力学中，归一化后的态矢仍然具有一定的任意性，态矢 |Ψ⟩ 与相差一个相位因子的
态矢 eiϕ |Ψ⟩ (ϕ 为实数) 描述相同的量子态。因此，一般地，量子 Lorentz 变换的同态关系
U(Λ2)U(Λ1) = U(Λ2Λ1) 应修正为

U(Λ2)U(Λ1) = eiφ(Λ2,Λ1)U(Λ2Λ1). (3.102)

若实相位 φ(Λ2,Λ1)不恒为零，则集合 {U(Λ)}不是 Lorentz群的线性表示，而是投影表示 (pro-
jective representation)。
对于任意小群变换 W1,W2 ∈ SO(3)，则有

U(W2)U(W1) = eiφ(W2,W1)U(W2W1). (3.103)

左右两边分别作用到态矢 |Ψσ(k
µ)⟩ 上，利用 (3.95) 式，得∑

σ′σ′′

Dσ′σ′′(W2)Dσ′′σ(W1) |Ψσ′(kµ)⟩ = eiφ(W2,W1)
∑
σ′

Dσ′σ(W2W1) |Ψσ′(kµ)⟩ , (3.104)

故 ∑
σ′′

Dσ′σ′′(W2)Dσ′′σ(W1) = eiφ(W2,W1)Dσ′σ(W2W1). (3.105)

3更详细的论证见参考书【 7】第 2 章。
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若 φ(W2,W1) 不恒为零，则矩阵集合 {D(W )} 构成小群 SO(3) 的投影表示。
这里遇到的投影表示就是 3.2 节提到的 n 值表示，它的存在意味着群空间的连通度 n > 1，

将这个群替换成它的单连通覆盖群，则相关的投影表示对应于覆盖群的线性表示。因此，应该
用覆盖群的不等价不可约线性表示为粒子态分类。
在 Lie 群的群空间中，每个点对应一个群元，由于群的封闭性，两个群元的乘积一定对应

于群空间中的某个点。从而，群空间中的一条曲线意味着一系列的群乘积，乘出来的群元所对
应的点连续地组合成这条曲线。考虑 SO(3) 群空间内一条闭合曲线，它从恒元出发，通过一系
列群乘积相继经过 W1 和 W2W1 两个点再回到恒元，根据 (3.103) 式，相应的量子变换是

U−1(W2W1)U(W2)U(W1) = eiφ(W2,W1) I. (3.106)

如图 3.5 中左图所示，若这条曲线能连续地收缩成恒元这一点，则连续性意味着

U−1(W2W1)U(W2)U(W1) = I, (3.107)

即 eiφ(W2,W1) = 1。如图 3.5 中右图所示，若这条曲线包含奇数次对径点跳跃，则不能连续收缩
成恒元一点，而 eiφ(W2,W1) 不一定等于 1。不过，如图 3.8 所示，重复走这条闭合曲线的路径两
次，则包含偶数次对径点跳跃，可通过连续形变消除这些跳跃，从而收缩成恒元一点4，故

[U−1(W2W1)U(W2)U(W1)]
2 = I. (3.108)

由此得到 U−1(W2W1)U(W2)U(W1) = ±I，即

U(W2)U(W1) = ±U(W2W1). (3.109)

可见，SO(3) 群的相位因子 eiφ(W2,W1) 可取 ±1。相位因子既能取 +1 又能取 −1 的情况对应于
双值表示。

SO(3) 群的覆盖群 SU(2) 是单连通的，群空间中任意经过恒元的闭合曲线都能收缩到恒元
一点处，因此相位因子等于 1，不具有投影表示。接下来讨论 SU(2) 群的线性表示，从而为质
量非零的单粒子态分类。

由于 SU(2) 群与 SO(3) 群具有相同的 Lie 代数关系，可将总角动量算符 J 看作 SU(2) 群
的生成元算符。用 J 构造一个 2 阶 Casimir 算符

J2 ≡ J iJ i = (J1)2 + (J2)2 + (J3)2. (3.110)

由 SU(2) 代数关系 (3.40) 和 εijk 的全反对称性推出

[J2, J i] = [J jJ j, J i] = J j[J j, J i] + [J j, J i]J j = iεjikJ jJk + iεjikJkJ j = i(εkji + εkij)J jJk = 0,

(3.111)

4相关演示动画见 https://www.bilibili.com/video/BV1Gv4y1t7yx?p=3。

https://www.bilibili.com/video/BV1Gv4y1t7yx?p=3
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R
W2W1

W1

图 3.8: 对闭合曲线连续形变以消除偶数次对径点跳跃并收缩成恒元一点示意图。第一幅图沿同
一闭合路径走了两遍。

即 J2 与所有生成元对易，这是 Casimir 算符的一般特征。因此，厄米算符 J2 与 J3 可以具有共
同本征态 |η, σ⟩，满足归一化关系 ⟨η, σ|η, σ⟩ = 1 和本征方程

J2 |η, σ⟩ = η |η, σ⟩ , J3 |η, σ⟩ = σ |η, σ⟩ , (3.112)

其中本征值 η 和 σ 是实数。
引入两个算符

J± ≡ J1 ± iJ2, (3.113)

它们满足 (J±)† = J∓ 和

[J2, J±] = 0, [J3, J±] = [J3, J1]± i[J3, J2] = iJ2 ± i(−iJ1) = iJ2 ± J1 = ±J±. (3.114)

从而推出

J2J± |η, σ⟩ = J±J2 |η, σ⟩ = ηJ± |η, σ⟩ , (3.115)

J3J± |η, σ⟩ = (J±J3 ± J±) |η, σ⟩ = (σ ± 1)J± |η, σ⟩ , (3.116)

即 J± |η, σ⟩ 的 J2 和 J3 本征值分别是 η 和 σ ± 1，因而可表达为

J± |η, σ⟩ = c±η,σ |η, σ ± 1⟩ , (3.117)

其中 c±η,σ 是归一化常数。这个结果表明，J+ 使 J3 本征值增加 1，是一个升算符；J− 使 J3 本
征值减少 1，是一个降算符。
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由于 Hilbert 空间中态矢的自我内积非负，利用本征方程 (3.112) 和 (3.110) 式推出

η − σ2 = ⟨η, σ| (η − σ2) |η, σ⟩ = ⟨η, σ| [J2 − (J3)2] |η, σ⟩ = ⟨η, σ| [(J1)2 + (J2)2] |η, σ⟩

= ⟨η, σ| (J1)†J1 |η, σ⟩+ ⟨η, σ| (J2)†J2 |η, σ⟩ ≥ 0, (3.118)

即 η ≥ σ2，故 η ≥ 0 且 −√η ≤ σ ≤ √η。这意味着 J3 的本征值 σ 具有最大值 σmax 和最小值
σmin，使得

J+ |η, σmax⟩ = 0, J− |η, σmin⟩ = 0. (3.119)

由于升降算符 J± 对 |η, σ⟩ 的每次作用使 σ 的值增加或减小 1，σ 的所有取值为

σmax, σmax − 1, · · · , σmin + 1, σmin, (3.120)

因而 σmax − σmin 是一个非负整数。
由 (3.110) 式和对易关系 (3.40) 推出

J∓J± = (J1 ∓ iJ2)(J1 ± iJ2) = (J1)2 + (J2)2 ± i[J1, J2] = J2 − (J3)2 ∓ J3, (3.121)

从而

0 = J−J+ |η, σmax⟩ = [J2 − (J3)2 − J3] |η, σmax⟩ = (η − σ2
max − σmax) |η, σmax⟩ , (3.122)

0 = J+J− |η, σmin⟩ = [J2 − (J3)2 + J3] |η, σmin⟩ = (η − σ2
min + σmin) |η, σmin⟩ , (3.123)

故
η = σmax(σmax + 1) = σmin(σmin − 1). (3.124)

将上式看作关于 σmin 的方程，第一个根 σmin = σmax + 1 不满足 σmin ≤ σmax，只能取第二个根

σmin = −σmax. (3.125)

令 j ≡ σmax，则 σmin = −j，而 2j = σmax − σmin ≥ 0 是一个整数。于是，j 的所有可能取值为

j = 0,
1

2
, 1,

3

2
, 2,

5

2
, · · · (3.126)

J2 的本征值是 η = j(j + 1)，j 称为角动量量子数。J3 的本征值 σ 称为磁量子数。对于固定的
j，σ 一共有 2j + 1 个取值，

σ = j, j − 1, · · · ,−j + 1,−j. (3.127)

将 J2 与 J3 的共同本征态改记为 |j, σ⟩，满足正交归一关系

⟨j, σ′|j, σ⟩ = δσ′σ, σ, σ′ = j, j − 1, · · · ,−j + 1,−j, (3.128)

完备性关系
j∑

σ=−j

|j, σ⟩ ⟨j, σ| = I, (3.129)
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本征方程
J2 |j, σ⟩ = j(j + 1) |j, σ⟩ , J3 |j, σ⟩ = σ |j, σ⟩ , (3.130)

以及
J± |j, σ⟩ = c±j,σ |j, σ ± 1⟩ . (3.131)

利用 (J±)† = J∓ 和 (3.121) 式推出

|c±j,σ|2 = ⟨j, σ ± 1| (c±j,σ)∗c±j,σ |j, σ ± 1⟩ = ⟨j, σ| J∓J± |j, σ⟩

= ⟨j, σ| (J2 − (J3)2 ∓ J3) |j, σ⟩ = j(j + 1)− σ2 ∓ σ = (j ∓ σ)(j ± σ + 1), (3.132)

从而
J± |j, σ⟩ = ζ±j,σ

√
(j ∓ σ)(j ± σ + 1) |j, σ ± 1⟩ , (3.133)

其中 ζ±j,σ 是模为 1的相位因子。上式给出 J+ |j, j⟩ = J− |j,−j⟩ = 0，符合 σmax = j 和 σmin = −j
的条件。特别地，这里将相位因子 ζ+j,σ 取为

ζ+j,σ =

−1, σ ≥ 0,

+1, σ < 0,
(3.134)

则

J+ |j, σ⟩ =

−
√

(j − σ)(j + σ + 1) |j, σ + 1⟩ , σ ≥ 0,√
(j − σ)(j + σ + 1) |j, σ + 1⟩ , σ < 0,

(3.135)

下面构造 SU(2) 群的 2j + 1 维线性表示，相应的生成元矩阵 τ i(j) 定义为

(τ i(j))σ′σ ≡ ⟨j, σ′| J i |j, σ⟩ . (3.136)

由于 J i 是厄米算符，有

(τ i(j))
∗
σσ′ = ⟨j, σ| J i |j, σ′⟩∗ = ⟨j, σ′| (J i)† |j, σ⟩ = ⟨j, σ′| J i |j, σ⟩ = (τ i(j))σ′σ, (3.137)

即 τ i(j) 是厄米矩阵，
(τ i(j))

† = τ i(j). (3.138)

由完备性关系 (3.129) 和 SU(2) 代数关系 (3.40) 推出

[τ i(j), τ
k
(j)]σ′σ =

∑
σ′′

[
⟨j, σ′| J i |j, σ′′⟩ ⟨j, σ′′| Jk |j, σ⟩ − ⟨j, σ′| Jk |j, σ′′⟩ ⟨j, σ′′| J i |j, σ⟩

]
= ⟨j, σ′| [J i, Jk] |j, σ⟩ = iεikl ⟨j, σ′| J l |j, σ⟩ = iεikl(τ l(j))σ′σ, (3.139)

可见，这样定义的生成元矩阵也满足 SU(2) 代数关系

[τ i(j), τ
k
(j)] = iεiklτ l(j). (3.140)
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引入 2j + 1 阶方阵 τ±(j)，定义为

(τ±(j))σ′σ ≡ ⟨j, σ′| J± |j, σ⟩ . (3.141)

由 (3.135) 式和正交归一关系 (3.128) 得

(τ+(j))σ′σ = ⟨j, σ′| J+ |j, σ⟩ =

−
√

(j − σ)(j + σ + 1) δσ′, σ+1, σ ≥ 0,√
(j − σ)(j + σ + 1) δσ′, σ+1, σ < 0,

(3.142)

再由 (J−)† = J+ 推出

(τ−(j))σ′σ = ⟨j, σ′| J− |j, σ⟩ = ⟨j, σ| J+ |j, σ′⟩∗ = (τ+(j))
∗
σσ′ , (3.143)

即
τ−(j) = (τ+(j))

†. (3.144)

根据 J± 的定义 (3.113)，有

J1 =
1

2
(J+ + J−), J2 = − i

2
(J+ − J−), (3.145)

以此推出
τ 1(j) =

1

2
(τ+(j) + τ−(j)), τ 2(j) = −

i
2
(τ+(j) − τ

−
(j)). (3.146)

另一方面，本征方程 (3.130) 表明

(τ 3(j))σ′σ = ⟨j, σ′| J3 |j, σ⟩ = ⟨j, σ′| σ |j, σ⟩ = σδσ′σ. (3.147)

SU(2) 群二阶 Casimir 算符在 2j + 1 维线性表示中定义为

τ 2
(j) ≡

∑
i

τ i(j)τ
i
(j), (3.148)

由完备性关系 (3.129) 和本征方程 (3.130) 推出

(τ 2
(j))σ′σ =

∑
i

(τ i(j)τ
i
(j))σ′σ =

∑
i

∑
σ′′

⟨j, σ′| J i |j, σ′′⟩ ⟨j, σ′′| J i |j, σ⟩ = ⟨j, σ′| J2 |j, σ⟩

= ⟨j, σ′| j(j + 1) |j, σ⟩ = j(j + 1)δσ′σ. (3.149)

利用上述表达式可以得到生成元矩阵 τ i(j) 的具体形式。当 j = 1/2时，σ 和 σ′ 都只能取 1/2

和 −1/2，而非零的 τ+(1/2) 矩阵元只有

(τ+(1/2))1/2,−1/2 =

〈
1

2
,
1

2

∣∣∣∣ J+

∣∣∣∣12 ,−1

2

〉
=

√(
1

2
+

1

2

)(
1

2
− 1

2
+ 1

)
= 1, (3.150)

故
τ+(1/2) =

(
0 1

0 0

)
, τ−(1/2) = (τ+(1/2))

† =

(
0 0

1 0

)
. (3.151)
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进而得到 SU(2) 群 2 维线性表示的生成元矩阵

τ 1(1/2) =
1

2

(
1

1

)
=
σ1

2
, τ 2(1/2) =

1

2

(
−i

i

)
=
σ2

2
, τ 3(1/2) =

1

2

(
1

−1

)
=
σ3

2
, (3.152)

这显然是基础表示的生成元矩阵 (3.52)。
当 j = 1 时，σ 和 σ′ 的取值为 1、0 和 −1，非零的 τ+(1) 矩阵元是

(τ+(1))1,0 = ⟨1, 1| J+ |1, 0⟩ = −
√

(1− 0)(1 + 0 + 1) = −
√
2, (3.153)

(τ+(1))0,−1 = ⟨1, 0| J+ |1,−1⟩ =
√

(1 + 1)(1− 1 + 1) =
√
2, (3.154)

故

τ+(1) =


0 −

√
2 0

0 0
√
2

0 0 0

 , τ−(1) = (τ+(1))
† =


0 0 0

−
√
2 0 0

0
√
2 0

 , (3.155)

进而得到 SU(2) 群 3 维线性表示的生成元矩阵

τ 1(1) =
1√
2


−1

−1 1

1

 , τ 2(1) =
1√
2


i

−i −i
i

 , τ 3(1) =


1

0

−1

 . (3.156)

任意小群变换 W ∈ SO(3) 可以用三个空间旋转角 θi 描述，它在 SU(2) 群的 2j + 1 维线性
表示中诱导出表示矩阵

D(j)[W (θi)] = exp(iθiτ i(j)), (3.157)

其无穷小展开式符合 (3.34) 式。这样的表示矩阵的集合构成了 SU(2) 群的 2j + 1 维线性表示
D(j)。实际上，SU(2) 群所有的不等价不可约线性表示就是

D(j), j = 0,
1

2
, 1,

3

2
, 2,

5

2
, · · · (3.158)

它们都是幺正表示，因为生成元矩阵 τ i(j) 是厄米的。
对于自由的单粒子态，不存在轨道角动量，因此 J 相当于自旋角动量算符 S，而自旋量子

数是 s = j，它的所有可能取值为

s = 0,
1

2
, 1,

3

2
, 2,

5

2
, · · · (3.159)

2s+ 1 维线性表示的矩阵元表达为 D
(s)
σ′σ(W )，其中自旋磁量子数

σ′, σ = s, s− 1, · · · ,−s+ 1,−s (3.160)
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表征自旋极化。可以用自旋量子数 s 为有质量粒子分类。根据 (3.100) 式，自旋为 s 的有质量单
粒子态 |Ψs,σ(p

µ)⟩ 的量子 Lorentz 变换为

U(Λ) |Ψs,σ(p
µ)⟩ = N(p)

N(Λp)

∑
σ′

D
(s)
σ′σ[V

−1(Λp)ΛV (p)] |Ψs,σ′(Λµνp
ν)⟩ . (3.161)

因此，

自旋为 s 的有质量粒子具有 2s+ 1 种自旋极化态。

可见，量子 Lorentz 变换将 σ 对应的极化态变换成 σ′ 对应的极化态的线性组合。
当 s 为整数 (0, 1, 2, · · · ) 时，D(s) 是 SU(2) 群的非忠实线性表示，同时也是 SO(3) 群的线

性表示，描述整数自旋的粒子。D(0) 是这两个群的恒等表示，描述零自旋粒子。D(1) 是 SO(3)

群的基础表示，描述自旋为 1 的粒子。
当 s 为半奇数 (1/2, 3/2, 5/2, · · · ) 时，D(s) 是 SU(2) 群的忠实线性表示，同时也是 SO(3)

群的双值表示，描述半奇数自旋的粒子。D(1/2) 是 SU(2) 群的基础表示，描述自旋为 1/2 的粒
子。半奇数自旋对应着双值表示，因而是量子理论特有的。

对于绕 z 轴的旋转变换 Rz(θ
3)，D(1) 中相应的表示矩阵为

D(1)[Rz(θ
3)] = exp(iθ3τ 3(1)) = exp


iθ3

0

−iθ3

 =


exp(iθ3)

1

exp(−iθ3)

 , (3.162)

从而
D(1)[Rz(2π)] = D(1)[Rz(0)] = 1, (3.163)

即转动 2π 角能够回复到原来的状态。这表明自旋为 1 的粒子态转动的情况与三维空间中的矢
量相同。另一方面，D(1/2) 中相应的表示矩阵为

D(1/2)[Rz(θ
3)] = exp(iθ3τ 3(1/2)) = exp

(
iθ3/2

−iθ3/2

)
=

(
exp(iθ3/2)

exp(−iθ3/2)

)
, (3.164)

从而
D(1/2)[Rz(4π)] = D(1/2)[Rz(0)] = 1, (3.165)

即转动 4π 角才能回复到原来的状态。可见，自旋为 1/2 的粒子态转动的角度只有三维空间中
矢量转动角度的一半，这就是自旋 1/2 的特征。

类似于总角动量算符 J，自旋角动量算符 S 也满足 SU(2) 代数关系 [Si, Sj] = iεijkSk，从
而 2 阶 Casimir 算符 S2 ≡ SiSi 满足 [S2, Si] = 0。对于非零的动量 p，记它的归一化方向矢量
为 p̂ ≡ p/|p|，引入螺旋度 (helicity) 算符

Sp ≡ p̂ · S, (3.166)
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它是自旋角动量算符在动量方向上的投影。由于 [S2, Sp] = p̂i[S2, Si] = 0，厄米算符 S2 与 Sp 可
具有共同本征态 |s, λ⟩，满足本征方程

S2 |s, λ⟩ = s(s+ 1) |s, λ⟩ , Sp |s, λ⟩ = λ |s, λ⟩ , (3.167)

其中 λ 是螺旋度本征值。可以论证（参考习题 3.6），螺旋度 λ 类似于磁量子数 σ，具有 2s+ 1

个取值
λ = s, s− 1, · · · ,−s+ 1,−s. (3.168)

因此，对于自旋为 s 的有质量粒子，也可以用螺旋度 λ 来描述它的 2s+ 1 种自旋极化态。
由于包含双连通的子群 SO(3)，固有保时向 Lorentz 群 SO↑(1, 3) 也是双连通的，它的覆盖

群是复数域 C 上的 2 阶特殊线性群 SL(2,C)，见习题 3.7。在 Poincaré 群空间中，与恒元连通
的部分对应于 SO↑(1, 3)与时空平移群的半直积群，它是双连通的，相应的覆盖群是 SL(2,C)与
时空平移群的半直积群。在 3.1 和 3.2 节的讨论中，我们没有在量子 Poincaré 变换的同态关系
(3.7) 中引入相位因子，这相当于在覆盖群的线性表示中进行讨论，因而导出的结果是合理的。

3.3.2 无质量的粒子
对于无质量的粒子，p2 = 0 且 p0 > 0。此时，pµ 是类光矢量，取标准四维动量为 kµ =

(κ, 0, 0, κ)，其中 κ > 0，相应三维动量 k 沿 z 轴方向。相应小群中的任意变换 W µ
ν 满足

W µ
νk

ν = kµ。
我们需要知道保持 kµ 不变的小群是什么。为此，引入 k̃µ = kµ/κ = (1, 0, 0, 1)。由 W µ

ν k̃
ν =

W µ
νk

ν/κ = kµ/κ = k̃µ 得知，k̃µ 也在小群变换下不变，相应的协变矢量满足 k̃µ = k̃ν(W
−1)νµ。

再引入类时 Lorentz 矢量 t̃µ = (1, 0, 0, 0)，小群变换 W µ
ν 对它作用的结果为 tµ = W µ

ν t̃
ν。从而

推出
tµk̃µ = W µ

ν t̃
ν k̃ρ(W

−1)ρµ = δρν t̃
ν k̃ρ = t̃ν k̃ν = 1. (3.169)

考虑到 k̃µ = (1, 0, 0, 1)，满足这样一个 1 = tµk̃µ = t0 − t3 条件的 tµ 一般形式为

tµ = (1 + ζ, α, β, ζ). (3.170)

类似于 (1.39) 式，Lorentz 变换关系 tµ = W µ
ν t̃
ν 意味着 tµ = t̃ρ(W

−1)ρµ，则

tµtµ = W µ
ν t̃
ν t̃ρ(W

−1)ρµ = t̃ν t̃ρδ
ρ
ν = t̃ν t̃ν = 1, (3.171)

故 tµtµ = (1 + ζ)2 − α2 − β2 − ζ2 = 1，因而 ζ 与 α、β 的关系为

ζ =
1

2
(α2 + β2), α, β ∈ (−∞,+∞), (3.172)

实数 α 和 β 的取值不受约束。
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考虑固有保时向 Lorentz 变换

Sµν(α, β) =


1 + ζ α β −ζ
α 1 0 −α
β 0 1 −β
ζ α β 1− ζ

 , (3.173)

可以验证它满足 g = STgS 和 det(S) = 1。在 S(α, β) 的作用下，t̃µ 的变换为
Sµν(α, β)t̃

ν = tµ = W µ
ν t̃
ν . (3.174)

这意味着
t̃ρ = [S−1(α, β)]ρµS

µ
ν(α, β)t̃

ν = [S−1(α, β)]ρµW
µ
ν t̃
ν , (3.175)

也就是说，变换 S−1(α, β)W 保持类时矢量 t̃µ = (1, 0, 0, 0) 不变，所以它必定是一个空间旋转变
换。容易验证 Sµν(α, β)k

ν = kν，即 S(α, β) 是一个小群变换，从而小群变换 S−1(α, β)W 是保
持 kµ = (κ, 0, 0, κ) 不变的空间旋转变换，它必定是绕 z 轴转动某个 θ 角的旋转变换 Rz(θ)，满
足

S−1(α, β)W = Rz(θ). (3.176)

Rz(θ) 的具体形式见 (1.36) 式。于是，小群变换的最一般形式是
W (α, β, θ) = S(α, β)Rz(θ). (3.177)

通过计算可知，S(α, β) 和 Rz(θ) 分别满足
S(α1, β1)S(α2, β2) = S(α1 + α2, β1 + β2), (3.178)

Rz(θ1)Rz(θ2) = Rz(θ1 + θ2). (3.179)

从而 S(α1, β1)S(α2, β2) = S(α2, β2)S(α1, β1)，Rz(θ1)Rz(θ2) = Rz(θ2)Rz(θ1)，因此 {S(α, β)} 和
{Rz(θ)} 分别构成小群的两个 Abel 子群。进一步推出

R−1
z (θ)S(α, β)Rz(θ) = S(α cos θ − β sin θ, α sin θ + β cos θ), (3.180)

这意味着 S(α, β)在任意小群元素的相似变换下变换到子群 {S(α, β)}中的元素。在这种情况下，
数学上称 {S(α, β)} 是小群的不变子群 (invariant subgroup)。

小群变换的以上乘法关系与二维 Euclid 空间的等距群 ISO(2) 中的乘法关系相同。ISO(2)

群变换由二维平面上的平移变换和旋转变换组成。由于 α, β ∈ (−∞,+∞)，(α, β) 可作为二维
平移变换的参数，而 θ 是旋转变换的参数。因此，这里的小群就是 ISO(2) 群。

现在讨论小群 ISO(2) 的生成元算符。ISO(2) 变换 (3.177) 的无穷小形式是 W µ
ν(α, β, θ) =

δµν + ωµν，其中无穷小参数为

ωµν =


0 α β 0

α 0 θ −α
β −θ 0 −β
0 α β 0

 . (3.181)
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容易验证 ωµνk
ν = 0，因而这样的无穷小变换保持 kµ 不变。从而，反对称无穷小参数是

ωµν = gµρω
ρ
ν =


0 α β 0

−α 0 −θ α

−β θ 0 β

0 −α −β 0

 , (3.182)

即

α = −ω31 = ω13 = ω01 = −ω10, β = ω23 = −ω32 = ω02 = −ω20, θ = ω21 = −ω12. (3.183)

根据 (3.10) 式，相应的无穷小量子变换为

U(1 + ω) = I− i(ω31J
31 + ω01J

01)− i(ω23J
23 + ω02J

02)− iω12J
12

= I+ iαA+ iβB + iθJ3, (3.184)

其中 J3 = J12，而生成元算符 A 和 B 定义为

A ≡ J31 − J01 = J2 −K1, B ≡ −J23 − J02 = −J1 −K2. (3.185)

由 Lorentz 代数关系 (3.62) 推出小群 ISO(2) 的生成元算符 J3、A 和 B 的对易关系

[J3, A] = [J3, J2]− [J3, K1] = −iJ1 − iK2 = iB, (3.186)

[J3, B] = −[J3, J1]− [J3, K2] = −iJ2 + iK1 = −iA, (3.187)

[A,B] = −[J2, J1]− [J2, K2] + [K1, J1] + [K1, K2] = iJ3 − iJ3 = 0. (3.188)

这与 Poincaré 代数关系 (3.71) 和 (3.72) 中的对易关系

[J3, P 2] = iP 1, [J3, P 1] = −iP 2, [P 2, P 1] = 0 (3.189)

相同，毕竟 J3、P 1 和 P 2 生成了 xy 平面的 ISO(2) 群变换。
A 与 B 是相互对易的厄米算符，能够具有共同的本征单粒子态 |Ψa,b(k

µ)⟩，本征值分别为
a 和 b，满足

A |Ψa,b(k
µ)⟩ = a |Ψa,b(k

µ)⟩ , B |Ψa,b(k
µ)⟩ = b |Ψa,b(k

µ)⟩ . (3.190)

根据 (3.180) 式，小群 ISO(2) 的量子变换满足同态关系

U−1[Rz(θ)]U [S(α, β)]U [Rz(θ)] = U [S(α cos θ − β sin θ, α sin θ + β cos θ)]. (3.191)

将上式展开到无穷小参数 α 和 β 的第一阶，得

U−1[Rz(θ)](I+ iαA+ iβB)U [Rz(θ)] = I+ i(α cos θ − β sin θ)A+ i(α sin θ + β cos θ)B, (3.192)

由 α 和 β 的任意性推出

U−1[Rz(θ)]AU [Rz(θ)] = A cos θ +B sin θ, U−1[Rz(θ)]BU [Rz(θ)] = −A sin θ +B cos θ, (3.193)
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即 AU [Rz(θ)] = U [Rz(θ)](A cos θ + B sin θ)，BU [Rz(θ)] = U [Rz(θ)](−A sin θ + B cos θ)。那么，
态矢 |Ψa,b,θ(k

µ)⟩ ≡ U [Rz(θ)] |Ψa,b(k
µ)⟩ 是 A 和 B 的共同本征态，

A |Ψa,b,θ(k
µ)⟩ = AU [Rz(θ)] |Ψa,b(k

µ)⟩ = U [Rz(θ)](A cos θ +B sin θ) |Ψa,b(k
µ)⟩

= U [Rz(θ)](a cos θ + b sin θ) |Ψa,b(k
µ)⟩ = (a cos θ + b sin θ) |Ψa,b,θ(k

µ)⟩ , (3.194)

B |Ψa,b,θ(k
µ)⟩ = BU [Rz(θ)] |Ψa,b(k

µ)⟩ = U [Rz(θ)](−A sin θ +B cos θ) |Ψa,b(k
µ)⟩

= U [Rz(θ)](−a sin θ + b cos θ) |Ψa,b(k
µ)⟩ = (−a sin θ + b cos θ) |Ψa,b,θ(k

µ)⟩ . (3.195)

由于转动角 θ 取连续值，这里的本征值 a cos θ+ b sin θ 和 −a sin θ+ b cos θ 也是连续的。因
此，只要 a 和 b 不全为零，就有一系列连续的本征态 |Ψa,b,θ(k

µ)⟩。但是，实验上没有观测到无
质量粒子具有以转动角 θ 作为连续自由度的物理态。因此，自然界中的物理态是 a = b = 0 的
本征态，只由剩下的小群生成元算符 J3 的本征值 λ 标记，记作 |Ψλ(k

µ)⟩，满足

A |Ψλ(k
µ)⟩ = 0, B |Ψλ(k

µ)⟩ = 0, J3 |Ψλ(k
µ)⟩ = λ |Ψλ(k

µ)⟩ . (3.196)

J3 是总角动量算符 J 沿 z 轴方向的分量，由于自由的单粒子态不具有轨道角动量，J 在此处只
描述自旋角动量。标准四维动量 kµ = (κ, 0, 0, κ) 对应的三维动量 k 也沿着 z 轴方向，因此这里
的 J3 相当于自旋角动量算符在动量方向上的投影，即螺旋度算符。从而，λ 就是螺旋度本征值，
表征自旋极化。

无穷小量子变换 (3.184) 表明
∂U [S(α, β)]

∂α

∣∣∣∣
α=β=0

= iA, ∂U [S(α, β)]

∂β

∣∣∣∣
α=β=0

= iB, dU [Rz(θ)]

dθ

∣∣∣∣
θ=0

= iJ3, (3.197)

满足以上各式的有限量子变换是

U [S(α, β)] = exp(iαA+ iβB), U [Rz(θ)] = exp(iθJ3). (3.198)

一般小群变换 (3.177) 对应的量子变换为

U [W (α, β, θ)] = U [S(α, β)]U [Rz(θ)] = exp(iαA+ iβB) exp(iθJ3), (3.199)

作用到单粒子物理态 |Ψλ(k
µ)⟩ 上，得

U [W (α, β, θ)] |Ψλ(k
µ)⟩ = exp(iλθ) |Ψλ(k

µ)⟩ . (3.200)

与 (3.95) 式比较，有
Dλ′λ(W ) = exp(iλθ)δλ′λ. (3.201)

另一方面，(3.93) 式化为

V −1(Λp)ΛV (p) = W = S[α(Λ, p), β(Λ, p)]Rz[θ(Λ, p)], (3.202)
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这个关系决定了 θ 对 Λµν 和 pµ 的依赖关系 θ(Λ, p)。根据 (3.100) 式，按照 (3.91) 式定义的一
般单粒子态 |Ψλ(p

µ)⟩ 的量子 Lorentz 变换为

U(Λ) |Ψλ(p
µ)⟩ = N(p)

N(Λp)
exp[iλθ(Λ, p)] |Ψλ(Λ

µ
νp
ν)⟩ . (3.203)

这个式子表明 |Ψλ(p
µ)⟩与变换后的态 U(Λ) |Ψλ(p

µ)⟩具有相同的 λ，也就是说，量子 Lorentz变
换 U(Λ) 不会混合具有不同螺旋度的无质量粒子态。这意味着，

对无质量粒子来说，螺旋度 λ 是固有保时向 Lorentz 变换的不变量，在
所有惯性系中取值相同。

因此，无质量粒子可根据螺旋度 λ 的值分类。
前面提到，固有保时向 Lorentz 群 SO↑(1, 3) 的群空间是双连通的，与 SO(3) 的情况一样，

群空间内从恒元出发、经过 Λ1 和 Λ2Λ1 再回到恒元的闭合曲线分为两类，一类能连续收缩成恒
元一点，另一类不能。可以推出类似 (3.109) 式的关系

U(Λ2)U(Λ1) = ±U(Λ2Λ1). (3.204)

如果一条闭合曲线包含的旋转变换累计绕 z 轴转动角度 θ = 2π，那么它会在 SO(3)群空间中经
历一次对径点跳跃，这是因为累计转动 π 角时必定到达一个对径点。对于无质量粒子态，(3.203)
式表明，这条闭合曲线产生一个因子 exp(iλθ) = exp(2πλi)，它应该就是上式右边的相位因子
±1。如果一条闭合曲线包含的旋转变换累计绕 z 轴转动 4π 角，则它会包含两次对径点跳跃，
从而可以连续地收缩成恒元一点，相应的相位因子是 1，故

exp(4πλi) = 1. (3.205)

这个条件限制了无质量粒子螺旋度 λ 的取值，要求

λ = 0,±1

2
,±1,±3

2
,±2,±5

2
, · · · (3.206)

λ 为整数对应于 SO↑(1, 3) 的线性表示，λ 为半奇数对应于 SO↑(1, 3) 的双值表示。由于螺旋度
是自旋角动量在动量方向上的投影，无质量粒子自旋量子数可取为

s = |λ| = 0,
1

2
, 1,

3

2
, 2,

5

2
· · · , (3.207)

与有质量粒子的所有可能取值一样。
根据螺旋度 λ 的取值为无质量粒子分类，则应将 λ = ±s 的两种无质量粒子当作不同粒子。

然而，宇称变换5使粒子动量方向反转，但角动量方向不变，因此会改变 λ 的符号，从而联系螺
旋度相反的两种无质量粒子。如果无质量粒子不参与破坏宇称的相互作用，则螺旋度相反的两
种粒子具有相同的相互作用行为，可以把它们当作同一种粒子的两种自由度，从而

5详细讨论见第 9 章。
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自旋为 s 的无质量粒子具有 2 种自旋极化态，对应于 2 种螺旋度 λ = ±s。

实际上，电磁相互作用、强相互作用和引力相互作用都保持宇称守恒。作为电磁场的量子，光
子是自旋为 1 的无质量粒子，具有 −1 和 +1 两种螺旋度，分别对应于真空电磁波的左旋圆极
化和右旋圆极化。假想的引力子 (graviton) 是自旋为 2 的无质量粒子，具有 −2 和 +2 两种螺
旋度。

在标准模型中，自旋为 1/2 的三种中微子没有质量，参与破坏宇称的弱相互作用，它们是
螺旋度为 −1/2 的左旋正中微子，以及相应的反粒子，即螺旋度为 +1/2 的右旋反中微子。对左
旋正中微子态作宇称变换将得到右旋正中微子态，但是，在实验中没有发现参与弱相互作用的
右旋正中微子，因而标准模型没有引入它。

习　题
3.1 将 Lorentz 群的空间旋转生成元 J i 和增速生成元 Ki 线性组合成

J i+ ≡
1

2
(J i + iKi), J i− ≡

1

2
(J i − iKi). (3.208)

通过对易关系 (3.62) 证明

[J i+, J
j
+] = iεijkJk+, [J i−, J

j
−] = iεijkJk−, [J i+, J

j
−] = 0. (3.209)

因此，J i+ 和 J i− 是两套彼此独立的 SU(2) 群生成元，而 Lorentz 代数是两个 SU(2) 代数的
直和。

3.2 根据对易关系 (3.71) 和 (3.72)，证明算符 J · P ≡ J iP i 满足

[H, J · P] = 0, [P i, J · P] = 0. (3.210)

3.3 将 SU(2) 群的任意元素 U 表达为

U =

(
a b

c d

)
. (3.211)

(a) 由 U †U = 1 和 det(U) = 1 推出

|a|2 + |c|2 = |b|2 + |d|2 = 1, a∗b+ c∗d = 0, ad− bc = 1, (3.212)

并证明满足这些方程的解为

a = d∗, b = −c∗, |c|2 + |d|2 = 1. (3.213)
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令 d = u0 + iu3，c = u2 − iu1，则 U 表达为

U =

(
u0 − iu3 −u2 − iu1
u2 − iu1 u0 + iu3

)
. (3.214)

实参数 u0、u1、u2 和 u3 必须满足
u20 + u21 + u22 + u23 = |c|2 + |d|2 = 1, (3.215)

因此，它们之中只有三个是独立的。将 u0、u1、u2 和 u3 当作四维空间的直角坐标，则约
束条件 (3.215) 表明 SU(2) 的群空间是四维空间中的三维球面 S3。
记三维矢量 ω 的球坐标为 (ω, θ, ϕ)，则 ω = ωn，其中单位矢量 n(θ, ϕ) 是 ω 的方向矢量，
相应的直角坐标为 n = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ)。设

u0 = cos ω
2
, u1 = sin ω

2
sin θ cosϕ, u2 = sin ω

2
sin θ sinϕ, u3 = sin ω

2
cos θ, (3.216)

则条件 (3.215) 得到满足，从而可以用 (ω, θ, ϕ) 作为描述任意 U(n, ω) ∈ SU(2) 的三个独立
实参数。

(b) 证明
U(n, ω) = cos ω

2
1− i sin ω

2
(n · σ) (3.217)

和
(n · σ)2 = 1. (3.218)

(c) 证明
U(n, ω1)U(n, ω2) = U(n, ω1 + ω2), (3.219)

U(n, 2π) = −1, (3.220)

U(n, 4π) = 1, (3.221)

U(n, ω) = −U(−n, 2π − ω) (3.222)

U(n, ω) = U(−n, 4π − ω). (3.223)

从 (3.217) 式看出，对于固定的 n，U(n, ω) 是 ω 的周期函数，周期为 4π。(3.223) 式表明，
n 方向上半径为 ω ∈ [2π, 4π] 的群元等价于 −n 方向上半径为 4π − ω ∈ [0, 2π] 的群元。因
此，SU(2) 的群空间也可以看成半径为 2π 的球体，球体中任意一点的方向由 n 描述，与球
心的距离为 ω。(3.220) 式意味着球面上所有的点都对应于群元 −1。

3.4 Pauli 矩阵 (3.53) 是无迹厄米矩阵，而任意 2× 2 无迹厄米矩阵 X 只包含三个独立实参数，
因此必定可以将 X 展开为三个 Pauli 矩阵的实线性组合。将组合系数取为三维空间中任意
一点 P 的三个直角坐标 xi，得

X = xiσi =

(
x3 x1 − ix2

x1 + ix2 −x3

)
. (3.224)

可见，无迹厄米矩阵 X 与 P 点的位置矢量 x = (x1, x2, x3) 是一一对应的。
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(a) 证明
xi =

1

2
tr(Xσi), det(X) = −|x|2. (3.225)

(b) 设 2× 2 矩阵 U ∈ SU(2)，即满足 U †U = UU † = 1 和 det(U) = 1。对 X 作相似变换
X ′ = UXU †，利用 tr(AB) = tr(BA) 和 det(AB) = det(BA) 证明

X ′† = X ′, tr(X ′) = 0, det(X ′) = det(X). (3.226)

可见，X ′ 也是无迹厄米矩阵，因而可表达为 X ′ = x′iσi，即对应于三维空间另一点 P ′ 的
位置矢量 x′ = (x′1, x′2, x′3)。det(X ′) = det(X) 表明 |x′|2 = |x|2，因而 x′ 与 x 可以用 3 阶
实正交矩阵 R 联系起来，

x′i = Ri
jx
j. (3.227)

当 U = 1 时 X ′ = X，故 R = 1。因为任意 U 可以在连通的 SU(2) 群空间中由恒元连续
变化得到，所以 R 也可以 O(3) 群空间中由恒元连续变化得到。这意味着 R 属于 O(3) 群
的连通子群 SO(3)，满足 det(R) = 1。
任意两个行列式相等的 2× 2 无迹厄米矩阵 X 和 X ′ 可以用 U ∈ SU(2) 作相似变换联系起
来，但这样的 U 不是唯一的。

(c) 设 U1, U2 ∈ SU(2) 满足 U1XU
†
1 = U2XU

†
2 = X ′，证明

[U †
2U1, X] = 0, (3.228)

即 U †
2U1 与任意 X 对易。因此 U †

2U1 与单位矩阵只相差一个常数因子 λ，即 U †
2U1 = λ1，

故 U1 = λU2。利用 det(U1) = det(U2) = 1 证明
λ = ±1. (3.229)

于是，用 U 和 −U 对 X 作相似变换将得到的相同 X ′。由 Ri
jx
jσi = x′iσi = X ′ = UXU † =

xjUσjU † 和 x 的任意性得到
UσjU † = σiRi

j, (−U)σj(−U)† = σiRi
j. (3.230)

这给出 SU(2) 群元素 U 和 −U 与 SO(3) 群元素 R 之间二对一的对应关系。

(d) 设 U1σ
jU †

1 = σi(R1)
i
j 和 U2σ

jU †
2 = σi(R2)

i
j，证明以上对应关系对群乘积保持不变，即

(U2U1)σ
j(U2U1)

† = σi(R2R1)
i
j. (3.231)

因此，这种对应关系是 SU(2) 群与 SO(3) 群之间的 2 : 1 同态关系。

3.5 本题将验证 (3.217) 表达的 SU(2) 群元 U(n, ω) 满足对应关系 (3.230)。如图 3.9 所示，将
任意位置矢量 x 分解为平行于 n 的分量 an 和垂直于 n 的分量 bm，即

x = an + bm, (3.232)

其中单位矢量 n 和 m 满足 |n|2 = |m|2 = 1 和 n ·m = 0。
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图 3.9: 把 x 绕 n 方向转动 ω 角得到 x′ 的示意图。

(a) 利用 (3.218) 式证明
U(n, ω)(n · σ)U †(n, ω) = n · σ. (3.233)

(b) 对于任意三维矢量 p 和 q，利用 (3.56) 式证明

(p · σ)(q · σ) = (p · q)1 + i(p× q) · σ. (3.234)

以此推出
(n · σ)(m · σ) = i(n×m) · σ. (3.235)

利用 (1.118) 式证明
(n×m)× n = m, (3.236)

进而推出
(n · σ)(m · σ)(n · σ) = −m · σ. (3.237)

(c) 证明
U(n, ω)(m · σ)U †(n, ω) = m′ · σ, (3.238)

其中
m′ = cosωm + sinω(n×m) (3.239)

是把 m 绕 n 方向转动 ω 角得到的单位矢量。
(d) 令

x′ · σ = U(n, ω)(x · σ)U †(n, ω), (3.240)

证明
x′ = an + bm′, (3.241)

即 x′ = an + b cosωm + b sinω(n×m)。
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M1

M2

T̂

图 3.10: 单位矢量 p̂、n1 和 n2 示意图。

从图 3.9 可以看出，x′ 正是对 x 绕 n 方向转动 ω 角得到的位置矢量，可以用 SO(3) 群元
R(n, ω) 表达为

x′i = Ri
j(n, ω)xj. (3.242)

将上式代入 (3.240) 式，得 U(n, ω)xjσjU †(n, ω) = σiRi
j(n, ω)xj，由 x 的任意性立即得到

U(n, ω)σjU †(n, ω) = σiRi
j(n, ω), (3.243)

这就是对应关系 (3.230)。SO(3) 的群空间是一个半径为 π 的球体，球体中任意一点的方向
由 n 描述，与球心的距离为 ω。对应关系 (3.243) 表明，ω ∈ [0, π] 的 SU(2) 群元一一对应
于 SO(3) 群元。也就是说，在半径为 π 的球体中，SU(2) 与 SO(3) 的群元一一对应。另一
方面，根据 (3.222) 式，n 方向上半径为 ω ∈ [π, 2π] 的 SU(2) 群元 U(n, ω) 等于 −n 方向上
半径为 2π − ω ∈ [0, π] 处的群元 U(−n, 2π − ω) 的负值。可见，对应于任意 SO(3) 群元 R

的一对 SU(2) 群元 ±U 分别位于半径为 π 的球体中和半径从 π 到 2π 的球壳中。

3.6 设 n1 是一个与 p̂ = p/|p| 垂直的单位矢量，而单位矢量 n2 ≡ p̂ × n1，则 p̂、n1 和 n2 两
两之间相互垂直，如图 3.10 所示。引入自旋角动量算符 S 在 n1 和 n2 上的投影

ST,1 ≡ n1 · S, ST,2 ≡ n2 · S, (3.244)

以及它们的线性组合
S± ≡ ST,1 ± iST,2, (3.245)

证明
S2 = S2

T,1 + S2
T,2 + S2

p , (3.246)

和对易关系
[ST,1, ST,2] = iSp, [S2, S±] = 0, [Sp, S±] = ±S±, (3.247)

其中 Sp = p̂ ·S是螺旋度算符。由此可见，S2、ST,1、ST,2、Sp 和 S± 之间的关系与 J2、J1、
J2、J3 和 J± 之间的关系形式相同，从而螺旋度 λ 与磁量子数 σ 的取值情况也相同。

3.7 引入 σµ ≡ (1,σ) 和 σ̄µ ≡ (1,−σ)，则任意时空坐标 xµ 一一对应于 2× 2 厄米矩阵

X̃ = xµσµ = x01− xiσi =
(

x0 − x3 −x1 + ix2

−x1 − ix2 x0 + x3

)
. (3.248)
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(a) 证明
xµ =

1

2
tr(X̃σ̄µ), det(X̃) = xµxµ. (3.249)

(b) 设 λ 是满足 | det(λ)| = 1 的任意 2× 2 可逆复矩阵，对 X̃ 作变换得到厄米矩阵

X̃ ′ = λX̃λ†, (3.250)

证明
det(X̃ ′) = det(X̃). (3.251)

(c) 将 X̃ ′ 表达为 X̃ ′ = x′µσµ，则 (3.251)表明 x′µx′µ = xµxµ。因此，λ对应于一个 Lorentz
变换 Λ(λ)，满足

λxµσµλ
† = x′µσµ = Λµν(λ)x

νσµ. (3.252)

对于满足 | det(λ)| = 1 的任意 2× 2 可逆复矩阵 λ1 和 λ2，证明同态关系

Λµν(λ2λ1) = Λµρ(λ2)Λ
ρ
ν(λ1). (3.253)

如果 λ1和 λ2只相差一个整体相位因子，即 λ2 = ηλ1，其中 |η| = 1，则 λ2X̃λ
†
2 = |η|2λ1X̃λ

†
1 =

λ1X̃λ
†
1，因而 λ1 和 λ2 对应于同一个 Lorentz 变换。为消除这样的重复性，可以适当选取

相位因子，使得 det(λ) = 1。因此只需要讨论 det(λ) = 1 的任意 2× 2 可逆复矩阵 λ，所
有这样的矩阵 {λ} 构成复数域上的 2 阶特殊线性群 SL(2,C)。

(d) 根据线性代数的极分解定理，任意 λ ∈ SL(2,C) 可以分解为

λ = U exp(h) (3.254)

其中 U ∈ SU(2)，而 h 是一个 2× 2 无迹厄米矩阵。对于 X̃ ′ = UX̃U †，证明

x′0 = x0. (3.255)

因此 U ∈ SU(2) 对应的 Λ(U) 是空间旋转变换。

根据习题 3.4 的讨论，任意 2× 2 无迹厄米矩阵 h 对应于三维 Euclid 空间 R3 中的一个位
置矢量，从而所有 h 的集合对应的空间是 R3。习题 3.3 的讨论表明，SU(2) 的群空间可以
看作三维球面 S3。综合起来，SL(2,C) 的群空间是的 R3 和 S3 的直积 R3× S3，这样的群
空间是单连通的。因此，λ ∈ SL(2,C) 必定与恒元连通，从而 Λ(λ) 也与恒元连通，即 Λ(λ)

是固有保时向 Lorentz 变换。
SL(2,C)群元依赖于 4−1 = 3个复参数，即 6个实参数，与固有保时向 Lorentz群 SO↑(1, 3)

的实参数具有相同数量。然而 SL(2,C)不是 SO↑(1, 3)，这是因为 X̃ ′ = λX̃λ† = (−λ)X̃(−λ)†

表明 λ 和 −λ 对应于相同的固有 Lorentz 变换。于是，SL(2,C) 与 SO↑(1, 3) 之间存在 2 : 1

的同态关系，SL(2,C) 是 SO↑(1, 3) 的覆盖群。
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(e) 设 θ 为实数，令
λ(θ) =

(
eiθ/2

e−iθ/2

)
, (3.256)

证明 X̃ ′ = λ(θ)X̃λ†(θ) 和 X̃ 对应的时空坐标满足

x′0 = x0, x′1 = x1 cos θ + x2 sin θ, x′2 = −x1 sin θ + x2 cos θ, x′3 = x3. (3.257)

可见，λ(θ) 对应的 Lorentz 变换 Λ[λ(θ)] 是绕 z 轴转动 θ 角的空间旋转变换，而 λ(0) = 1
和 λ(2π) = −1 对应于同一个 Lorentz 变换 Λ[λ(θ)] = 1。

3.8 考虑 (3.173) 式表达的 Lorentz 变换 S(α, β) 和 (1.36) 式表达的旋转变换 Rz(θ)。

(a) 验证 g = STgS 和 det(S) = 1。
(b) 推出 (3.178) 式。
(c) 推出 (3.180) 式。

3.9 用 Poincaré 群的生成元算符 P µ 和 Jµν 定义 Pauli-Lubanski 赝矢量算符

W µ ≡ −1

2
εµνρσJνρPσ (3.258)

和两个标量算符

I ≡ i
8
εµνρσJ

µνJρσ, (3.259)

W 2 ≡ W µWµ. (3.260)

(a) 证明
W µPµ = 0, [P µ,W ν ] = 0. (3.261)

(b) 证明
[I, P µ] = −W µ, U−1(Λ)IU(Λ) = I, [Jµν , I] = 0. (3.262)

(c) 对于任意算符 A、B 和 C，推出 Jacobi 恒等式

[A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0. (3.263)

进而证明
[Jµν ,W ρ] = i(gνρW µ − gµρW ν). (3.264)

(d) 证明
[P µ,W 2] = 0, [Jµν ,W 2] = 0. (3.265)

可见，W 2 与 Poincaré群的所有生成元算符对易，即它是 Poincaré群的 Casimir 算符，因
而 W 2 的本征值在任意 Poincaré 变换下不变。Poincaré 群的不可约幺正表示可以用 W 2 和
另一个 Casimir 算符 P 2 的本征值来刻画。



习题 – 107 –

(e) 推出
W 0 = J · P, W = JH + K× P. (3.266)

(f) 已知质量为 m > 0、自旋为 s 的单粒子态 |Ψs,σ(p
µ)⟩ 满足本征方程

P µ |Ψs,σ(p
µ)⟩ = pµ |Ψs,σ(p

µ)⟩ , P 2 |Ψs,σ(p
µ)⟩ = m2 |Ψs,σ(p

µ)⟩ , (3.267)

J2 |Ψs,σ(p
µ)⟩ = s(s+ 1) |Ψs,σ(p

µ)⟩ , J3 |Ψs,σ(p
µ)⟩ = σ |Ψs,σ(p

µ)⟩ . (3.268)

取 pµ = (m, 0)，推出

W 0 |Ψs,σ(p
µ)⟩ = 0 |Ψs,σ(p

µ)⟩ , W |Ψs,σ(p
µ)⟩ = m J |Ψs,σ(p

µ)⟩ , (3.269)

和
W 2 |Ψs,σ(p

µ)⟩ = −m2s(s+ 1) |Ψs,σ(p
µ)⟩ . (3.270)

(g) 已知螺旋度为 λ 的无质量单粒子态 |Ψλ(p
µ)⟩ 满足本征方程

P µ |Ψλ(p
µ)⟩ = pµ |Ψλ(p

µ)⟩ , p · J
|p| |Ψλ(p

µ)⟩ = λ |Ψλ(p
µ)⟩ , W 2 |Ψλ(p

µ)⟩ = 0 |Ψλ(p
µ)⟩ ,

(3.271)
其中四维动量 pµ 满足 p2 = 0。设 W µ |Ψλ(p

µ)⟩ = wµ |Ψλ(p
µ)⟩，论证

wµ = λpµ. (3.272)

3.10 取 j = 3/2，根据 (3.142) 和 (3.147) 式推出 SU(2) 群 4 维表示的生成元矩阵 τ 1(3/2)、τ 2(3/2)
和 τ 3(3/2)。
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第 4 章 量子矢量场

本章介绍矢量场 (vector field) 的正则量子化。从 Lorentz 群的表示来看，标量场对应于恒
等表示，矢量场对应于矢量表示，而 Lorentz 群的其它表示对应于其它类型的场。实际上，为了
让量子场论符合狭义相对性原理，由场构造的拉氏量必须是 Lorentz 不变的，这就要求每个量
子场处于 Lorentz 群某个线性表示或投影表示的表示空间中。接下来先分析 Lorentz 群的矢量
表示，再研究矢量场对应的自旋，然后分别讨论有质量矢量场和无质量矢量场。

4.1 Lorentz 群的矢量表示
Lorentz 变换的无穷小参数 ωαβ 可以转化为

ωαβ = gαµωµβ =
1

2
(gαµωµβ − gαµωβµ) =

1

2
(gαµωµνδ

ν
β − gαµωνµδνβ)

=
1

2
(gαµωµνδ

ν
β − gανωµνδµβ) = −

i
2
ωµν i(gµαδνβ − gναδµβ) = −

i
2
ωµν(J µν)αβ, (4.1)

其中 (J µν)αβ 定义为
(J µν)αβ ≡ i(gµαδνβ − gναδµβ). (4.2)

把 α 和 β 看作矩阵的行列指标，则 J µν 是 4× 4 矩阵。J µν 关于 µ 和 ν 是反对称的，

J µν = −J νµ, (4.3)

因而一共有 6 个独立矩阵。它的另一种写法是

(J µν)αβ = gαγ(J µν)γβ = igαγ(gµγδνβ − gνγδµβ) = i(δµαδνβ − δναδµβ). (4.4)

这样的话，可以把无穷小 Lorentz 变换写成

(Λω)
α
β = δαβ + ωαβ = δαβ −

i
2
ωµν(J µν)αβ. (4.5)

J µν 与 J ρσ 的对易关系为

[J µν ,J ρσ]αβ = (J µν)αγ(J
ρσ)γβ − (J ρσ)αγ(J

µν)γβ

= i2(gµαδνγ − gναδµγ)(gργδσβ − gσγδρβ)− (µ↔ ρ, ν ↔ σ)

109
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= −gµαδνγgργδσβ + gµαδνγg
σγδρβ + gναδµγg

ργδσβ − gναδµγgσγδρβ − (µ↔ ρ, ν ↔ σ)

= −gµαgρνδσβ + gµαgσνδρβ + gναgρµδσβ − gναgσµδρβ − (µ↔ ρ, ν ↔ σ)

= −gνρgµαδσβ + gµρgναδσβ + gνσgµαδρβ − gµσgναδρβ
−[−gσµgραδνβ + gρµgσαδνβ + gσνgραδµβ − gρνgσαδµβ]

= gνρ(gσαδµβ − gµαδσβ) + gµρ(gναδσβ − gσαδνβ) + gνσ(gµαδρβ − gραδµβ) + gµσ(gραδνβ − gναδρβ)

= −igνρ(J σµ)αβ − igµρ(J νσ)αβ − igνσ(J µρ)αβ − igµσ(J ρν)αβ

= i[gνρ(J µσ)αβ − g
µρ(J νσ)αβ − g

νσ(J µρ)αβ + gµσ(J νρ)αβ], (4.6)

即
[J µν ,J ρσ] = i(gνρJ µσ − gµρJ νσ − gνσJ µρ + gµσJ νρ). (4.7)

可见，4× 4 矩阵 J µν 满足 Lorentz 代数关系 (3.32)。回顾 1.4 节，Λαβ 属于 Lorentz 群的 4 维
矢量表示，因而 J µν 就是矢量表示的生成元矩阵，它们作用的对象是 Lorentz 矢量。

无穷小 Lorentz 变换 (4.5) 的矩阵记法为
Λω = 1 + ω = 1− i

2
ωµνJ µν , (4.8)

它可以看作矩阵级数
Λ = exp

(
− i
2
ωµνJ µν

)
= eω =

∞∑
n=0

ωn

n!
(4.9)

只展开到 ω 一阶项的结果。矩阵 ω 与度规矩阵 g 满足
(g−1ωTg)αβ = gαγ(ωT)γ

δ
gδβ = gαγωδγgδβ = gαγωβγ = −gαγωγβ = −ωαβ, (4.10)

即
g−1ωTg = −ω. (4.11)

从而
g−1ΛTg = g−1

[
∞∑
n=0

(ωT)n

n!

]
g =

∞∑
n=0

(g−1ωTg)n

n!
= exp(g−1ωTg) = e−ω. (4.12)

由于 [−ω, ω] = 0，根据 (4.12) 和 (3.50) 式，有
g−1ΛTgΛ = e−ωeω = e−ω+ω = e0 = 1. (4.13)

故 ΛTgΛ = g，即 Λ 满足保度规条件 (1.44)。因此，由 (4.9) 式定义的 Λ 是 Lorentz 变换。此
时，变换参数 ωµν 不是无穷小量，而具有有限的数值，所以

Λ = exp
(
− i
2
ωµνJ µν

)
(4.14)

是用 Lorentz 群矢量表示生成元 J µν 生成的有限变换 (finite transformation)。由于变换参数
ωµν 可以连续地变化到 ωµν = 0，用 (4.14) 式表达的 Lorentz 变换在群空间中与恒等变换相连
通，因而它属于固有保时向 Lorentz 群，如图 4.1 所示。当 ωµν 遍历群空间中所有参数取值时，
Lorentz 变换 (4.14) 遍历所有的固有保时向 Lorentz 群元素。
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b

b
Λ(ωµν)

R (ωµν = 0)

aP
↑(1, 3)

图 4.1: 固有保时向 Lorentz 群中的有限 Lorentz 变换。

x

y

x′

y′

φ′(x′) = φ(x)

图 4.2: 在绕 z 轴空间旋转变换下，标量场 ϕ(x) 的变换示意图。

4.2 量子场的 Lorentz 变换
4.2.1 量子标量场的 Lorentz 变换

经过正则量子化之后，标量场 ϕ(x) 是 Hilbert 空间上的算符，类似于 (3.28) 式，ϕ(x) 的固
有保时向 Lorentz 变换关系 (2.77) 表示为

ϕ′(x′) = U−1(Λ)ϕ(x′)U(Λ) = ϕ(x). (4.15)

上式表明，变换后的标量场在变换后的时空点上的值等于变换前的标量场在变换前的时空点上
的值。图 4.2 以空间旋转变换为例说明这种情况1。由于 x′ = Λx 等价于 x = Λ−1x′，对 (4.15)
式作替换 x′ → x、x→ Λ−1x，得

U−1(Λ)ϕ(x)U(Λ) = ϕ(Λ−1x). (4.16)

另一方面，由 (1.91) 式得 ∂µϕ(x) 的相应 Lorentz 变换为

U−1(Λ)∂′µϕ(x′)U(Λ) = ∂′µϕ′(x′) = ∂′µϕ(x) = Λµν∂
νϕ(x). (4.17)

1与 1.3 节一样，这里采用被动观点来描述对称性变换，即在坐标系发生变化的情况下考虑场被动发生变换的结
果。这种做法与有些书（如参考书【 1】的 3.1 节）采用的主动观点有所不同。
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于是，将实标量场量子化之后，拉氏量 (2.79) 作为算符的固有保时向 Lorentz 变换为

L′(x′) = U−1(Λ)L(x′)U(Λ) = 1

2
U−1(Λ)[∂′µϕ(x′)∂′µϕ(x

′)−m2ϕ2(x′)]U(Λ)

=
1

2
{gµνU−1(Λ)∂′µϕ(x′)U(Λ)U−1(Λ)∂′νϕ(x′)U(Λ)−m2[U−1(Λ)ϕ(x′)U(Λ)]2}

=
1

2
[gµνΛ

µ
ρ∂

ρϕ(x)Λνσ∂
σϕ(x)−m2ϕ2(x)] =

1

2
[gρσ∂

ρϕ(x)∂σϕ(x)−m2ϕ2(x)]

= L(x), (4.18)

倒数第二步用到保度规条件 (1.34)。从而，

U−1(Λ)L(x)U(Λ) = L(Λ−1x), (4.19)

可见，拉氏量算符 L(x) 的 Lorentz 变换规则与标量场算符 ϕ(x) 一样，它确实是一个 Lorentz
标量。

对于无穷小 Lorentz 变换 Λµν = δµν + ωµν，有

(Λ−1)µν = gναg
µβΛαβ = gναg

µβ(δαβ + ωαβ) = gνβg
µβ + gµβωνβ = δµν − gµβωβν

= δµν − ωµν , (4.20)

从而
(Λ−1x)µ = (δµν − ωµν)xν = xµ − ωµνxν . (4.21)

在 x 处将 (4.16) 式右边展开到 ω 的一阶项，得

ϕ(Λ−1x) = ϕ(x)− ωµνxν∂µϕ(x) = ϕ(x)− ωµνxν∂µϕ(x) = ϕ(x)− 1

2
(ωνµx

µ∂ν + ωµνx
ν∂µ)ϕ(x)

= ϕ(x)− i
2
ωµν i(xµ∂ν − xν∂µ)ϕ(x) = ϕ(x)− i

2
ωµνL̂

µνϕ(x), (4.22)

其中微分算符 L̂µν 定义为
L̂µν ≡ i(xµ∂ν − xν∂µ). (4.23)

根据 (3.10) 式，将 (4.16) 式左边展开到 ω 的一阶项，得

U−1(Λ)ϕ(x)U(Λ) =

(
I+

i
2
ωγδJ

γδ

)
ϕ(x)

(
I− i

2
ωαβJ

αβ

)
= ϕ(x)− i

2
ωαβϕ(x)J

αβ +
i
2
ωγδJ

γδϕ(x) = ϕ(x)− i
2
ωµν [ϕ(x), J

µν ]. (4.24)

两相比较，给出
[ϕ(x), Jµν ] = L̂µνϕ(x). (4.25)

这个对易关系与习题 2.5 推出的 (2.228) 式相同。可见，通过 Noether 定理得出的 Lorentz 对称
性守恒荷 (1.238) 与这里用量子 Lorentz 变换定义的生成元算符 Jµν 是一致的。
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x

y

x′

y′

A′µ(x′) = Λµ
νA

ν(x)

图 4.3: 在绕 z 轴空间旋转变换下，矢量场 Aµ(x) 的变换示意图。

L̂µν 的纯空间分量 L̂ij 的对偶三维矢量算符为

L̂i ≡ 1

2
εijkL̂jk =

i
2
εijk(xj∂k − xk∂j) = i

2
(εijkxj∂k − εikjxj∂k) = iεijkxj∂k, (4.26)

写成三维矢量外积的形式是
L̂ = −i x×∇. (4.27)

由于 −i∇ = p̂ 是动量微分算符 (2.90)，可以看出 L̂ 是轨道角动量微分算符。根据 (3.36) 式，将
(4.25) 式的纯空间分量改写为

[ϕ(x), J] = L̂ϕ(x). (4.28)

上式表明，总角动量算符 J与标量场算符 ϕ(x)的对易子给出了轨道角动量，但没有给出自旋角
动量。这说明标量场没有自旋，因此标量玻色子的自旋为 0。

4.2.2 量子矢量场的 Lorentz 变换
∂µϕ(x)是通过对标量场 ϕ(x)取时空导数得到的 Lorentz矢量。自身就是 Lorentz矢量的量

子场 Aµ(x) 也应该具有像 (4.17) 式那样的固有保时向 Lorentz 变换形式，即

A′µ(x′) = U−1(Λ)Aµ(x′)U(Λ) = ΛµνA
ν(x), (4.29)

或者写成
U−1(Λ)Aµ(x)U(Λ) = ΛµνA

ν(Λ−1x). (4.30)

这就是量子矢量场 Aµ(x) 的 Lorentz 变换形式。图 4.3 以空间旋转变换为例说明矢量场的变
换情况。在 Lorentz变换下，除了矢量场的分布区域变换到新参考系的相应区域之外，矢量场的
分量也要以 Lorentz 矢量分量的身份发生变换。根据 (4.8) 式，(4.29) 式的无穷小形式为

A′µ(x′) =

[
δµν −

i
2
ωρσ(J ρσ)µν

]
Aν(x) = Aµ(x)− i

2
ωρσ(J ρσ)µνA

ν(x). (4.31)

将上式与 (1.228) 式比较，可以发现 1.7.3 小节中的生成元矩阵 Iµν 在矢量表示中对应于 J µν。
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利用 (4.21) 式，在 x 处将 Aν(Λ−1x) 展开到 ω 的一阶项，得

Aν(Λ−1x) = Aν(x)− ωαβxβ∂αAν(x) = Aν(x)− ωαβxβ∂αAν(x)

= Aν(x) +
1

2
ωαβ(x

α∂β − xβ∂α)Aν(x) = Aν(x)− i
2
ωαβL̂

αβAν(x). (4.32)

从而，(4.30) 式右边展开为

ΛµνA
ν(Λ−1x) =

[
δµν −

i
2
ωρσ(J ρσ)µν

] [
Aν(x)− i

2
ωαβL̂

αβAν(x)

]
= Aµ(x)− i

2
ωρσ[L̂

ρσAµ(x) + (J ρσ)µνA
ν(x)]. (4.33)

另一方面，(4.30) 式左边的无穷小展开式是

U−1(Λ)Aµ(x)U(Λ) =

(
I+

i
2
ωγδJ

γδ

)
Aµ(x)

(
I− i

2
ωαβJ

αβ

)
= Aµ(x)− i

2
ωαβA

µ(x)Jαβ +
i
2
ωγδJ

γδAµ(x) = Aµ(x)− i
2
ωρσ[A

µ(x), Jρσ]. (4.34)

由此得到
[Aµ(x), Jρσ] = L̂ρσAµ(x) + (J ρσ)µνA

ν(x). (4.35)

注意，量子矢量场 Aµ(x) 具有三重身份，Hilbert 空间中的算符 Jρσ 通过对易子作用在它的算符
身份上，微分算符 L̂ρσ 作用在它的场身份上，矢量表示生成元 (J ρσ)µν 作用在它的 Lorentz 矢
量身份上。

生成元矩阵 J µν 纯空间分量的对偶三维矢量为

J i ≡ 1

2
εijkJ jk, J = (J 23,J 31,J 12). (4.36)

由于 J µν 满足 Lorentz 代数关系 (4.7)，J i 满足 (3.40) 形式的 SU(2) 代数关系

[J i,J j] = iεijkJ k. (4.37)

因此，J i 是 SU(2) 群某个线性表示的生成元。再根据 (3.36) 和 (4.26) 式，将 (4.35) 式的纯空
间分量改写为

[Aµ(x), J] = L̂Aµ(x) +J µ
νA

ν(x). (4.38)

上式表明，总角动量算符 J 对矢量场算符 Aµ(x) 的对易子不仅给出了轨道角动量，还给出了由
J 描述的自旋角动量。

J i 的具体矩阵形式为

(J 1)µν = (J 23)µν = i(g2µδ3ν − g3µδ2ν) =


0

0

0 −i
i 0

 , (4.39)
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(J 2)µν = (J 31)µν = i(g3µδ1ν − g1µδ3ν) =


0

0 i
0

−i 0

 , (4.40)

(J 3)µν = (J 12)µν = i(g1µδ2ν − g2µδ1ν) =


0

0 −i
i 0

0

 . (4.41)

只关注纯空间部分，有

(J 1J 1)ij =


0

1

1

 , (J 2J 2)ij =


1

0

1

 , (J 3J 3)ij =


1

1

0

 . (4.42)

因此

(J 2)ij = (J 1J 1 + J 2J 2 + J 3J 3)ij =


2

2

2

 = 2δij. (4.43)

根据 3.3.1小节中的 SU(2)群表示理论，二阶 Casimir算符 J 2 的本征值为 s(s+1)，即由 (3.149)
式得 (J 2)ij = s(s+1)δij，其中 s为自旋量子数。可见，矢量场 Aµ(x)空间分量的自旋量子数为

s = 1. (4.44)

量子化之后，矢量场 Aµ(x) 描述自旋为 1 的粒子。s = 1 表明 J 1、J 2 和 J 3 的纯空间部分是
SU(2) 群伴随表示 D(1) 的生成元矩阵，而 D(1) 也是 SO(3) 群的基础表示。

4.3 有质量矢量场的正则量子化
类似于电磁场，可以对任意矢量场 Aµ 定义反对称的场强张量

F µν = −F νµ ≡ ∂µAν − ∂νAµ. (4.45)

考虑一个自由的有质量的实矢量场 Aµ，它满足自共轭条件

[Aµ(x, t)]† = Aµ(x, t), (4.46)

相应的 Lorentz 不变拉氏量写作

L = −1

4
FµνF

µν +
1

2
m2AµA

µ. (4.47)
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L 中第一项是动能项，第二项是质量项，而 m > 0 是矢量场的质量。动能项可用 Aµ 表达成

−1

4
FµνF

µν = −1

4
(∂µAν − ∂νAµ)(∂µAν − ∂νAµ)

= −1

4
[(∂µAν)∂

µAν − (∂µAν)∂
νAµ − (∂νAµ)∂

µAν + (∂νAµ)∂
νAµ]

= −1

2
(∂µAν)∂

µAν +
1

2
(∂νAµ)∂

µAν . (4.48)

从而
∂L

∂(∂µAν)
= −∂µAν + ∂νAµ = −F µν ,

∂L
∂Aν

= m2Aν . (4.49)

Euler-Lagrange 方程 (1.166) 给出

0 = ∂µ
∂L

∂(∂µAν)
− ∂L
∂Aν

= −∂µF µν −m2Aν , (4.50)

因此，Aµ 的经典运动方程是 Proca 方程 [14]

∂µF
µν +m2Aν = 0. (4.51)

由 ∂ν∂µF
µν = −∂ν∂µF νµ = −∂µ∂νF νµ = −∂ν∂µF µν 可知，

∂ν∂µF
µν = 0. (4.52)

从 Proca 方程 (4.51) 得到

0 = ∂ν(∂µF
µν +m2Aν) = ∂ν∂µF

µν +m2∂νA
ν = m2∂νA

ν . (4.53)

质量 m ̸= 0 意味着矢量场 Aµ 应当满足 Lorenz 条件2

∂µA
µ = 0. (4.54)

从而
∂µF

µν = ∂µ(∂
µAν − ∂νAµ) = ∂2Aν − ∂ν∂µAµ = ∂2Aν . (4.55)

因此，Proca 方程 (4.51) 等价于符合 Lorenz 条件的 Klein-Gordon 方程

(∂2 +m2)Aµ(x) = 0. (4.56)

根据 (1.167) 式，Aµ 对应的共轭动量密度为

πµ =
∂L

∂(∂0Aµ)
= −∂0Aµ + ∂µA0 = −F0µ, (4.57)

2得名于丹麦物理学家 Ludvig Lorenz (1829–1891)，而非荷兰物理学家 Hendrik Lorentz (1853–1928)。
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时间分量和空间分量分别是

π0 = −F00 = 0, πi = −∂0Ai + ∂iA0 = −F0i. (4.58)

由于 π0 = 0，它不能作为与 A0 对应的正则共轭场，因而不能为 A0 构造正则对易关系。实际
上，由于 Lorenz 条件 (4.54) 的存在，Aµ 只有 3 个独立分量，我们可以将 A0 视作依赖于 3 个
空间分量 Ai 的量。于是，正则量子化程序要求独立的正则变量满足等时对易关系

[Ai(x, t), πj(y, t)] = iδijδ(3)(x− y), [Ai(x, t), Aj(y, t)] = [πi(x, t), πj(y, t)] = 0. (4.59)

由 (4.58) 式有
πi = −∂0Ai + ∂iA0 = −F 0i = F i0, (4.60)

写成空间矢量的形式为
π = −Ȧ−∇A0, (4.61)

故
Ȧ = −π −∇A0. (4.62)

对 Proca 方程 (4.51) 取 ν = 0，得 ∂µF
µ0 +m2A0 = 0，因此

A0 = − 1

m2
∂µF

µ0 = − 1

m2
∂iF

i0 = − 1

m2
∂iπ

i = − 1

m2
∇ · π. (4.63)

通过上式可将 A0 表达为 π 的函数。

4.3.1 极化矢量与平面波展开
矢量场 Aµ(x)既然满足 Klein-Gordon方程，应该具有两个平面波解，即正能解 exp(−ip ·x)

和负能解 exp(ip · x)。由于 Aµ(x) 带有一个 Lorentz 指标，平面波展开式的系数也必须具有一
个这样的指标。一般地，对于确定的动量 p，矢量场的正能解模式具有如下形式：

φµ(x, p, σ) = eµ(p, σ) exp(−ip · x), p0 = Ep =
√
|p|2 +m2 . (4.64)

这里的系数 eµ(p, σ)是 Lorentz矢量，称为极化矢量 (polarization vector)，它依赖于动量 p，而
且具有另外一个指标 σ 以描述矢量粒子的极化态。我们希望一组极化矢量能够构成 Lorentz 矢
量空间的一组基底，从而用它们可以展开一个任意的 Lorentz矢量。为了做到这一点，一组极化
矢量应当是线性独立且正交完备的。

Lorentz 矢量空间是一个 4 维线性空间，可将它的一组基底简单地取为

ẽµ(0) = (1, 0, 0, 0), ẽµ(1) = (0, 1, 0, 0), ẽµ(2) = (0, 0, 1, 0), ẽµ(3) = (0, 0, 0, 1), (4.65)

其中 ẽµ(0) 是类时矢量，而 ẽµ(1)、ẽµ(2) 和 ẽµ(3) 是类空矢量。可以验证，这组基底满足正交归
一关系 ẽµ(σ)ẽ

µ(σ′) = gσσ′ (σ, σ′ = 0, 1, 2, 3) 和完备性关系
3∑

σ=0

gσσẽµ(σ)ẽν(σ) = gµν。
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类似地，作为基底的一组极化矢量也应当有 4 个，包括 1 个类时的极化矢量 eµ(p, 0) 与 3
个类空的极化矢量 eµ(p, 1)、eµ(p, 2) 和 eµ(p, 3)。我们要求这 4 个极化矢量是实的，而且满足
Lorentz 矢量空间中的正交归一关系

eµ(p, σ)eµ(p, σ′) = gσσ′ . (4.66)

和完备性关系
3∑

σ=0

gσσeµ(p, σ)eν(p, σ) = gµν . (4.67)

从而，以极化矢量为基底可将任意 Lorentz 矢量 Vµ 展开成

Vµ = gµνV
ν =

3∑
σ=0

gσσeµ(p, σ)eν(p, σ)V ν =
3∑

σ=0

vσ(p)eµ(p, σ), (4.68)

其中展开系数 vσ(p) ≡ gσσeν(p, σ)V ν。也就是说，这组极化矢量是完备的。
正交归一关系 (4.66) 和完备性关系 (4.67) 都是 Lorentz 协变的。只要在某个惯性系中取定

符合这两个关系的一组极化矢量，通过 Lorentz 变换就可以在其它惯性系中得到依然满足这两
个关系的一组极化矢量。

现在，我们根据与在壳动量 pµ 的关系选择一组极化矢量。首先，选取 2 个只有空间分量的
类空横向极化矢量

eµ(p, 1) = (0, e(p, 1)), eµ(p, 2) = (0, e(p, 2)). (4.69)

此处
e(p, 1) = 1

|p||pT|
(p1p3, p2p3,−|pT|2), e(p, 2) = 1

|pT|
(−p2, p1, 0), (4.70)

其中
|pT| ≡

√
(p1)2 + (p2)2 . (4.71)

“横向”指的是它们在三维空间中与 p 垂直，即

p · e(p, 1) =
1

|p||pT|
[(p1)2p3 + (p2)2p3 − p3|pT|2] = 0, (4.72)

p · e(p, 2) =
1

|pT|
(−p1p2 + p2p1) = 0. (4.73)

此外，存在如下关系：

e(p, 1) · e(p, 1) =
1

|p|2|pT|2
[(p1)2(p3)2 + (p2)2(p3)2 + |pT|4]

=
1

|p|2|pT|2
|pT|2[(p3)2 + |pT|2] = 1, (4.74)

e(p, 2) · e(p, 2) =
1

|pT|2
[(p2)2 + (p1)2] = 1, (4.75)
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T

2(T, 1)

2(T, 2)

2(T, 3)

图 4.4: 极化矢量方向与动量方向示意图，p 垂直于 e(p, 1) 和 e(p, 2) 决定的平面。

e(p, 1) · e(p, 2) =
1

|p||pT|2
(−p1p3p2 + p2p3p1) = 0. (4.76)

也就是说，它们在三维空间中是正交归一的：

e(p, i) · e(p, j) = δij, i, j = 1, 2. (4.77)

从而，这两个横向极化矢量满足四维横向条件

pµe
µ(p, 1) = pµe

µ(p, 2) = 0, (4.78)

和正交归一关系

eµ(p, i)eµ(p, j) = −e(p, i) · e(p, j) = −δij = gij, i, j = 1, 2. (4.79)

图 4.4 示意性地画出 p、e(p, 1) 和 e(p, 2)，它们在三维空间中两两相互垂直。
接着，要求第 3个类空极化矢量 eµ(p, 3)是纵向的，即在三维空间中与 p平行，如图 4.4所

示。这样还不能确定它的时间分量，为此进一步要求它满足四维横向条件 pµe
µ(p, 3) = 0，而正

交归一关系 (4.66) 将决定它的归一化。于是，纵向极化矢量的形式为

eµ(p, 3) =
(
|p|
m
,
p0 p
m|p|

)
. (4.80)

容易验证，它确实满足四维横向条件

pµe
µ(p, 3) = p0

|p|
m
− p · p

0 p
m|p| =

p0|p|
m
− p0|p|

m
= 0, (4.81)

和正交归一关系

eµ(p, 3)eµ(p, 3) =
|p|
m

|p|
m
− (p0)2 p · p

m2|p|2 =
|p|2
m2
− (p0)2

m2
= −(p0)2 − |p|2

m2
= −1 = g33; (4.82)

eµ(p, 3)eµ(p, i) = − p0

m|p| p · e(p, i) = 0, i = 1, 2. (4.83)

最后，我们可以将类时极化矢量取为正比于 pµ 的矢量

eµ(p, 0) = pµ

m
=

1

m
(p0, p). (4.84)
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它符合归一关系
eµ(p, 0)eµ(p, 0) =

p2

m2
= 1 = g00, (4.85)

而且与满足四维横向条件的 3 个类空极化矢量正交，

eµ(p, 0)eµ(p, i) =
1

m
pµe

µ(p, i) = 0, i = 1, 2, 3. (4.86)

不过，eµ(p, 0) 不满足四维横向条件，

pµe
µ(p, 0) = p2

m
= m ̸= 0. (4.87)

实际上，我们找不到满足四维横向条件的类时极化矢量。原因在于，总可以取一个特殊惯性
系使 pµ = (m, 0)，而类时极化矢量 eµ(p, 0)的时间分量一定非零，故 pµe

µ(p, 0) = me0(p, 0) ̸= 0。
由于 pµe

µ(p, 0) 是 Lorentz 不变的，在任意惯性系中均有 pµe
µ(p, 0) ̸= 0。

可以验证，由 (4.69)、(4.70)、(4.80) 和 (4.84) 式定义的这组极化矢量确实满足完备性关
系 (4.67)：

3∑
σ=0

gσσeµ(p, σ)eν(p, σ)

= eµ(p, 0)eν(p, 0)− eµ(p, 1)eν(p, 1)− eµ(p, 2)eν(p, 2)− eµ(p, 3)eν(p, 3)

=
1

m2


p0p0 −p0p1 −p0p2 −p0p3

−p1p0 p1p1 p1p2 p1p3

−p2p0 p2p1 p2p2 p2p3

−p3p0 p3p1 p3p2 p3p3

− 1

|p|2|pT|2


0 0 0 0

0 p1p3p1p3 p1p3p2p3 −p1p3|pT|2

0 p2p3p1p3 p2p3p2p3 −p2p3|pT|2

0 −|pT|2p1p3 −|pT|2p2p3 |pT|4



− 1

|pT|2


0 0 0 0

0 p2p2 −p2p1 0

0 −p1p2 p1p1 0

0 0 0 0

− 1

m2



|p|2 −p0p1 −p0p2 −p0p3

−p0p1 (p0)2

|p|2 p
1p1 (p0)2

|p|2 p
1p2 (p0)2

|p|2 p
1p3

−p0p2 (p0)2

|p|2 p
2p1 (p0)2

|p|2 p
2p2 (p0)2

|p|2 p
2p3

−p0p3 (p0)2

|p|2 p
3p1 (p0)2

|p|2 p
3p2 (p0)2

|p|2 p
3p3



=


1 0 0 0

0 (p1)2

m2

[
1− (p0)2

|p|2
]
− (p1p3)2+(p2)2|p|2

|p|2|pT|2
p1p2

m2

[
1− (p0)2

|p|2
]
− p1p2[(p3)2−|p|2]

|p|2|pT|2
p1p3

m2

[
1− (p0)2

|p|2
]
+ p1p3

|p|2

0 p1p2

m2

[
1− (p0)2

|p|2
]
− p1p2[(p3)2−|p|2]

|p|2|pT|2
(p2)2

m2

[
1− (p0)2

|p|2
]
− (p2p3)2+(p1)2|p|2

|p|2|pT|2
p2p3

m2

[
1− (p0)2

|p|2
]
+ p2p3

|p|2

0 p1p3

m2

[
1− (p0)2

|p|2
]
+ p1p3

|p|2
p2p3

m2

[
1− (p0)2

|p|2
]
+ p2p3

|p|2
(p3)2

m2

[
1− (p0)2

|p|2
]
− |pT|2

|p|2



=



1 0 0 0

0 − (p1)2|pT|2+(p1)2(|p|2−|pT|2)+(p2)2|p|2
|p|2|pT|2 −p1p2

|p|2 + p1p2

|p|2 −p1p3

|p|2 + p1p3

|p|2

0 −p1p2

|p|2 + p1p2

|p|2 − (p2)2|pT|2+(p2)2(|p|2−|pT|2)+(p1)2|p|2
|p|2|pT|2 −p2p3

|p|2 + p2p3

|p|2

0 −p1p3

|p|2 + p1p3

|p|2 −p2p3

|p|2 + p2p3

|p|2 − (p3)2+|pT|2
|p|2
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=


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 = gµν . (4.88)

由于有质量矢量场 Aµ 必须满足 Lorenz 条件 (4.54)，正能解模式 (4.64) 应满足

0 = ∂µφ
µ(x, p, σ) = −ipµeµ(p, σ) exp(−ip · x), (4.89)

即
pµe

µ(p, σ) = 0. (4.90)

也就是说，描述有质量矢量场的极化矢量必须满足四维横向条件。因此，类时极化矢量 eµ(p, 0)不
能用于描述有质量矢量场 Aµ。这说明 Aµ 只有 3个物理的极化状态，由类空的极化矢量 eµ(p, 1)、
eµ(p, 2) 和 eµ(p, 3) 描述。根据完备性关系 (4.67)，这三个物理极化矢量满足

−
3∑

σ=1

eµ(p, σ)eν(p, σ) =
3∑

σ=1

gσσeµ(p, σ)eν(p, σ) = gµν − g00eµ(p, 0)eν(p, 0) = gµν −
pµpν
m2

, (4.91)

即具有极化求和关系
3∑

σ=1

eµ(p, σ)eν(p, σ) = −gµν +
pµpν
m2

. (4.92)

通过线性组合定义另一套物理的极化矢量 εµ(p, λ)，其中 λ = +1, 0,−1：

εµ(p,±) ≡ 1√
2
[eµ(p, 1)± ieµ(p, 2)] , (4.93)

εµ(p, 0) ≡ eµ(p, 3). (4.94)

这样定义的 εµ(p,±) 是复的，而 εµ(p, 0) 是实的。它们都满足四维横向条件

pµε
µ(p, λ) = 0, λ = ±, 0. (4.95)

它们还满足

ε∗µ(p,±)εµ(p,±) =
1

2
[eµ(p, 1)∓ ieµ(p, 2)][eµ(p, 1)± ieµ(p, 2)]

=
1

2
eµ(p, 1)eµ(p, 1) +

1

2
eµ(p, 2)eµ(p, 2) =

1

2
(g11 + g22) = −1, (4.96)

ε∗µ(p,±)εµ(p,∓) =
1

2
[eµ(p, 1)∓ ieµ(p, 2)][eµ(p, 1)∓ ieµ(p, 2)]

=
1

2
eµ(p, 1)eµ(p, 1)−

1

2
eµ(p, 2)eµ(p, 2)∓ ieµ(p, 1)eµ(p, 2)

=
1

2
(g11 − g22 ∓ 2ig12) = 0, (4.97)

ε∗µ(p, 0)εµ(p, 0) = eµ(p, 3)eµ(p, 3) = −1, (4.98)
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ε∗µ(p,±)εµ(p, 0) =
1

2
[eµ(p, 1)∓ ieµ(p, 2)]eµ(p, 3) = 0, (4.99)

即具有正交归一关系

ε∗µ(p, λ)εµ(p, λ′) = −δλλ′ . (4.100)

另一方面，
∑
λ=±,0

ε∗µ(p, λ)εν(p, λ) =
1

2
[eµ(p, 1)− ieµ(p, 2)][eν(p, 1) + ieν(p, 2)]

+
1

2
[eµ(p, 1) + ieµ(p, 2)][eν(p, 1)− ieν(p, 2)] + eµ(p, 3)eν(p, 3)

= eµ(p, 1)eν(p, 1) + eµ(p, 2)eν(p, 2) + eµ(p, 3)eν(p, 3)

=
3∑

σ=1

eµ(p, σ)eν(p, σ), (4.101)

与 (4.92) 式左边相等，因而存在极化求和关系

∑
λ=±,0

ε∗µ(p, λ)εν(p, λ) = −gµν +
pµpν
m2

. (4.102)

这个关系是 Lorentz 协变的，四维横向条件 (4.95) 体现为

pν
∑
λ=±,0

ε∗µ(p, λ)εν(p, λ) = −pµ +
pµp

2

m2
= −pµ + pµ = 0. (4.103)

实际上，横向实极化矢量 eµ(p, 1) 和 eµ(p, 2) 描述矢量场的线极化振动，相应的振动方向被
限制在由 e(p, 1) 或 e(p, 2) 与 p决定的平面上。另一方面，横向复极化矢量 εµ(p,+) 和 εµ(p,−)
描述矢量场的圆极化振动，定义式 (4.93)中线性组合系数之比 ±i = e±iπ/2 意味着圆极化由两个
相位差为 ±π/2 的线极化所合成。

根据 3.3 节讨论，螺旋度是粒子的自旋角动量在动量方向上的投影。对于自旋为 1 的有质
量粒子，螺旋度本征值的取值包括 −1、0 和 +1，对应于 3 种自旋极化态。动量 p 的方向由
p̂ = p/|p| 表征，在 Lorentz 群矢量表示中，自旋角动量矩阵 J 的表达式为 (4.39)、(4.40) 和
(4.41)，从而螺旋度矩阵的形式是

p̂ ·J =
1

|p| p ·J =
1

|p|


0

0 −ip3 ip2

ip3 0 −ip1

−ip2 ip1 0

 . (4.104)
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将 (4.70) 和 (4.80) 式代入 (4.93) 和 (4.94) 式，得到 εµ(p, λ) 的列矢量形式为

εµ(p, 0) = 1

m|p|


|p|2

p0p1

p0p2

p0p3

 , εµ(p,+) =
1√

2|p||pT|


0

p1p3 − ip2|p|
p2p3 + ip1|p|
−|pT|2

 ,

εµ(p,−) = 1√
2|p||pT|


0

p1p3 + ip2|p|
p2p3 − ip1|p|
−|pT|2

 .

(4.105)

从而推出

(p̂ ·J )µνε
ν(p, 0) =

1

m|p|2


0

−ip3p0p2 + ip2p0p3

ip3p0p1 − ip1p0p3

−ip2p0p1 + ip1p0p2

 =


0

0

0

0

 = 0 εµ(p, 0), (4.106)

(p̂ ·J )µνε
ν(p,+) =

1√
2|p|2|pT|


0

−ip2(p3)2 + p1p3|p| − ip2|pT|2

ip1(p3)2 + p2p3|p|+ ip1|pT|2

−ip1p2p3 − (p2)2|p|+ ip1p2p3 − (p1)2|p|



=
1√

2|p|2|pT|


0

p1p3|p| − ip2|p|2

p2p3|p|+ ip1|p|2

−|pT|2|p|

 = +εµ(p,+), (4.107)

(p̂ ·J )µνε
ν(p,−) =

1√
2|p|2|pT|


0

−ip2(p3)2 − p1p3|p| − ip2|pT|2

ip1(p3)2 − p2p3|p|+ ip1|pT|2

−ip1p2p3 + (p2)2|p|+ ip1p2p3 + (p1)2|p|



=
1√

2|p|2|pT|


0

−p1p3|p| − ip2|p|2

−p2p3|p|+ ip1|p|2

|pT|2|p|

 = −εµ(p,−). (4.108)

归纳起来，有
(p̂ ·J )µνε

ν(p, λ) = λ εµ(p, λ), λ = ±, 0. (4.109)
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上式说明极化矢量 εµ(p, λ)是螺旋度矩阵的本征矢量，本征值为 λ。因此，εµ(p, λ)描述动量为 p、
螺旋度为 λ的矢量粒子的极化态。螺旋度 λ = ±1对应于两种横向极化 (transverse polarization)，
包括右旋极化 (λ = +)和左旋极化 (λ = −)；λ = 0对应于纵向极化 (longitudinal polarization)。

有质量的实矢量场算符 Aµ(x, t) 的平面波展开式应当包含正能解和负能解的所有动量模式
的所有极化态，并满足自共轭条件 (4.46)，符合要求的形式为

Aµ(x, t) =
∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±,0

[
εµ(p, λ)ap,λe−ip·x + εµ∗(p, λ)a†p,λeip·x

]
, (4.110)

其中 p0 = Ep =
√
|p|2 +m2，产生算符 a†p,λ 和湮灭算符 ap,λ 带着极化指标 λ。

将平面波展开式 (4.110) 代入 (4.38) 式左边和右边，分别得到

[Aµ(x), J] =
∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

{
εµ(p, λ)[ap,λ, J]e−ip·x + εµ∗(p, λ)[a†p,λ, J]eip·x

}
(4.111)

和

L̂Aµ(x) + (J )µνA
ν(x) =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[−iδµν x×∇+ (J )µν ]

×
{
εν(p, λ)ap,λe−ip·x + εν∗(p, λ)a†p,λeip·x

}
=

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

{
[δµν x× p + (J )µν ]ε

ν(p, λ)ap,λe−ip·x

+ [−δµν x× p + (J )µν ]ε
ν∗(p, λ)a†p,λeip·x

}
. (4.112)

由于 e−ip·x 和 eip·x 是两个线性独立的平面波解，它们各自的系数分别相等才能保证以上两式相
等。两相比较，有

εµ(p, λ)[ap,λ, J] = [δµν x× p + (J )µν ]ε
ν(p, λ)ap,λ. (4.113)

两边与 p̂ 作内积，再利用 (4.109) 式，得

εµ(p, λ)[ap,λ, p̂ · J] = (p̂ ·J )µνε
ν(p, λ)ap,λ = λ εµ(p, λ)ap,λ, (4.114)

从而推出
[ap,λ, p̂ · J] = λ ap,λ. (4.115)

对上式取厄米共轭，得
λ a†p,λ = [ap,λ, p̂ · J]† = [p̂ · J, a†p,λ], (4.116)

即
(p̂ · J)a†p,λ = a†p,λ(p̂ · J) + λ a†p,λ. (4.117)

真空态 |0⟩ 定义为被任意 ap,λ 湮灭的态，即满足

ap,λ |0⟩ = 0. (4.118)
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另一方面，真空态不具有角动量，满足

J |0⟩ = 0. (4.119)

引入单粒子态
|p, λ⟩ ≡

√
2Ep a

†
p,λ |0⟩ , λ = ±, 0, (4.120)

则 (4.117) 式意味着

(p̂ · J) |p, λ⟩ =
√

2Ep (p̂ · J)a†p,λ |0⟩ =
√

2Ep [a
†
p,λ(p̂ · J) + λ a†p,λ] |0⟩ = λ

√
2Ep a

†
p,λ |0⟩ , (4.121)

即
(p̂ · J) |p, λ⟩ = λ |p, λ⟩ , λ = ±, 0. (4.122)

自由的单粒子态没有轨道角动量，因而 p̂ · J 相当于螺旋度算符。可见，用产生算符 a†p,λ 定义的
单粒子态 |p, λ⟩ 是螺旋度本征态，本征值为 λ。

根据 (4.58) 式，共轭动量密度为

πi = −∂0Ai + ∂iA0 =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±,0

{
[ip0εi(p, λ)− ipiε0(p, λ)]ap,λe−ip·x

+ [−ip0ε∗i (p, λ) + ipiε∗0(p, λ)]a
†
p,λeip·x

}
, (4.123)

引入
ε̃i(p, λ) ≡ εi(p, λ)−

pi
p0
ε0(p, λ), (4.124)

则
p0εi(p, λ)− piε0(p, λ) = p0ε̃i(p, λ), (4.125)

从而将共轭动量密度的平面波展开式写得更加紧凑：

πi(x, t) =
∫ d3p

(2π)3
ip0√
2Ep

∑
λ=±,0

[
ε̃i(p, λ)ap,λe−ip·x − ε̃∗i (p, λ)a

†
p,λeip·x

]
. (4.126)

显然它也满足自共轭条件
[πi(x, t)]† = πi(x, t). (4.127)

根据平面波展开式 (4.110) 和 (4.126)，以及等时对易关系 (4.59)，推出产生湮灭算符的对
易关系

[ap,λ, a
†
q,λ′ ] = (2π)3δλλ′δ

(3)(p− q), [ap,λ, aq,λ′ ] = [a†p,λ, a
†
q,λ′ ] = 0. (4.128)

具体推导过程见 4.3.2 小节选读内容。上式表明，两个产生算符相互对易，因此，与标量场类似，
有质量矢量场描述的粒子是一种玻色子，称为矢量玻色子 (vector boson)，自旋为 1。与实标量
场类似，有质量实矢量场对应的矢量玻色子是纯中性的。
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根据 (1.169) 式，有质量矢量场的哈密顿量密度为

H = πi∂0A
i − L = −π · Ȧ +

1

4
FµνF

µν − 1

2
m2AµA

µ. (4.129)

利用 (4.62) 和 (4.63) 式，有

−π · Ȧ = π · (π +∇A0) = π2 +∇ · (A0π)− A0(∇ · π)

= π2 +∇ · (A0π) +
1

m2
(∇ · π)2, (4.130)

−1

2
m2AµA

µ = −1

2
m2[(A0)

2 −A2] = − 1

2m2
(∇ · π)2 + 1

2
m2A2. (4.131)

另一方面，由 (4.58) 和 (4.60) 式得
1

2
F0iF

0i =
1

2
πiπ

i = −1

2
π2. (4.132)

应用 (1.118) 式，推出

F ij = ∂iAj − ∂jAi = (δimδjn − δinδjm)∂mAn = εijkεkmn∂mAn = −εijkεkmn∂mAn, (4.133)

从而，
1

4
FijF

ij =
1

4
F ijF ij =

1

4
εijkεkmn(∂mA

n)εijlεlpq∂pA
q =

1

2
δklεkmn(∂mA

n)εlpq∂pA
q

=
1

2
εkmn(∂mA

n)εkpq∂pA
q =

1

2
(∇×A)2. (4.134)

故
1

4
FµνF

µν =
1

2
F0iF

0i +
1

4
FijF

ij = −1

2
π2 +

1

2
(∇×A)2. (4.135)

于是，哈密顿量密度化为

H = π2 +∇ · (A0π) +
1

m2
(∇ · π)2 − 1

2
π2 +

1

2
(∇×A)2 − 1

2m2
(∇ · π)2 + 1

2
m2A2

=
1

2
π2 +∇ · (A0π) +

1

2m2
(∇ · π)2 + 1

2
(∇×A)2 +

1

2
m2A2. (4.136)

上式最后一行第二项是一个全散度，对全空间积分时它没有贡献。
于是，哈密顿量算符为

H =

∫
d3xH =

1

2

∫
d3x

[
π2 +

1

m2
(∇ · π)2 + (∇×A)2 +m2A2

]
. (4.137)

经过进一步计算，推出

H =
∑
λ=±,0

∫ d3p

(2π)3
Ep a

†
p,λap,λ + (2π)3δ(3)(0)

∫ d3p

(2π)3
3

2
Ep, (4.138)
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其中第一项是所有动量模式所有极化态所有矢量玻色子贡献的能量之和，第二项是零点能。另
一方面，总动量算符为

P = −
∫

d3xπi∇Ai =
∑
λ=±,0

∫ d3p

(2π)3
p a†p,λap,λ. (4.139)

这表明总动量是所有动量模式所有极化态所有矢量玻色子贡献的动量之和。具体推导过程见
4.3.3 小节选读内容。

4.3.2 选读：推导产生湮灭算符的对易关系
本小节推导产生湮灭算符的对易关系 (4.128)。
利用∫

d3x eiq·xAµ

=

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∫
d3x

∑
λ=±,0

[
εµ(p, λ)ap,λe−i(p−q)·x + εµ∗(p, λ)a†p,λei(p+q)·x

]
=

∫ d3p√
2Ep

∑
λ=±,0

[
εµ(p, λ)ap,λe−i(p0−q0)tδ(3)(p− q) + εµ∗(p, λ)a†p,λei(p0+q0)tδ(3)(p + q)

]
=

1√
2Eq

∑
λ=±,0

[
εµ(q, λ)aq,λ + εµ∗(−q, λ)a†−q,λe2iq0t

]
(4.140)

和 ∫
d3x eiq·x∂0A

µ =

∫ d3p

(2π)3
−ip0√
2Ep

∫
d3x

∑
λ=±,0

[
εµ(p, λ)ap,λe−i(p−q)·x − εµ∗(p, λ)a†p,λei(p+q)·x

]
=

∫
d3p

−ip0√
2Ep

∑
λ=±,0

[
εµ(p, λ)ap,λe−i(p0−q0)tδ(3)(p− q)

− εµ∗(p, λ)a†p,λei(p0+q0)tδ(3)(p + q)
]

=
−iq0√
2Eq

∑
λ=±,0

[
εµ(q, λ)aq,λ − εµ∗(−q, λ)a†−q,λe2iq0t

]
, (4.141)

以及正交归一关系 (4.100)，推出

ε∗µ(q, λ′)
∫

d3x eiq·x (∂0A
µ − iq0Aµ) = ε∗µ(q, λ′)

−2iq0√
2Eq

∑
λ=±,0

εµ(q, λ)aq,λ

= −i
√

2Eq
∑
λ=±,0

(−δλ′λ)aq,λ = i
√
2Eq aq,λ′ . (4.142)

由 Lorenz 条件 (4.54) 得
∂0A

0 = −∂iAi, (4.143)
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根据 (4.58) 式，有
∂0A

i = −∂0Ai = πi − ∂iA0 = πi − ∂iA0. (4.144)

于是，湮灭算符 ap,λ 可表达为

ap,λ =
−i√
2Ep

ε∗µ(p, λ)
∫

d3x eip·x (∂0A
µ − ip0Aµ)

=
−i√
2Ep

∫
d3x eip·x [ε∗0(p, λ)∂0A0 + ε∗i (p, λ)∂0Ai − ip0ε∗µ(p, λ)Aµ]

=
−i√
2Ep

∫
d3x eip·x [− ε∗0(p, λ)∂iAi + ε∗i (p, λ)πi − ε∗i (p, λ)∂iA0

− ip0ε∗0(p, λ)A0 − ip0ε∗i (p, λ)Ai
]
. (4.145)

上式最后两行方括号中的第一项和第三项可以通过分部积分化为∫
d3x eip·x[−ε∗0(p, λ)∂iAi − ε∗i (p, λ)∂iA0] =

∫
d3x [ε∗0(p, λ)(∂ieip·x)Ai + ε∗i (p, λ)(∂ieip·x)A0]

=

∫
d3x [ipiε∗0(p, λ)eip·xAi + ipiε∗i (p, λ)eip·xA0]

=

∫
d3x eip·x[iε∗0(p, λ)piAi + ipiε∗i (p, λ)A0], (4.146)

从而

ap,λ =
−i√
2Ep

∫
d3x eip·x [ iε∗0(p, λ)piAi + ε∗i (p, λ)πi + ipiε∗i (p, λ)A0

− ip0ε∗0(p, λ)A0 − ip0ε∗i (p, λ)Ai
]

=
−i√
2Ep

∫
d3x eip·x {ε∗i (p, λ)πi − ipµε∗µ(p, λ)A0 − i[p0ε∗i (p, λ)− piε∗0(p, λ)]Ai}. (4.147)

再利用四维横向条件 (4.95) 和 (4.125) 式，得到

ap,λ =
−i√
2Ep

∫
d3x eip·x [−εi∗(p, λ)πi(x)− ip0ε̃∗i (p, λ)Ai(x)

]
=

i√
2Ep

∫
d3x eip·x [εi∗(p, λ)πi(x) + ip0ε̃∗i (p, λ)Ai(x)

]
. (4.148)

取厄米共轭，得

a†p,λ =
−i√
2Ep

∫
d3x e−ip·x [εi(p, λ)πi(x)− ip0ε̃i(p, λ)Ai(x)

]
. (4.149)

利用等时对易关系 (4.59)，可得湮灭算符与产生算符的对易关系为

[ap,λ, a
†
q,λ′ ]

=
1√

4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x−q·y) [εi∗(p, λ)πi(x, t) + ip0ε̃∗i (p, λ)Ai(x, t),
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εj(q, λ′)πj(y, t)− iq0ε̃j(q, λ′)Aj(y, t)
]

=
1√

4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x−q·y) {− iq0εi∗(p, λ)ε̃j(q, λ′)[πi(x, t), Aj(y, t)]

+ ip0ε̃∗i (p, λ)εj(q, λ′)[Ai(x, t), πj(y, t)]
}

=
1√

4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x−q·y)δ(3)(x− y) [−q0εi∗(p, λ)ε̃j(q, λ′)δj i − p0ε̃∗i (p, λ)εj(q, λ′)δij]

=
1√

4EpEq

∫
d3x ei(p0−q0)te−i(p−q)·x [−Eqε

i∗(p, λ)ε̃i(q, λ′)− Epε̃
∗
i (p, λ)εi(q, λ′)]

= −1

2
(2π)3δ(3)(p− q) [εi∗(p, λ)ε̃i(p, λ′) + ε̃∗i (p, λ)εi(p, λ′)]. (4.150)

根据定义式 (4.124)、四维横向条件 (4.95) 和正交归一关系 (4.100)，有

εi∗(p, λ)ε̃i(p, λ′) = εi∗(p, λ)εi(p, λ′)−
1

p0
piε

i∗(p, λ)ε0(p, λ′)

= εi∗(p, λ)εi(p, λ′) +
1

p0
p0ε

0∗(p, λ)ε0(p, λ′)

= εµ∗(p, λ)εµ(p, λ′) = −δλλ′ , (4.151)

取复共轭，得
ε̃∗i (p, λ)εi(p, λ′) = −δλλ′ . (4.152)

于是
[ap,λ, a

†
q,λ′ ] = −

1

2
(2π)3δ(3)(p− q) (−δλλ′ − δλλ′) = (2π)3δλλ′δ

(3)(p− q). (4.153)

另一方面，

[ap,λ, aq,λ′ ]

=
−1√
4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x+q·y)[εi∗(p, λ)πi(x, t) + ip0ε̃∗i (p, λ)Ai(x, t),

εj∗(q, λ′)πj(y, t) + iq0ε̃∗j(q, λ′)Aj(y, t)
]

=
−1√
4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x+q·y) {iq0εi∗(p, λ)ε̃∗j(q, λ′)[πi(x, t), Aj(y, t)]

+ ip0ε̃∗i (p, λ)εj∗(q, λ′)[Ai(x, t), πj(y, t)]
}

=
−1√
4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x+q·y)δ(3)(x− y) [q0εi∗(p, λ)ε̃∗j(q, λ′)δj i − p0ε̃∗i (p, λ)εj∗(q, λ′)δij]

=
−1√
4EpEq

∫
d3x ei(p0+q0)te−i(p+q)·x [Eqε

i∗(p, λ)ε̃∗i (q, λ′)− Epε̃
∗
i (p, λ)εi∗(q, λ′)]

= −1

2
(2π)3δ(3)(p + q)e2iEpt [εi∗(p, λ)ε̃∗i (−p, λ′)− ε̃∗i (p, λ)εi∗(−p, λ′)]. (4.154)

对四维横向条件 (4.95) 取复共轭，得

pµε
µ∗(p, λ) = p0ε

0∗(p, λ) + piε
i∗(p, λ) = 0. (4.155)
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将上式中的 p 替换成 −p，得

p0ε
0∗(−p, λ)− piεi∗(−p, λ) = 0. (4.156)

因此，
piε

i∗(p, λ) = −p0ε0∗(p, λ), −piεi∗(−p, λ) = −p0ε0∗(−p, λ), (4.157)

或者写成
p · ε∗(p, λ) = p0ε

0∗(p, λ), −p · ε∗(−p, λ) = p0ε
0∗(−p, λ). (4.158)

从而，

εi∗(p, λ)ε̃∗i (−p, λ′) = εi∗(p, λ)
[
ε∗i (−p, λ′) + pi

p0
ε∗0(−p, λ′)

]
= εi∗(p, λ)ε∗i (−p, λ′) + 1

p0
piε

i∗(p, λ)ε∗0(−p, λ′)

= εi∗(p, λ)ε∗i (−p, λ′)− 1

p0
p0ε

0∗(p, λ)ε∗0(−p, λ′)

= εi∗(p, λ)ε∗i (−p, λ′)− ε0∗(p, λ)ε∗0(−p, λ′), (4.159)

ε̃∗i (p, λ)εi∗(−p, λ′) = εi∗(−p, λ′)ε∗i (p, λ)− ε0∗(−p, λ′)ε∗0(p, λ) = εi∗(p, λ)ε̃∗i (−p, λ′), (4.160)

即 εi∗(p, λ)ε̃∗i (−p, λ′)− ε̃∗i (p, λ)εi∗(−p, λ′) = 0，故

[ap,λ, aq,λ′ ] = 0. (4.161)

4.3.3 选读：推导哈密顿量和总动量
下面逐项计算哈密顿量 (4.137)。
哈密顿量的第一项是
1

2

∫
d3xπ2

=
1

2

∑
λλ′

∫ d3x d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq
(ip0)(iq0)

[
ε̃(p, λ)ap,λe−ip·x − ε̃∗(p, λ)a†p,λeip·x

]
·
[
ε̃(q, λ′)aq,λ′e−iq·x − ε̃∗(q, λ′)a†q,λ′eiq·x

]
= −1

2

∑
λλ′

∫ d3x d3p d3q p0q0

(2π)6
√
4EpEq

[
− ε̃(p, λ) · ε̃∗(q, λ′)ap,λa

†
q,λ′e−i(p−q)·x

− ε̃∗(p, λ) · ε̃(q, λ′)a†p,λaq,λ′ei(p−q)·x + ε̃(p, λ) · ε̃(q, λ′)ap,λaq,λ′e−i(p+q)·x

+ ε̃∗(p, λ) · ε̃∗(q, λ′)a†p,λa
†
q,λ′ei(p+q)·x

]
= −1

2

∑
λλ′

∫ d3p d3q p0q0

(2π)3
√
4EpEq

{
− δ(3)(p− q)

[
ε̃(p, λ) · ε̃∗(q, λ′)ap,λa

†
q,λ′e−i(p0−q0)t

+ ε̃∗(p, λ) · ε̃(q, λ′)a†p,λaq,λ′ei(p0−q0)t
]
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+ δ(3)(p + q)
[
ε̃(p, λ) · ε̃(q, λ′)ap,λaq,λ′e−i(p0+q0)t

+ ε̃∗(p, λ) · ε̃∗(q, λ′)a†p,λa
†
q,λ′ei(p0+q0)t

]}
=
∑
λλ′

∫ d3p

(2π)3
1

4Ep
E2

p

[
ε̃(p, λ) · ε̃∗(p, λ′)ap,λa

†
p,λ′ + ε̃∗(p, λ) · ε̃(p, λ′)a†p,λap,λ′

− ε̃(p, λ) · ε̃(−p, λ′)ap,λa−p,λ′e−2iEpt − ε̃∗(p, λ) · ε̃∗(−p, λ′)a†p,λa
†
−p,λ′e2iEpt

]
. (4.162)

第二项是
1

2

∫
d3x

1

m2
(∇ · π)2

=
1

2

∑
λλ′

∫ d3x d3p d3q

(2π)6
√
4EpEq

(ip0)(iq0)
m2

[
i p · ε̃(p, λ)ap,λe−ip·x + i p · ε̃∗(p, λ)a†p,λeip·x

]
×
[
i q · ε̃(q, λ′)aq,λ′e−iq·x + i q · ε̃∗(q, λ′)a†q,λ′eiq·x

]
= −1

2

∑
λλ′

∫ d3x d3p d3q p0q0

(2π)6
√

4EpEq m2

{
− [p · ε̃(p, λ)][q · ε̃∗(q, λ′)]ap,λa

†
q,λ′e−i(p−q)·x

− [p · ε̃∗(p, λ)][q · ε̃(q, λ′)]a†p,λaq,λ′ei(p−q)·x − [p · ε̃(p, λ)][q · ε̃(q, λ′)]ap,λaq,λ′e−i(p+q)·x

− [p · ε̃∗(p, λ)][q · ε̃∗(q, λ′)]a†p,λa
†
q,λ′ei(p+q)·x

}
=

1

2

∑
λλ′

∫ d3p d3q p0q0

(2π)3
√
4EpEq m2

{
δ(3)(p− q)

(
[p · ε̃(p, λ)][q · ε̃∗(q, λ′)]ap,λa

†
q,λ′e−i(p0−q0)t

+[p · ε̃∗(p, λ)][q · ε̃(q, λ′)]a†p,λaq,λ′ei(p0−q0)t
)

+ δ(3)(p + q)
(
[p · ε̃(p, λ)][q · ε̃(q, λ′)]ap,λaq,λ′e−i(p0+q0)t

+[p · ε̃∗(p, λ)][q · ε̃∗(q, λ′)]a†p,λa
†
q,λ′ei(p0+q0)t

)}
=
∑
λλ′

∫ d3p

(2π)3
1

4Ep

E2
p

m2

{
[p · ε̃(p, λ)][p · ε̃∗(p, λ′)]ap,λa

†
p,λ′

+ [p · ε̃∗(p, λ)][p · ε̃(p, λ′)]a†p,λap,λ′ − [p · ε̃(p, λ)][p · ε̃(−p, λ′)]ap,λa−p,λ′e−2iEpt

− [p · ε̃∗(p, λ)][p · ε̃∗(−p, λ′)]a†p,λa
†
−p,λ′e2iEpt

}
. (4.163)

第三项是
1

2

∫
d3x (∇×A)2

=
1

2

∑
λλ′

∫ d3x d3p d3q

(2π)6
√
4EpEq

[
i p× ε(p, λ)ap,λe−ip·x − i p× ε∗(p, λ)a†p,λeip·x

]
·
[
i q× ε(q, λ′)aq,λ′e−iq·x − i q× ε∗(q, λ′)a†q,λ′eiq·x

]
=

1

2

∑
λλ′

∫ d3x d3p d3q

(2π)6
√
4EpEq

{
[p× ε(p, λ)] · [q× ε∗(q, λ′)]ap,λa

†
q,λ′e−i(p−q)·x

+ [p× ε∗(p, λ)] · [q× ε(q, λ′)]a†p,λaq,λ′ei(p−q)·x − [p× ε(p, λ)] · [q× ε(q, λ′)]ap,λaq,λ′e−i(p+q)·x
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− [p× ε∗(p, λ)] · [q× ε∗(q, λ′)]a†p,λa
†
q,λ′ei(p+q)·x

}
=

1

2

∑
λλ′

∫ d3p d3q

(2π)3
√
4EpEq

{
δ(3)(p− q)

(
[p× ε(p, λ)] · [q× ε∗(q, λ′)]ap,λa

†
q,λ′e−i(p0−q0)t

+ [p× ε∗(p, λ)] · [q× ε(q, λ′)]a†p,λaq,λ′ei(p0−q0)t
)

− δ(3)(p + q)
(
[p× ε(p, λ)] · [q× ε(q, λ′)]ap,λaq,λ′e−i(p0+q0)t

+ [p× ε∗(p, λ)] · [q× ε∗(q, λ′)]a†p,λa
†
q,λ′ei(p0+q0)t

)}
=
∑
λλ′

∫ d3p

(2π)3
1

4Ep

{
[p× ε(p, λ)] · [p× ε∗(p, λ′)]ap,λa

†
p,λ′

+ [p× ε∗(p, λ)] · [p× ε(p, λ′)]a†p,λap,λ′ + [p× ε(p, λ)] · [p× ε(−p, λ′)]ap,λa−p,λ′e−2iEpt

+ [p× ε∗(p, λ)] · [p× ε∗(−p, λ′)]a†p,λa
†
−p,λ′e2iEpt

}
. (4.164)

第四项是
1

2

∫
d3xm2A2

=
1

2

∑
λλ′

∫ d3x d3p d3q m2

(2π)6
√
4EpEq

[
ε(p, λ)ap,λe−ip·x + ε∗(p, λ)a†p,λeip·x

]
·
[
ε(q, λ′)aq,λ′e−iq·x + ε∗(q, λ′)a†q,λ′eiq·x

]
=

1

2

∑
λλ′

∫ d3x d3p d3q m2

(2π)6
√
4EpEq

[
ε(p, λ) · ε∗(q, λ′)ap,λa

†
q,λ′e−i(p−q)·x

+ ε∗(p, λ) · ε(q, λ′)a†p,λaq,λ′ei(p−q)·x + ε(p, λ) · ε(q, λ′)ap,λaq,λ′e−i(p+q)·x

+ ε∗(p, λ) · ε∗(q, λ′)a†p,λa
†
q,λ′ei(p+q)·x

]
=

1

2

∑
λλ′

∫ d3p d3q m2

(2π)3
√
4EpEq

{
δ(3)(p− q)

[
ε(p, λ) · ε∗(q, λ′)ap,λa

†
q,λ′e−i(p0−q0)t

+ ε∗(p, λ) · ε(q, λ′)a†p,λaq,λ′ei(p0−q0)t
]

+ δ(3)(p + q)
[
ε(p, λ) · ε(q, λ′)ap,λaq,λ′e−i(p0+q0)t

+ ε∗(p, λ) · ε∗(q, λ′)a†p,λa
†
q,λ′ei(p0+q0)t

]}
=
∑
λλ′

∫ d3p

(2π)3
1

4Ep
m2
[
ε(p, λ) · ε∗(p, λ′)ap,λa

†
p,λ′ + ε∗(p, λ) · ε(p, λ′)a†p,λap,λ′

+ ε(p, λ) · ε(−p, λ′)ap,λa−p,λ′e−2iEpt + ε∗(p, λ) · ε∗(−p, λ′)a†p,λa
†
−p,λ′e2iEpt

]
. (4.165)

综合起来，哈密顿量化为

H =
∑
λλ′

∫ d3p

(2π)3
1

4Ep

[
f1(p, λ, λ′)ap,λa

†
p,λ′ + f ∗

1 (p, λ, λ′)a
†
p,λap,λ′

+ f2(p, λ, λ′)ap,λa−p,λ′e−2iEpt + f ∗
2 (p, λ, λ′)a

†
p,λa

†
−p,λ′e2iEpt

]
, (4.166)
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其中，

f1(p, λ, λ′) ≡ E2
p ε̃(p, λ) · ε̃∗(p, λ′) +

E2
p

m2
[p · ε̃(p, λ)][p · ε̃∗(p, λ′)]

+ [p× ε(p, λ)] · [p× ε∗(p, λ′)] +m2ε(p, λ) · ε∗(p, λ′), (4.167)

f2(p, λ, λ′) ≡ −E2
p ε̃(p, λ) · ε̃(−p, λ′)−

E2
p

m2
[p · ε̃(p, λ)][p · ε̃(−p, λ′)]

+ [p× ε(p, λ)] · [p× ε(−p, λ′)] +m2ε(p, λ) · ε(−p, λ′). (4.168)

现在，我们计算 f1(p, λ, λ′)。由 (4.124)、(4.158) 和 (4.100) 式，可得

ε̃(p, λ) · ε̃∗(p, λ′) =
[
ε(p, λ)− p

p0
ε0(p, λ)

]
·
[
ε∗(p, λ′)− p

p0
ε∗0(p, λ′)

]
= ε(p, λ) · ε∗(p, λ′)− ε0(p, λ)

p0
p · ε∗(p, λ′)− ε∗0(p, λ′)

p0
p · ε(p, λ) + |p|

2

p20
ε0(p, λ)ε∗0(p, λ′)

= ε(p, λ) · ε∗(p, λ′)− ε0(p, λ)
p0

p0ε
0∗(p, λ′)− ε∗0(p, λ′)

p0
p0ε

0(p, λ) + |p|
2

p20
ε0(p, λ)ε∗0(p, λ′)

= −εµ(p, λ)εµ∗(p, λ′) +
(
|p|2
p20
− 1

)
ε0(p, λ)ε∗0(p, λ′) = δλλ′ −

m2

E2
p
ε0(p, λ)ε∗0(p, λ′). (4.169)

另一方面，

[p · ε̃(p, λ)][p · ε̃∗(p, λ′)]

=

[
p · ε(p, λ)− |p|

2

p0
ε0(p, λ)

] [
p · ε∗(p, λ′)− |p|

2

p0
ε∗0(p, λ′)

]
= [p · ε(p, λ)][p · ε∗(p, λ′)]− |p|

2

p0
[p · ε(p, λ)]ε∗0(p, λ′)

− |p|
2

p0
ε0(p, λ)[p · ε∗(p, λ′)] +

|p|4
p20

ε0(p, λ)ε∗0(p, λ′)

= p0ε
0(p, λ)p0ε0∗(p, λ′)−

|p|2
p0

p0ε
0(p, λ)ε∗0(p, λ′)

− |p|
2

p0
ε0(p, λ)p0ε0∗(p, λ′) +

|p|4
p20

ε0(p, λ)ε∗0(p, λ′)

=

(
p20 − 2|p|2 + |p|

4

p20

)
ε0(p, λ)ε∗0(p, λ′) =

[
p20 − |p|2 +

|p|2
p20

(|p|2 − p20)
]
ε0(p, λ)ε∗0(p, λ′)

=

(
m2 −m2 |p|2

p20

)
ε0(p, λ)ε∗0(p, λ′) =

m4

E2
p
ε0(p, λ)ε∗0(p, λ′). (4.170)

对于任意三维矢量 a 和 b，利用 (1.118) 式，有

(p× a) · (p× b) = εijkpjakεimnpmbn = (δjmδkn − δjnδkm)pjakpmbn

= pjakpjbk − pjakpkbj = |p|2 a · b− (p · a)(p · b), (4.171)

从而得到

[p× ε(p, λ)] · [p× ε∗(p, λ′)] = |p|2ε(p, λ) · ε∗(p, λ′)− [p · ε(p, λ)][p · ε∗(p, λ′)]
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= |p|2ε(p, λ) · ε∗(p, λ′)− p0ε0(p, λ)p0ε0∗(p, λ′)

= |p|2ε(p, λ) · ε∗(p, λ′)− E2
pε

0(p, λ)ε0∗(p, λ′). (4.172)

于是，(4.167) 式化为

f1(p, λ, λ′) = E2
pδλλ′ −m2ε0(p, λ)ε∗0(p, λ′) +m2ε0(p, λ)ε∗0(p, λ′)

+|p|2ε(p, λ) · ε∗(p, λ′)− E2
pε

0(p, λ)ε0∗(p, λ′) +m2ε(p, λ) · ε∗(p, λ′)

= E2
pδλλ′ + E2

pε(p, λ) · ε∗(p, λ′)− E2
pε

0(p, λ)ε0∗(p, λ′)

= E2
pδλλ′ − E2

pεµ(p, λ)εµ∗(p, λ′) = 2E2
pδλλ′ . (4.173)

因此，
f1(p, λ, λ′) = f ∗

1 (p, λ, λ′) = 2E2
pδλλ′ . (4.174)

接着，我们计算 f2(p, λ, λ′)。由 (4.124) 和 (4.158) 式得

ε̃(p, λ) · ε̃(−p, λ′) =
[
ε(p, λ)− p

p0
ε0(p, λ)

]
·
[
ε(−p, λ′) + p

p0
ε0(−p, λ′)

]
= ε(p, λ) · ε(−p, λ′)− ε0(p, λ)

p0
p · ε(−p, λ′) + ε0(−p, λ′)

p0
p · ε(p, λ)− |p|

2

p20
ε0(p, λ)ε0(−p, λ′)

= ε(p, λ) · ε(−p, λ′) + ε0(p, λ)
p0

p0ε
0(−p, λ′) + ε0(−p, λ′)

p0
p0ε

0(p, λ)− |p|
2

p20
ε0(p, λ)ε0(−p, λ′)

= ε(p, λ) · ε(−p, λ′) + 1

E2
p
(2E2

p − |p|2)ε0(p, λ)ε0(−p, λ′). (4.175)

另一方面，

[p · ε̃(p, λ)][p · ε̃(−p, λ′)]

=

[
p · ε(p, λ)− |p|

2

p0
ε0(p, λ)

] [
p · ε(−p, λ′) + |p|

2

p0
ε0(−p, λ′)

]
= [p · ε(p, λ)][p · ε(−p, λ′)] + |p|

2

p0
[p · ε(p, λ)]ε0(−p, λ′)

−|p|
2

p0
ε0(p, λ)[p · ε(−p, λ′)]− |p|

4

p20
ε0(p, λ)ε0(−p, λ′)

= −p0ε0(p, λ)p0ε0(−p, λ′) + |p|
2

p0
p0ε

0(p, λ)ε0(−p, λ′)

+
|p|2
p0

ε0(p, λ)p0ε0(−p, λ′)− |p|
4

p20
ε0(p, λ)ε0(−p, λ′)

=

(
−p20 + 2|p|2 − |p|

4

p20

)
ε0(p, λ)ε0(−p, λ′) = − 1

E2
p
(E2

p − |p|2)2ε0(p, λ)ε0(−p, λ′)

= −m
4

E2
p
ε0(p, λ)ε0(−p, λ′), (4.176)

而

[p× ε(p, λ)] · [p× ε(−p, λ′)] = |p|2ε(p, λ) · ε(−p, λ′)− [p · ε(p, λ)][p · ε(−p, λ′)]
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= |p|2ε(p, λ) · ε(−p, λ′) + p0ε
0(p, λ)p0ε0(−p, λ′)

= |p|2ε(p, λ) · ε(−p, λ′) + E2
pε

0(p, λ)ε0(−p, λ′). (4.177)

于是，(4.168) 式化为

f2(p, λ, λ′) = −E2
pε(p, λ) · ε(−p, λ′)− (2E2

p − |p|2)ε0(p, λ)ε0(−p, λ′) +m2ε0(p, λ)ε0(−p, λ′)

+|p|2ε(p, λ) · ε(−p, λ′) + E2
pε

0(p, λ)ε0(−p, λ′) +m2ε(p, λ) · ε(−p, λ′)

= (−2E2
p + |p|2 +m2 + E2

p)ε0(p, λ)ε0(−p, λ′) = 0. (4.178)

因此，
f2(p, λ, λ′) = f ∗

2 (p, λ, λ′) = 0. (4.179)

将 (4.174) 和 (4.179) 式代入 (4.166) 式，再利用产生湮灭算符的对易关系 (4.128)，推出有
质量矢量场的哈密顿量算符为

H =
∑
λλ′

∫ d3p

(2π)3
1

4Ep
2E2

pδλλ′(ap,λa
†
p,λ′ + a†p,λap,λ′) =

∑
λ

∫ d3p

(2π)3
Ep

2
(ap,λa

†
p,λ + a†p,λap,λ)

=
∑
λ=±,0

∫ d3p

(2π)3
Ep a

†
p,λap,λ + (2π)3δ(3)(0)

∫ d3p

(2π)3
3

2
Ep. (4.180)

这就是 (4.138) 式。
根据 (1.217) 式，有质量矢量场的总动量算符为

P = −
∫

d3xπi∇Ai

= −
∑
λλ′

∫ d3x d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq
(ip0)

[
ε̃i(p, λ)ap,λe−ip·x − ε̃∗i (p, λ)a

†
p,λeip·x

]
×(iq)

[
εi(q, λ′)aq,λ′e−iq·x − εi∗(q, λ′)a†q,λ′eiq·x

]
=
∑
λλ′

∫ d3x d3p d3q p0q
(2π)6

√
4EpEq

[
− ε̃i(p, λ)εi∗(q, λ′)ap,λa

†
q,λ′e−i(p−q)·x

− ε̃∗i (p, λ)εi(q, λ′)a
†
p,λaq,λ′ei(p−q)·x + ε̃i(p, λ)εi(q, λ′)ap,λaq,λ′e−i(p+q)·x

+ ε̃∗i (p, λ)εi∗(q, λ′)a
†
p,λa

†
q,λ′ei(p+q)·x

]
= −

∑
λλ′

∫ d3p d3q p0q
(2π)3

√
4EpEq

{
δ(3)(p− q)

[
ε̃i(p, λ)εi∗(q, λ′)ap,λa

†
q,λ′e−i(p0−q0)t

+ ε̃∗i (p, λ)εi(q, λ′)a
†
p,λaq,λ′ei(p0−q0)t

]
− δ(3)(p + q)

[
ε̃i(p, λ)εi(q, λ′)ap,λaq,λ′e−i(p0+q0)t

+ ε̃∗i (p, λ)εi∗(q, λ′)a
†
p,λa

†
q,λ′ei(p0+q0)t

]}
= −

∑
λλ′

∫ d3p

(2π)3
p
2

[
ε̃i(p, λ)εi∗(p, λ′)ap,λa

†
p,λ′ + ε̃∗i (p, λ)εi(p, λ′)a

†
p,λap,λ′
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+ ε̃i(p, λ)εi(−p, λ′)ap,λa−p,λ′e−2iEpt + ε̃∗i (p, λ)εi∗(−p, λ′)a†p,λa
†
−p,λ′e2iEpt

]
. (4.181)

由 (4.124) 和 (4.157) 式推出

ε̃i(p, λ)εi(−p, λ′) = εi(p, λ)εi(−p, λ′)− ε0(p, λ)
p0

piε
i(−p, λ′)

= εi(p, λ)εi(−p, λ′)− ε0(p, λ)
p0

p0ε
0(−p, λ′)

= εi(p, λ)εi(−p, λ′)− ε0(p, λ)ε0(−p, λ′), (4.182)

从而，

−
∑
λλ′

∫ d3p

(2π)3
p
2

[
ε̃i(p, λ)εi(−p, λ′)ap,λa−p,λ′e−2iEpt + ε̃∗i (p, λ)εi∗(−p, λ′)a†p,λa

†
−p,λ′e2iEpt

]
= −

∑
λλ′

∫ d3p

(2π)3
p
2

{
[εi(p, λ)εi(−p, λ′)− ε0(p, λ)ε0(−p, λ′)]ap,λa−p,λ′e−2iEpt

+[ε∗i (p, λ)εi∗(−p, λ′)− ε∗0(p, λ)ε0∗(−p, λ′)]a†p,λa
†
−p,λ′e2iEpt

}
= −

∑
λλ′

∫ d3p

(2π)3
−p
2

{
[εi(−p, λ′)εi(p, λ)− ε0(−p, λ′)ε0(p, λ)]a−p,λ′ap,λe−2iEpt

+[ε∗i (−p, λ′)εi∗(p, λ)− ε∗0(−p, λ′)ε0∗(p, λ)]a†−p,λ′a
†
p,λe2iEpt

}
=
∑
λλ′

∫ d3p

(2π)3
p
2

{
[εi(−p, λ′)εi(p, λ)− ε0(−p, λ′)ε0(p, λ)]ap,λa−p,λ′e−2iEpt

+[ε∗i (−p, λ′)εi∗(p, λ)− ε∗0(−p, λ′)ε0∗(p, λ)]a†p,λa
†
−p,λ′e2iEpt

}
. (4.183)

上式第二步进行了 p → −p 的替换和 λ ↔ λ′ 的互换，由于要对整个三维动量空间积分且对 λ

和 λ′ 进行求和，这两种操作都不会改变结果。第三步用到产生湮灭算符的对易关系 (4.128)。留
意到第一步与第三步的结果互为相反数，可知上式为零。因此，(4.181) 式最后两行方括号中最
后两项没有贡献。再利用 (4.152) 式，推出

P = −
∑
λλ′

∫ d3p

(2π)3
p
2
(−δλλ′ap,λa

†
p,λ′ − δλλ′a

†
p,λap,λ′) =

∑
λ

∫ d3p

(2π)3
p
2
(ap,λa

†
p,λ + a†p,λap,λ)

=
∑
λ=±,0

∫ d3p

(2π)3
p a†p,λap,λ +

3

2
δ(3)(0)

∫
d3p p =

∑
λ=±,0

∫ d3p

(2π)3
p a†p,λap,λ. (4.184)

这就是 (4.139) 式。

4.4 无质量矢量场的正则量子化
4.4.1 无质量情况下的极化矢量
当质量 m = 0 时，由 (4.69) 和 (4.70) 式表达的两个横向线极化矢量 eµ(p, 1) 和 eµ(p, 2) 是

定义良好的，但 (4.80) 式显然不是纵向极化矢量 eµ(p, 3) 的良好定义。此时，如果要求 eµ(p, 3)
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的空间分量正比于 p，则 eµ(p, 3)一定不能符合四维横向条件；另一方面，类时极化矢量 eµ(p, 0)
也不可能是四维横向的；相关论证过程作为习题 4.7练习。因此，四维横向的独立极化矢量只有
eµ(p, 1)和 eµ(p, 2)这两个。此外，由于无质量情况下 p2 = 0，也不能像 (4.84)式那样将 eµ(p, 0)
取为正比于 pµ 的矢量，否则将出现 eµ(p, 0)eµ(p, 0) = 0 而不能得到正确的归一化。于是，我们
需要重新定义 eµ(p, 3) 和 eµ(p, 0)。

在用 (4.69) 和 (4.70) 式定义 eµ(p, 1) 和 eµ(p, 2) 时，我们已经选取了一个特定的惯性参考
系。在这个参考系中定义一个类时单位矢量

nµ = (1, 0, 0, 0), (4.185)

自我内积是 n2 = 1。然后，将类时极化矢量 eµ(p, 0) 在此参考系中的形式就取为 nµ，即
eµ(p, 0) = nµ = (1, 0, 0, 0). (4.186)

eµ(p, 0) 在其它惯性参考系中的形式可通过 Lorentz 变换得到。另一方面，用 pµ 和 nµ 将纵向极
化矢量定义为

eµ(p, 3) = pµ − (p · n)nµ

p · n
. (4.187)

在狭义相对论中，自由的无质量粒子以光速运动，其动量 p 必定不为零，质壳条件 p2 = (p0)2−
|p|2 = 0 意味着

p0 = |p| > 0, (4.188)

从而 eµ(p, 3) 在我们选取的参考系中表达为

eµ(p, 3) = pµ − p0nµ

p0
=

(
0,

p
|p|

)
=

1

|p|(0, p
1, p2, p3), (4.189)

其空间分量与 p 平行，即在三维空间中是纵向的。
这样定义的 eµ(p, 0) 和 eµ(p, 3) 满足正交归一关系 (4.66)：

eµ(p, 0)eµ(p, 0) = n2 = 1, eµ(p, 3)eµ(p, 3) = −
p · p
|p|2 = −1, (4.190)

eµ(p, 0)eµ(p, 1) = eµ(p, 0)eµ(p, 2) = eµ(p, 0)eµ(p, 3) = 0, (4.191)

eµ(p, 3)eµ(p, i) = − 1

|p| p · e(p, i) = 0, i = 1, 2. (4.192)

此外，可以验证，由 (4.69)、(4.70)、(4.186) 和 (4.187) 式定义的这组极化矢量确实满足完备性
关系 (4.67)：

3∑
σ=0

gσσeµ(p, σ)eν(p, σ)

= eµ(p, 0)eν(p, 0)− eµ(p, 1)eν(p, 1)− eµ(p, 2)eν(p, 2)− eµ(p, 3)eν(p, 3)

=


1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

− 1

|p|2|pT|2


0 0 0 0

0 p1p3p1p3 p1p3p2p3 −p1p3|pT|2

0 p2p3p1p3 p2p3p2p3 −p2p3|pT|2

0 −|pT|2p1p3 −|pT|2p2p3 |pT|4
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− 1

|pT|2


0 0 0 0

0 p2p2 −p2p1 0

0 −p1p2 p1p1 0

0 0 0 0

− 1

|p|2


0 0 0 0

0 p1p1 p1p2 p1p3

0 p2p1 p2p2 p2p3

0 p3p1 p3p2 p3p3



=



1 0 0 0

0 − (p1)2(p3)2+(p2)2|p|2+(p1)2|pT|2
|p|2|pT|2 −p1p2[(p3)2−|p|2]+p1p2|pT|2

|p|2|pT|2
p1p3

|p|2 −
p1p3

|p|2

0 −p1p2[(p3)2−|p|2]+p1p2|pT|2
|p|2|pT|2 − (p2)2(p3)2+(p1)2|p|2+(p2)2|pT|2

|p|2|pT|2
p2p3

|p|2 −
p2p3

|p|2

0 p1p3

|p|2 −
p1p3

|p|2
p2p3

|p|2 −
p2p3

|p|2 − |pT|2+(p3)2

|p|2



=


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 = gµν . (4.193)

不过，eµ(p, 0) 和 eµ(p, 3) 都不满足四维横向条件：

pµe
µ(p, 0) = p · n = p0 = |p| > 0, pµe

µ(p, 3) = −p · p
|p| = −|p| = −p · n < 0. (4.194)

横向线极化矢量 eµ(p, 1) 和 eµ(p, 2) 具有求和关系

−
2∑

σ=1

eµ(p, σ)eν(p, σ) =
2∑

σ=1

gσσeµ(p, σ)eν(p, σ) = gµν − g00eµ(p, 0)eν(p, 0)− g33eµ(p, 3)eν(p, 3)

= gµν − nµnν +
pµ − (p · n)nµ

p · n
pν − (p · n)nν

p · n

= gµν − nµnν +
pµpν − (p · n)pµnν − (p · n)pνnµ + (p · n)2nµnν

(p · n)2

= gµν +
pµpν

(p · n)2
− pµnν + pνnµ

p · n
, (4.195)

即
2∑

σ=1

eµ(p, σ)eν(p, σ) = −gµν −
pµpν

(p · n)2
+
pµnν + pνnµ

p · n
. (4.196)

仍然按照 (4.93) 式定义横向圆极化矢量 εµ(p,±)，则 (4.101) 式中的部分求和关系表明
∑
λ=±

ε∗µ(p, λ)εν(p, λ) =
2∑

σ=1

eµ(p, σ)eν(p, σ), (4.197)

因而极化求和关系为
∑
λ=±

ε∗µ(p, λ)εν(p, λ) = −gµν −
pµpν

(p · n)2
+
pµnν + pνnµ

p · n
. (4.198)



4.4 无质量矢量场的正则量子化 – 139 –

四维横向条件 pµε
µ(p,±) = 0 在上式中体现为

pν
∑
λ=±

ε∗µ(p, λ)εν(p, λ) = −pµ −
pµp

2

(p · n)2
+
pµ(p · n) + p2nµ

p · n
= −pµ + pµ = 0. (4.199)

4.4.2 无质量矢量场与规范对称性
在自由有质量实矢量场的拉氏量 (4.47) 中，令参数 m = 0，就得到自由无质量实矢量场

Aµ(x) 的拉氏量

L = −1

4
FµνF

µν , (4.200)

其中 F µν ≡ ∂µAν − ∂νAµ。同样，令 Proca 方程 (4.51) 中 m = 0，即得自由无质量矢量场的经
典运动方程

∂µF
µν = 0. (4.201)

根据 1.5 节的讨论，这个方程就是无源的 Maxwell 方程。电磁场是一种无质量矢量场。作为电
磁场的量子，光子是一种自旋为 1 的无质量矢量玻色子。

考虑对 Aµ(x) 作规范变换 (gauge transformation)

A′µ(x) = Aµ(x) + ∂µχ(x), (4.202)

其中，作为变换参数的 χ(x) 是一个任意的 Lorentz 标量函数，依赖于时空坐标，因而这样的变
换是局域 (local) 变换。在此规范变换下，场强张量不变，

F ′µν(x) = ∂µA′ν(x)− ∂νA′µ(x) = ∂µ[Aν(x) + ∂νχ(x)]− ∂ν [Aµ(x) + ∂µχ(x)]

= ∂µAν(x)− ∂νAµ(x) + ∂µ∂νχ(x)− ∂ν∂µχ(x)

= ∂µAν(x)− ∂νAµ(x) = F µν(x). (4.203)

于是，拉氏量 (4.200) 和无源 Maxwell 方程 (4.201) 都不会改变，这称为规范对称性 (gauge
symmetry)。回顾 (1.132) 式，电磁场的电场强度 E 和磁感应强度 B 是场强张量的分量，因而
也是规范不变量 (gauge invariant)。

拉氏量 (4.47) 中的质量项 m2AµA
µ/2 在规范变换下发生改变，因此自由的有质量矢量场不

具有规范对称性。
规范对称性在经典电动力学中就已经存在，它表明四维矢势 Aµ(x) 不能被唯一地确定，因

而不是直接观测量。电动力学中的直接观测量都不依赖于 χ(x)，也就是说，不依赖于规范的选
取。规范对称性的存在对研究无质量矢量场带来了不便。为了便于计算，常常将规范固定下来，
使得计算过程依赖于选取的规范，不过，最后得出的可观测量（如电场强度 E和磁感应强度 B）
必须是规范不变量。

这里列出一些常见的规范条件。
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Lorenz 规范： ∂µA
µ = 0 ; (4.204)

Coulomb 规范： ∇ ·A = 0 ; (4.205)

时性 (temporal) 规范： A0 = 0 ; (4.206)

轴向 (axial) 规范： A3 = 0 . (4.207)

在这些条件中，只有 Lorenz 规范 [15] 是明显 Lorentz 协变的。注意，虽然 Lorenz 规范条件
∂µA

µ = 0 看起来与有质量矢量场的 Lorenz 条件 (4.54) 相同，但是，在研究有质量矢量场时它
是从运动方程推导出来的必须满足的条件，而在研究无质量矢量场时它只是一种人为选择。

对于任意的 Aµ(x)，令规范变换函数 χ(x) 满足方程

∂2χ(x) = −∂µAµ(x), (4.208)

那么，作规范变换之后的场 A′µ(x) 就会满足 Lorenz 规范条件，

∂µA
′µ(x) = ∂µA

µ(x) + ∂2χ(x) = ∂µA
µ(x)− ∂µAµ(x) = 0. (4.209)

但是，经过这种变换之后，矢量场仍然没有被唯一地确定：对于满足 Lorenz 规范条件的矢量场
A′µ(x)，取满足齐次波动方程

∂2χ̃(x) = 0 (4.210)

的任意规范变换函数 χ̃(x) 再作一次规范变换，都能得到满足 Lorenz 规范条件的另一个矢量场
Ã′µ(x) = A′µ(x) + ∂µχ̃(x)。可见，存在无穷多个规范等价的矢量场，它们描述相同的物理，全
都满足 Lorenz 规范条件 (4.204)。
矢量场 Aµ(x) 有 4 个分量，因而在没有任何约束的情况下可以具有 4 个独立的自由度，它

们的运动行为由 Maxwell 方程 (4.201) 描述。要求 Lorenz 规范条件 ∂µA
µ = 0 成立将减少 1

个独立自由度。但是，上述规范等价性表明，Aµ(x) 并没有 3 个独立的自由度，否则它在强加
Lorenz 规范条件之后就必须唯一地确定下来。实际上，无质量矢量场 Aµ(x) 只具有 2 个独立的
自由度。在经典电动力学中，真空里的电磁波是横波，振动方向垂直于传播方向，可以用规范
不变的电场强度 E 和磁感应强度 B 描述，横波所具有的 2 种横向极化态就对应于无质量矢量
场的 2 个独立自由度。

3.3.2 小节讨论表明，自旋为 1 的无质量粒子具有 2 种独立的自旋极化态，以螺旋度 λ 来
表征的话，就是 λ = +1（右旋极化）和 λ = −1（左旋极化）的态，分别对应于横向圆极化矢量
εµ(p,+) 和 εµ(p,−)。等价地，也可以用横向线极化矢量 eµ(p, 1) 和 eµ(p, 2) 代表这两种极化态。
这样的独立极化态数目与无质量矢量场的独立自由度一致。从这个角度来看，为了用矢量场描
述自旋为 1 的无质量粒子，我们必须构造具有规范对称性的拉氏量 (4.200)，从而利用规范对称
性将 Aµ(x) 的独立自由度减少成 2 个，这样才能恰好符合独立极化态的数目。
在上一节讨论有质量矢量场 Aµ(x) 的正则量子化时，由于场的时间分量 A0(x) 不拥有非零

的共轭动量密度，因而没有将它作为独立的正则运动变量。但这种情况并没有使正则量子化出
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现困难，因为可以从 Proca 方程导出关系式 (4.63)，即

A0 = − 1

m2
∇ · π, (4.211)

然后在实际计算将 A0 替换掉。于是，以场的空间分量 Ai(x) 作为 3 个独立正则变量进行量子
化是合适的，自由度恰好与有质量矢量玻色子的 3 种物理极化态（螺旋度 λ = +1, 0,−1）相符。
实际上，我们将有质量矢量场的拉氏量取为 (4.47)的形式是为了导出 Lorenz条件 (4.54)作为 1
个约束，使得 Aµ(x)只有 3个独立自由度，从而符合自旋为 1的有质量粒子的独立极化态数目。

当 m = 0 时，(4.211) 式显然不能成立。对于无质量矢量场，可以想办法让 A0(x) 也作为独
立的正则变量，这需要给它安排非零的共轭动量密度。为此，在拉氏量中增加一个不会影响最
终物理结果的项，得到

L1 = −
1

4
FµνF

µν − 1

2ξ
(∂µA

µ)2, (4.212)

其中 ξ 是一个可以自由选取的实参数。可以看出，在 Aµ(x) 满足 Lorenz 规范条件 ∂µA
µ = 0 的

情况下，由 (4.212) 式定义的 L1 等价于由 (4.200) 式定义的 L。新增的项 −(2ξ)−1(∂µA
µ)2 破坏

了规范对称性，相当于在一定程度上固定了规范，因而称它为规范固定项 (gauge-fixing term)。
如果将 ξ 看成一个不会传播的常数场，则由

∂L1

∂(∂µξ)
= 0,

∂L1

∂ξ
=

1

2ξ2
(∂µA

µ)2, (4.213)

和 Euler-Lagrange 方程 (1.166) 可知，关于 ξ 的经典运动方程为

− 1

2ξ2
(∂µA

µ)2 = 0. (4.214)

这等价于 Lorenz 规范条件 ∂µA
µ = 0。可见，引入 ξ 这样一个辅助场 (auxiliary field) 可以强制

Lorenz 规范作为约束条件在经典层面上成立。这种方法相当于高等数学中的 Lagrange 乘数法，
它把具有 n 个变量与 k 个约束条件的最优化问题转换为具有 n+ k 个变量的极值方程组问题。

将 L1 展开为

L1 = −
1

2
(∂µAν)∂

µAν +
1

2
(∂νAµ)∂

µAν − 1

2ξ
(∂µA

µ)2, (4.215)

根据 (1.167) 式，Aµ 对应的共轭动量密度是

πµ =
∂L1

∂(∂0Aµ)
= −∂0Aµ + ∂µA0 −

1

ξ
(∂νA

ν)
∂(∂ρA

ρ)

∂(∂0Aµ)
= −F0µ −

1

ξ
g0µ∂νA

ν , (4.216)

即
πi = −F0i = −∂0Ai + ∂iA0, π0 = −

1

ξ
∂µA

µ. (4.217)

现在，A0 具有相应的共轭动量密度 π0。
正则量子化程序要求算符 Aµ 和 πµ 满足等时对易关系

[Aµ(x, t), πν(y, t)] = iδµνδ(3)(x− y), [Aµ(x, t), Aν(y, t)] = [πµ(x, t), πν(y, t)] = 0. (4.218)
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但是，这样的等时对易关系与 Lorenz 规范条件相互矛盾。计算 A0 与 ∂µA
µ 的对易子，利用

(4.217) 式，得到

[A0(y, t), ∂µAµ(x, t)] = −ξ[A0(y, t), π0(x, t)] = −iξδ(3)(y− x). (4.219)

上式在 x = y 处非零，因而 ∂µA
µ ̸= 0 必定不恒为零。所以，Aµ 作为场算符在满足等时对易

关系的同时不能满足 Lorenz 规范条件 ∂µA
µ = 0。这说明 Lorenz 规范条件虽然适用于经典场

Aµ(x)，但对于量子场 Aµ(x) 来说限制太强了，下面会考虑弱化的 Lorenz 规范条件。
由于 ∂µA

µ = gµν∂µAν，有
∂L1

∂(∂µAν)
= −∂µAν + ∂νAµ − 1

ξ
gµν∂ρA

ρ,
∂L1

∂Aν
= 0. (4.220)

于是，从 L1 导出关于 Aµ 的 Euler-Lagrange 方程

0 = ∂µ
∂L1

∂(∂µAν)
− ∂L1

∂Aν
= −∂2Aν + ∂ν∂µA

µ− 1

ξ
gµν∂µ∂ρA

ρ = −∂2Aν +
(
1− 1

ξ

)
∂ν∂ρA

ρ, (4.221)

即 Aµ 的经典运动方程是
∂2Aµ −

(
1− 1

ξ

)
∂µ∂νA

ν = 0. (4.222)

若取 ξ = 1，则上式化为 d’Alembert 方程

∂2Aµ(x) = 0, (4.223)

这可以看作无质量情况下的 Klein-Gordon 方程。因此，把规范固定参数取为

ξ = 1 (4.224)

会简化计算，这种取法称为 Feynman 规范，本节后续计算采用这个规范。在 Feynman规范下，
拉氏量化为

L1 = −1

2
(∂µAν)∂

µAν +
1

2
(∂νAµ)∂

µAν − 1

2
(∂µAµ)∂νA

ν

= −1

2
(∂µAν)∂

µAν +
1

2
∂ν(Aµ∂

µAν)− 1

2
Aµ∂ν∂

µAν − 1

2
∂µ(Aµ∂νA

ν) +
1

2
Aµ∂

µ∂νA
ν

= −1

2
(∂µAν)∂

µAν +
1

2
∂µ(Aν∂

νAµ − Aµ∂νAν). (4.225)

上式最后一行第二项是一个全散度，它不会影响作用量和运动方程，可以舍弃。因此，还能采
用更加简化的拉氏量

L2 = −
1

2
(∂µAν)∂

µAν . (4.226)

由它推出的经典运动方程也是 d’Alembert 方程 (4.223)。此时共轭动量密度为

πµ =
∂L2

∂(∂0Aµ)
= −∂0Aµ. (4.227)
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对于 d’Alembert方程 (4.223)，平面波正能解和负能解分别正比于 exp(−ip·x)和 exp(ip·x)，
其中

p0 = Ep = |p|. (4.228)

使用上一小节讨论的实极化矢量组 eµ(p, σ)，对无质量实矢量场 Aµ(x, t) 作平面波展开，得

Aµ(x, t) =
∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

3∑
σ=0

eµ(p, σ)
(
bp,σe−ip·x + b†p,σeip·x) . (4.229)

容易验证，这个展开式满足自共轭条件

[Aµ(x, t)]† = Aµ(x, t). (4.230)

相应的共轭动量密度展开式为

πµ(x, t) = −∂0Aµ =

∫ d3p

(2π)3
ip0√
2Ep

3∑
σ=0

eµ(p, σ)
(
bp,σe−ip·x − b†p,σeip·x) , (4.231)

它也满足自共轭条件
[πµ(x, t)]† = πµ(x, t). (4.232)

根据平面波展开式 (4.229) 和 (4.231)，以及等时对易关系 (4.218)，推出产生湮灭算符的对
易关系

[bp,σ, b
†
q,σ′ ] = −(2π)3gσσ′δ(3)(p− q), [bp,σ, bq,σ′ ] = [b†p,σ, b

†
q,σ′ ] = 0. (4.233)

具体推导过程见 4.4.3 小节选读内容。

4.4.3 选读：推导产生湮灭算符的对易关系
本小节推导产生湮灭算符的对易关系 (4.233)。
利用∫

d3x eiq·xAµ =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∫
d3x

3∑
σ=0

eµ(p, σ)
[
bp,σe−i(p−q)·x + b†p,σei(p+q)·x]

=

∫ d3p√
2Ep

3∑
σ=0

eµ(p, σ)
[
bp,σe−i(p0−q0)tδ(3)(p− q) + b†p,σei(p0+q0)tδ(3)(p + q)

]
=

1√
2Eq

3∑
σ=0

[
eµ(q, σ)bq,σ + eµ(−q, σ)b†−q,σe2iq0t

]
(4.234)

和 ∫
d3x eiq·x∂0A

µ
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=

∫ d3p

(2π)3
−ip0√
2Ep

∫
d3x

3∑
σ=0

eµ(p, σ)
[
bp,σe−i(p−q)·x − b†p,σei(p+q)·x]

=

∫
d3p

−ip0√
2Ep

3∑
σ=0

eµ(p, σ)
[
bp,σe−i(p0−q0)tδ(3)(p− q)− b†p,σei(p0+q0)tδ(3)(p + q)

]
=
−iq0√
2Eq

3∑
σ=0

[
eµ(q, σ)bq,σ − eµ(−q, σ)b†−q,σe2iq0t

]
, (4.235)

以及正交归一关系 (4.66)，可得

eµ(q, σ′)

∫
d3x eiq·x (∂0A

µ − iq0Aµ) = eµ(q, σ′)
−2iq0√
2Eq

3∑
σ=0

eµ(q, σ)bq,σ

= −i
√

2Eq

3∑
σ=0

gσ′σbq,σ = −i
√
2Eq gσ′σ′bq,σ′ . (4.236)

注意，虽然上式出现了重复的指标 σ′，但此处不需要对 σ′ 求和。于是，

bp,σ =
i√
2Ep

gσσeµ(p, σ)
∫

d3x eip·x (∂0A
µ − ip0Aµ). (4.237)

对上式取厄米共轭，得

b†p,σ =
−i√
2Ep

gσσeµ(p, σ)
∫

d3x e−ip·x (∂0A
µ + ip0Aµ). (4.238)

根据等时对易关系 (4.218)，湮灭算符与产生算符的对易关系为

[bp,σ, b
†
q,σ′ ] =

gσσgσ′σ′√
4EpEq

eµ(p, σ)eν(q, σ′)

∫
d3x d3y ei(p·x−q·y)

× [∂0A
µ(x, t)− ip0Aµ(x, t), ∂0Aν(y, t) + iq0Aν(y, t)]

=
gσσgσ′σ′√
4EpEq

eµ(p, σ)eν(q, σ′)

∫
d3x d3y ei(p·x−q·y)

× [−πµ(x, t)− ip0Aµ(x, t), −πν(y, t) + iq0Aν(y, t)]

=
gσσgσ′σ′√
4EpEq

eµ(p, σ)eν(q, σ′)

∫
d3x d3y ei(p·x−q·y)

×{−iq0 [πµ(x, t), Aν(y, t)] + ip0 [Aµ(x, t), πν(y, t)]}

=
gσσgσ′σ′√
4EpEq

eµ(p, σ)eν(q, σ′)

∫
d3x d3y ei(p·x−q·y) [−(p0 + q0)g

µνδ(3)(x− y)
]

= − Ep + Eq√
4EpEq

gσσgσ′σ′eµ(p, σ)eµ(q, σ′)ei(Ep−Eq)t

∫
d3x e−i(p−q)·x

= − Ep + Eq√
4EpEq

gσσgσ′σ′eµ(p, σ)eµ(q, σ′)ei(Ep−Eq)t(2π)3δ(3)(p− q)

= −(2π)3gσσgσ′σ′eµ(p, σ)eµ(p, σ′)δ(3)(p− q)

= −(2π)3gσσgσ′σ′gσσ′δ(3)(p− q) = −(2π)3gσσ′δ(3)(p− q). (4.239)



4.4 无质量矢量场的正则量子化 – 145 –

倒数第二步用到正交归一关系 (4.66)。另一方面，两个湮灭算符之间的对易关系为

[bp,σ, bq,σ′ ] =
−gσσgσ′σ′√

4EpEq
eµ(p, σ)eν(q, σ′)

∫
d3x d3y ei(p·x+q·y)

× [∂0A
µ(x, t)− ip0Aµ(x, t), ∂0Aν(y, t)− iq0Aν(y, t)]

=
−gσσgσ′σ′√

4EpEq
eµ(p, σ)eν(q, σ′)

∫
d3x d3y ei(p·x+q·y)

× [−πµ(x, t)− ip0Aµ(x, t), −πν(y, t)− iq0Aν(y, t)]

=
−gσσgσ′σ′√

4EpEq
eµ(p, σ)eν(q, σ′)

∫
d3x d3y ei(p·x+q·y)

×{iq0 [πµ(x, t), Aν(y, t)] + ip0 [Aµ(x, t), πν(y, t)]}

=
−gσσgσ′σ′√

4EpEq
eµ(p, σ)eν(q, σ′)

∫
d3x d3y ei(p·x+q·y) [(q0 − p0)gµνδ(3)(x− y)

]
=

Ep − Eq√
4EpEq

gσσgσ′σ′eµ(p, σ)eµ(q, σ′)ei(Ep+Eq)t

∫
d3x e−i(p+q)·x

=
Ep − Eq√
4EpEq

gσσgσ′σ′eµ(p, σ)eµ(q, σ′)ei(Ep+Eq)t(2π)3δ(3)(p + q) = 0. (4.240)

4.4.4 物理极化态
根据 (1.169)、(4.227) 和 (4.226) 式，无质量矢量场的哈密顿量密度是

H = πµ∂
0Aµ − L2 = −(∂0Aµ)∂0Aµ +

1

2
(∂µAν)∂

µAν

= −1

2
(∂0Aµ)∂

0Aµ +
1

2
(∂iAµ)∂

iAµ = −1

2
[πµπ

µ + (∇Aµ) · (∇Aµ)] . (4.241)

于是，哈密顿量算符表达为

H =

∫
d3xH = −1

2

∫
d3x [πµπ

µ + (∇Aµ) · (∇Aµ)]

= −1

2

∑
σσ′

∫ d3x d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq
eµ(p, σ)eµ(q, σ′)

×
[
(ip0)(iq0)

(
bp,σe−ip·x − b†p,σeip·x) (bq,σ′e−iq·x − b†q,σ′eiq·x

)
+ (ip) · (iq)

(
bp,σe−ip·x − b†p,σeip·x) (bq,σ′e−iq·x − b†q,σ′eiq·x

) ]
= −1

2

∑
σσ′

∫ d3x d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq
eµ(p, σ)eµ(q, σ′)(p0q0 + p · q)

×
[
bp,σb

†
q,σ′e−i(p−q)·x + b†p,σbq,σ′ei(p−q)·x − bp,σbq,σ′e−i(p+q)·x − b†p,σb

†
q,σ′ei(p+q)·x

]
= −1

2

∑
σσ′

∫ d3p d3q

(2π)3
√

4EpEq
eµ(p, σ)eµ(q, σ′)(p0q0 + p · q)

×
{
δ(3)(p− q)

[
bp,σb

†
q,σ′e−i(p0−q0)t + b†p,σbq,σ′ei(p0−q0)t

]
− δ(3)(p + q)

[
bp,σbq,σ′e−i(p0+q0)t + b†p,σb

†
q,σ′ei(p0+q0)t

]}
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= −1

2

∑
σσ′

∫ d3p

(2π)32Ep

[
eµ(p, σ)eµ(p, σ′)(E2

p + |p|2)(bp,σb
†
p,σ′ + b†p,σbp,σ′)

− eµ(p, σ)eµ(−p, σ′)(E2
p − |p|2)

(
bp,σb−p,σ′e−2iEpt + b†p,σb

†
−p,σ′e2iEpt

) ]
= −1

2

∑
σσ′

∫ d3p

(2π)3
Ep eµ(p, σ)eµ(p, σ′)(bp,σb

†
p,σ′ + b†p,σbp,σ′)

= −
∑
σσ′

∫ d3p

(2π)3
Ep

2
gσσ′(bp,σb

†
p,σ′ + b†p,σbp,σ′) =

∫ d3p

(2π)3
Ep

2

3∑
σ=0

(−gσσ) (bp,σb
†
p,σ + b†p,σbp,σ)

=

∫ d3p

(2π)3
Ep

3∑
σ=0

(−gσσb†p,σbp,σ) + (2π)3δ(3)(0)
∫ d3p

(2π)3
Ep

2

3∑
σ=0

(−gσσ)2

=

∫ d3p

(2π)3
Ep

(
−b†p,0bp,0 +

3∑
σ=1

b†p,σbp,σ

)
+ (2π)3δ(3)(0)

∫ d3p

(2π)3
2Ep. (4.242)

上式最后一行第二项是零点能。第一项中类时极化态的贡献为负，与类空极化态的贡献不一样。
造成这种情况的原因是 Minkowski度规 gσσ′ 是一个不定度规，时间对角元 g00 与空间对角元 gii

具有相反的符号。
将真空态 |0⟩ 定义为被任意 bp,σ 湮灭的态，满足

bp,σ |0⟩ = 0, ⟨0|0⟩ = 1, H |0⟩ = Evac |0⟩ , Evac = 2δ(3)(0)
∫

d3pEp > 0. (4.243)

动量为 p、极化指标为 σ 的单粒子态定义为

|p, σ⟩ ≡
√
2Ep b

†
p,σ |0⟩ , (4.244)

它描述一个无质量矢量玻色子。从而，由

[H, b†p,σ] =

∫ d3q

(2π)3
Eq

3∑
σ′=0

(−gσ′σ′)[b†q,σ′bq,σ′ , b†p,σ] =

∫ d3q

(2π)3
Eq

3∑
σ′=0

(−gσ′σ′)b†q,σ′ [bq,σ′ , b†p,σ]

=

∫ d3q

(2π)3
Eq

3∑
σ′=0

(−gσ′σ′)b†q,σ′(2π)
3(−gσ′σ)δ

(3)(q− p)

= Ep

3∑
σ′=0

gσ′σ′gσ′σb
†
p,σ′ = Epb

†
p,σ (4.245)

得

H |p, σ⟩ =
√

2Ep Hb
†
p,σ |0⟩ =

√
2Ep (b

†
p,σH + Epb

†
p,σ) |0⟩

=
√

2Ep (Evac + Ep)b
†
p,σ |0⟩ = (Evac + Ep) |p, σ⟩ . (4.246)

这看起来是一个正常的结果，说明单粒子态 |p, σ⟩ 比真空多了一份能量 Ep。
利用产生湮灭算符的对易关系 (4.233) 计算单粒子态的内积，得

⟨q, σ′ | p, σ⟩ =
√

4EqEp ⟨0| bq,σ′b†p,σ |0⟩ =
√

4EqEp ⟨0|
[
b†p,σbq,σ′ − (2π)3gσσ′δ(3)(p− q)

]
|0⟩
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= −2Ep(2π)
3gσσ′δ(3)(p− q). (4.247)

于是，

⟨p, 0 | p, 0⟩ = −2Ep(2π)
3δ(3)(0), ⟨p, i | p, i⟩ = 2Ep(2π)

3δ(3)(0), i = 1, 2, 3. (4.248)

上式表明，单粒子态 |p, 0⟩ 的自我内积是负的，这不符合 Hilbert 空间中态矢的要求。而且，相
应的能量期待值也是负的：

⟨p, 0|H |p, 0⟩ = (Evac + Ep) ⟨p, 0 | p, 0⟩ = −2Ep(Evac + Ep)(2π)
3δ(3)(0) < 0. (4.249)

这个负能量结果在物理上看起来是不可接受的，它的根源在于不定度规。
不过，如前所述，无质量矢量场只有 2 种独立的物理极化态，对应于 2 个横向极化矢量

eµ(p, 1) 和 eµ(p, 2)，它们满足四维横向条件 (4.78)；而纵向极化和类时极化都是非物理的，也
不满足四维横向条件。平面波展开式 (4.229) 中只有满足四维横向条件的部分能够符合 Lorenz
规范条件 ∂µA

µ = 0，因此，要求 Lorenz 规范条件成立可以除去非物理的极化态。但是，Lorenz
规范条件与正则量子化程序不相容，我们不能直接使用它，而需要将它转换到 Hilbert空间中态
矢的期待值上，要求任何物理上允许的态矢 |Ψ⟩ 必须满足

⟨Ψ| ∂µAµ(x) |Ψ⟩ = 0. (4.250)

上式称为弱 Lorenz 规范条件。
将 Aµ(x) 的平面波展开式 (4.229) 分解成正能解和负能解两个部分，

Aµ(x) = Aµ(+)(x) + Aµ(−)(x). (4.251)

正能解部分为
Aµ(+)(x) ≡

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

3∑
σ=0

eµ(p, σ) bp,σe−ip·x, (4.252)

其厄米共轭是负能解部分

Aµ(−)(x) ≡
∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

3∑
σ=0

eµ(p, σ) b†p,σeip·x = [Aµ(+)(x)]†. (4.253)

如果要求任何物理上允许的态矢 |Ψ⟩ 必须满足 Gupta-Bleuler 条件 [16, 17]

∂µA
µ(+)(x) |Ψ⟩ = 0, (4.254)

则伴随有
⟨Ψ| ∂µAµ(−)(x) = ⟨Ψ| [∂µAµ(+)(x)]† = 0, (4.255)

从而弱 Lorenz 规范条件 (4.250) 得到满足：

⟨Ψ| ∂µAµ(x) |Ψ⟩ = ⟨Ψ| ∂µAµ(+)(x) |Ψ⟩+ ⟨Ψ| ∂µAµ(−)(x) |Ψ⟩ = 0. (4.256)
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可见，Gupta-Bleuler 条件比弱 Lorenz 规范条件稍强一些。
利用 (4.78) 和 (4.194) 式推出

∂µA
µ(+)(x) =

∫ d3p

(2π)3
−ie−ip·x√

2Ep

[
pµ

3∑
σ=0

eµ(p, σ) bp,σ

]
=

∫ d3p

(2π)3
−ie−ip·x√

2Ep
Ep(bp,0 − bp,3). (4.257)

Gupta-Bleuler 条件 (4.254) 意味着 (bp,0 − bp,3) |Ψ⟩ = 0，即

bp,0 |Ψ⟩ = bp,3 |Ψ⟩ , ⟨Ψ| b†p,0 = ⟨Ψ| b
†
p,3. (4.258)

于是
⟨Ψ| b†p,0bp,0 |Ψ⟩ = ⟨Ψ| b†p,3bp,3 |Ψ⟩ . (4.259)

这样一来，根据 (4.242) 式计算，物理态 |Ψ⟩ 的能量期待值为

⟨Ψ|H |Ψ⟩ =
∫ d3p

(2π)3
Ep ⟨Ψ|

(
−b†p,0bp,0 +

3∑
σ=1

b†p,σbp,σ

)
|Ψ⟩+ Evac ⟨Ψ|Ψ⟩

=

∫ d3p

(2π)3
Ep

2∑
σ=1

⟨Ψ| b†p,σbp,σ |Ψ⟩+ Evac ⟨Ψ|Ψ⟩ . (4.260)

也就是说，非物理的类时极化与纵向极化对能量的贡献总是相互抵消的，除了零点能，只有两
种物理的横向极化才对能量有净贡献 (net contribution)。可见，要求 Gupta-Bleuler 条件成立
会除去非物理极化态的贡献。

对于 σ = 0, 3 的单粒子态 |p, σ⟩，由 (4.257) 式得

∂µA
µ(+)(x) |p, 0⟩ =

∫ d3q

(2π)3
−ie−iq·x√

2Eq
Eq(bq,0 − bq,3)

√
2Ep b

†
p,0 |0⟩

= −i
∫ d3q

(2π)3

√
Ep√
Eq

e−iq·xEq[bq,0, b
†
p,0] |0⟩

= ig00
∫

d3q

√
Ep√
Eq

e−iq·xEq δ
(3)(q− p) |0⟩ = ie−ip·xEp |0⟩ , (4.261)

∂µA
µ(+)(x) |p, 3⟩ =

∫ d3q

(2π)3
−ie−iq·x√

2Eq
Eq(bq,0 − bq,3)

√
2Ep b

†
p,3 |0⟩

= i
∫ d3q

(2π)3

√
Ep√
Eq

e−iq·xEq[bq,3, b
†
p,3] |0⟩

= −ig33
∫

d3q

√
Ep√
Eq

e−iq·xEq δ
(3)(q− p) |0⟩ = ie−ip·xEp |0⟩ . (4.262)

由于 Ep ̸= 0，单粒子态 |p, 0⟩ 和 |p, 3⟩ 不符合 Gupta-Bleuler 条件 (4.254)，确实是非物理的态
矢。对于 σ = 1, 2 的单粒子态 |p, σ⟩，由 [bq,0, b

†
p,σ] = [bq,3, b

†
p,σ] = 0 得

∂µA
µ(+)(x) |p, σ⟩ =

∫ d3q

(2π)3
−ie−iq·x√

2Eq
Eq(bq,0 − bq,3)

√
2Ep b

†
p,σ |0⟩ = 0. (4.263)
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可见，横向极化对应的单粒子态 |p, 1⟩和 |p, 2⟩确实是物理的，满足 Gupta-Bleuler条件 (4.254)。
另一方面，由 (1.217) 式得无质量矢量场的总动量算符为

P = −
∫

d3xπµ∇Aµ

= −
∑
σσ′

∫ d3x d3p d3q

(2π)6
√
4EpEq

eµ(p, σ)eµ(q, σ′)

× (ip0)
(
bp,σe−ip·x − b†p,σeip·x) (iq)(bq,σ′e−iq·x − b†q,σ′eiq·x

)
= −

∑
σσ′

∫ d3x d3p d3q p0q
(2π)6

√
4EpEq

eµ(p, σ)eµ(q, σ′)

×
[
bp,σb

†
q,σ′e−i(p−q)·x + b†p,σbq,σ′ei(p−q)·x − bp,σbq,σ′e−i(p+q)·x − b†p,σb

†
q,σ′ei(p+q)·x

]
= −

∑
σσ′

∫ d3p d3q p0q
(2π)3

√
4EpEq

eµ(p, σ)eµ(q, σ′)

×
{
δ(3)(p− q)

[
bp,σb

†
q,σ′e−i(p0−q0)t + b†p,σbq,σ′ei(p0−q0)t

]
− δ(3)(p + q)

[
bp,σbq,σ′e−i(p0+q0)t + b†p,σb

†
q,σ′ei(p0+q0)t

]}
= −

∑
σσ′

∫ d3p

(2π)3
p
2

[
eµ(p, σ)eµ(p, σ′)(bp,σb

†
p,σ′ + b†p,σbp,σ′)

+ eµ(p, σ)eµ(−p, σ′)
(
bp,σb−p,σ′e−2iEpt + b†p,σb

†
−p,σ′e2iEpt

) ]
. (4.264)

对上式最后两行方括号内第二项的积分及求和作 p→ −p 的替换和 σ ↔ σ′ 的互换，可得
∑
σσ′

∫ d3p

(2π)3
p
2
eµ(p, σ)eµ(−p, σ′)

(
bp,σb−p,σ′e−2iEpt + b†p,σb

†
−p,σ′e2iEpt

)
=
∑
σσ′

∫ d3p

(2π)3
−p
2
eµ(−p, σ′)eµ(p, σ)

(
b−p,σ′bp,σe−2iEpt + b†−p,σ′b

†
p,σe2iEpt

)
= −

∑
σσ′

∫ d3p

(2π)3
p
2
eµ(−p, σ′)eµ(p, σ)

(
bp,σb−p,σ′e−2iEpt + b†p,σb

†
−p,σ′e2iEpt

)
. (4.265)

可以看出，上式为零。于是，总动量化为

P = −
∑
σσ′

∫ d3p

(2π)3
p
2
eµ(p, σ)eµ(p, σ′)(bp,σb

†
p,σ′ + b†p,σbp,σ′)

= −
∑
σσ′

∫ d3p

(2π)3
p
2
gσσ′(bp,σb

†
p,σ′ + b†p,σbp,σ′) =

∫ d3p

(2π)3
p
2

3∑
σ=0

(−gσσ)
(
bp,σb

†
p,σ + b†p,σbp,σ

)
=

∫ d3p

(2π)3
p

3∑
σ=0

(−gσσb†p,σbp,σ) + δ(3)(0)
∫

d3p
p
2

3∑
σ=0

(−gσσ)2

=

∫ d3p

(2π)3
p
(
−b†p,0bp,0 +

3∑
σ=1

b†p,σbp,σ

)
. (4.266)



– 150 – 第 4 章 量子矢量场

根据 (4.259) 式，物理态 |Ψ⟩ 的动量期待值为

⟨Ψ|P |Ψ⟩ =
∫ d3p

(2π)3
p ⟨Ψ|

(
−b†p,0bp,0 +

3∑
σ=1

b†p,σbp,σ

)
|Ψ⟩ =

∫ d3p

(2π)3
p

2∑
σ=1

⟨Ψ| b†p,σbp,σ |Ψ⟩ .

(4.267)
同样，只有两种物理的横向极化才对动量有净贡献。

通过线性组合，可以用湮灭算符 bp,1 和 bp,2 定义另一组等价的湮灭算符

ap,± ≡
1√
2
(bp,1 ∓ ibp,2), (4.268)

相应的产生算符 a†p,± 可通过取厄米共轭得到。反过来，有

bp,1 =
1√
2
(ap,+ + ap,−), bp,2 =

i√
2
(ap,+ − ap,−). (4.269)

利用对易关系 (4.233)，推出

[ap,±, a
†
q,±] =

1

2
[bp,1 ∓ ibp,2, b

†
q,1 ± ib†q,2] =

1

2
[bp,1, b

†
q,1] +

1

2
[bp,2, b

†
q,2] = (2π)3δ(3)(p− q),

[ap,±, a
†
q,∓] =

1

2
[bp,1 ∓ ibp,2, b

†
q,1 ∓ ib†q,2] =

1

2
[bp,1, b

†
q,1]−

1

2
[bp,2, b

†
q,2] = 0,

[ap,±, aq,±] =
1

2
[bp,1 ∓ ibp,2, bq,1 ∓ ibq,2] = 0,

[ap,±, aq,∓] =
1

2
[bp,1 ∓ ibp,2, bq,1 ± ibq,2] = 0, (4.270)

而且，对 σ = 0, 3 有

[ap,±, b
†
q,σ] =

1

2
[bp,1 ∓ ibp,2, b

†
q,σ] = 0, [ap,±, bq,σ] =

1

2
[bp,1 ∓ ibp,2, bq,σ] = 0. (4.271)

于是，这组产生湮灭算符的对易关系整理为

[ap,λ, a
†
q,λ′ ] = (2π)3δλλ′δ

(3)(p− q), [ap,λ, aq,λ′ ] = [a†p,λ, a
†
q,λ′ ] = 0, λ, λ′ = ±;

[ap,λ, b
†
q,σ] = [bp,σ, a

†
q,λ] = [ap,λ, bq,σ] = [a†p,λ, b

†
q,σ] = 0, λ = ±, σ = 0, 3.

(4.272)

根据 (4.93) 式，用横向圆极化矢量 εµ(p,±) 表示横向线极化矢量 eµ(p, 1) 和 eµ(p, 2)，有

eµ(p, 1) = 1√
2
[εµ(p,+) + εµ(p,−)], eµ(p, 2) = − i√

2
[εµ(p,+)− εµ(p,−)]. (4.273)

从而，有
2∑

σ=1

eµ(p, σ)bp,σ =
1

2
[εµ(p,+) + εµ(p,−)](ap,+ + ap,−) +

1

2
[εµ(p,+)− εµ(p,−)](ap,+ − ap,−)

= εµ(p,+)ap,+ + εµ(p,−)ap,− =
∑
λ=±

εµ(p, λ)ap,λ, (4.274)
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取厄米共轭，得
2∑

σ=1

eµ(p, σ)b†p,σ =
∑
λ=±

εµ∗(p, λ)a†p,λ. (4.275)

于是，可将 Aµ(x) 的平面波展开式 (4.229) 改写成

Aµ(x) =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
σ=0,3

eµ(p, σ)
(
bp,σe−ip·x + b†p,σeip·x)

+

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±

[
εµ(p, λ)ap,λe−ip·x + εµ∗(p, λ)a†p,λeip·x

]
, (4.276)

第一行对应于非物理极化态，第二行对应于两种物理的圆极化态。
引入物理的单粒子态

|p, λ⟩ ≡
√
2Ep a

†
p,λ |0⟩ , λ = ±, (4.277)

它描述一个纯中性的无质量矢量玻色子。类似于 (4.122) 式，可以推出

(p̂ · J) |p, λ⟩ = λ |p, λ⟩ , λ = ±, (4.278)

即 |p, λ⟩是本征值为 λ的螺旋度本征态。因此 (4.268)式定义的湮灭算符 ap,± 正是螺旋度 λ = ±
所对应的湮灭算符。

此外，由 (4.269) 式得
2∑

σ=1

b†p,σbp,σ = b†p,1bp,1 + b†p,2bp,2 =
1

2
(a†p,+ + a†p,−)(ap,+ + ap,−) +

1

2
(a†p,+ − a

†
p,−)(ap,+ − ap,−)

= a†p,+ap,+ + a†p,−ap,− =
∑
λ=±

a†p,λap,λ, (4.279)

因而物理态 |Ψ⟩ 的能量期待值 (4.260) 和动量期待值 (4.267) 也能表示为

⟨Ψ|H |Ψ⟩ =
∫ d3p

(2π)3
Ep
∑
λ=±

⟨Ψ| a†p,λap,λ |Ψ⟩+ Evac ⟨Ψ|Ψ⟩ , (4.280)

⟨Ψ|P |Ψ⟩ =
∫ d3p

(2π)3
p
∑
λ=±

⟨Ψ| a†p,λap,λ |Ψ⟩ . (4.281)

习　题
4.1 定义 Lorentz 矢量表示的增速生成元

Ki ≡ J 0i. (4.282)

(a) 根据 (4.2) 式，写出 (K1)µν、(K2)µν 和 (K3)µν 的矩阵表达式。
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(b) 根据 J i 的定义 (4.36) 以及 θi 和 ξi 的定义 (3.41)，证明有限 Lorentz 变换 (4.14) 可
以表示为

Λ = exp(iθiJ i + iξiKi). (4.283)

4.2 根据 (4.39)、(4.40) 和 (4.41) 式，将 J i 的纯空间部分记为

τ̃ 1(1) =


0

−i
i

 , τ̃ 2(1) =


i

0

−i

 , τ̃ 3(1) =


−i

i
0

 . (4.284)

(a) 验证 τ̃ i(1) 满足 SU(2) 代数关系

[τ̃ i(1), τ̃
j
(1)] = iεijkτ̃ k(1). (4.285)

(b) 验证 τ̃ i(1) 与 (3.156) 式表达的 τ i(1) 之间的关系为

U †τ̃ i(1)U = τ i(1), (4.286)

其中幺正矩阵

U =
1√
2


1 0 1

i 0 −i
0
√
2 0

 . (4.287)

可见，τ̃ i(1) 与 τ i(1) 等价，也可作为 SU(2) 群 3 维线性表示 D(1) 的生成元矩阵。

4.3 证明 (4.23) 式定义的微分算符 L̂µν 满足 Lorentz 代数关系

[L̂µν , L̂ρσ] = i(gνρL̂µσ − gµρL̂νσ − gνσL̂µρ + gµσL̂νρ). (4.288)

实际上，L̂µν 是 Lorentz 群在场空间上的生成元，它们生成一个无限维幺正表示。

4.4 比较 (4.111) 和 (4.112) 式中负能解的系数，得到

εµ∗(p, λ)[a†p,λ, J] = [−δµν x× p + (J )µν ]ε
ν∗(p, λ)a†p,λ, (4.289)

以此推出 [p̂ · J, a†p,λ] = λ a†p,λ。

4.5 验证有质量矢量场 Aµ(x, t) 和 πi(x, t) 的平面波展开式 (4.110) 和 (4.126) 满足 (4.63) 式
A0 = −∇ · π/m2。

4.6 设有质量复矢量场 Aµ(x) 对应的拉氏量为

L = −1

2
F †
µνF

µν +m2A†
µA

µ, (4.290)

其中 F µν ≡ ∂µAν − ∂νAµ，m > 0。
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(a) 由 Euler-Lagrange 方程 (1.166) 推出 Aµ(x) 的经典运动方程。
(b) 将 Aµ(x) 分解成两个实矢量场 Bµ(x) 和 Cµ(x) 的线性组合，

Aµ =
1√
2
(Bµ + iCµ), (4.291)

证明拉氏量可化为

L = −1

4
BµνB

µν +
1

2
m2BµB

µ − 1

4
CµνC

µν +
1

2
m2CµC

µ, (4.292)

其中 Bµν ≡ ∂µBν − ∂νBµ，而 Cµν ≡ ∂µCν − ∂νCµ。因此，复矢量场的拉氏量相当于
两个质量相同的实矢量场的拉氏量。

(c) 证明 Aµ(x) 的平面波展开式为

Aµ(x) =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±,0

[
εµ(p, λ)ap,λe−ip·x + εµ∗(p, λ)b†p,λeip·x

]
, (4.293)

且产生湮灭算符满足对易关系

[ap,λ, a
†
q,λ′ ] = (2π)3δλλ′δ

(3)(p− q), [ap,λ, aq,λ′ ] = [a†p,λ, a
†
q,λ′ ] = 0,

[bp,λ, b
†
q,λ′ ] = (2π)3δλλ′δ

(3)(p− q), [bp,λ, bq,λ′ ] = [b†p,λ, b
†
q,λ′ ] = 0, (4.294)

[ap,λ, b
†
q,λ′ ] = [bp,λ, a

†
q,λ′ ] = [ap,λ, bq,λ′ ] = [a†p,λ, b

†
q,λ′ ] = 0.

(d) 作 U(1) 整体变换 A′µ(x) = eiqθAµ(x)，证明拉氏量 L(x) 在此变换下不变，并推出相应
的 U(1) 守恒流算符

Jµ = iq(F µν†Aν − A†
νF

µν). (4.295)

(e) 证明 U(1) 守恒荷算符 Q =
∫

d3x J0 表达为

Q =

∫ d3p

(2π)3

∑
λ=±,0

(q a†p,λap,λ − q b†p,λbp,λ)− 3δ(3)(0)
∫

d3p q. (4.296)

可见，(ap,λ, a
†
p,λ) 描述正矢量玻色子，(ap,λ, a

†
p,λ) 描述反矢量玻色子。

4.7 考虑无质量情况下的极化矢量。

(a) 设纵向极化矢量 eµ(p, 3) 满足归一关系 eµ(p, 3)eµ(p, 3) = −1，且其空间分量正比于 p，
论证 eµ(p, 3) 不能满足四维横向条件 pµe

µ(p, 3) = 0。
(b) 论证满足归一关系 eµ(p, 0)eµ(p, 0) = 1 的类时极化矢量 eµ(p, 0) 不能满足四维横向条
件 pµe

µ(p, 0) = 0。

4.8 由极化求和关系 (4.102) 和 (4.124) 式推出∑
λ=±,0

εi(p, λ)ε̃∗j(p, λ) = −gij, (4.297)
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∑
λ=±,0

ε̃i(p, λ)ε̃∗j(p, λ) = −gij −
pipj
p20

. (4.298)

再利用以上两式、产生湮灭算符的对易关系 (4.128) 以及 Aµ(x, t) 和 πi(x, t) 的平面波展开
式 (4.110) 和 (4.126)，推出有质量矢量场的等时对易关系 (4.59)。

4.9 利用完备性关系 (4.67)、产生湮灭算符的对易关系 (4.233) 以及 Aµ(x, t) 和 πµ(x, t) 的平面
波展开式 (4.229) 和 (4.231)，推出无质量矢量场的等时对易关系 (4.218)。

4.10 设 hµν 是对称的二阶 Lorentz 张量场，考虑 Pauli-Fierz 作用量

SPF =

∫
d4xLPF(x), (4.299)

其中
LPF =

1

2
(∂ρhµν)∂ρhµν − (∂µhνρ)∂ρhµν + (∂νhµν)∂

µh− 1

2
(∂µh)∂µh, (4.300)

而 h ≡ gµνhµν。

(a) 对 hµν 作规范变换
h′µν(x) = hµν(x) + ∂µχν(x) + ∂νχµ(x), (4.301)

其中 χµ(x) 是任意 Lorentz 矢量函数，证明 SPF 在规范变换下不变。
(b) 根据 Euler-Lagrange 方程 (1.166)，证明 hµν 的经典运动方程是

∂2hµν − ∂µ∂ρhνρ − ∂ν∂ρhµρ + gµν∂
ρ∂σhρσ + ∂µ∂νh− gµν∂2h = 0. (4.302)

注意上式对 µ 和 ν 对称。
(c) 令

h̄µν ≡ hµν −
1

2
gµνh, (4.303)

取 Lorenz 规范
∂ν h̄µν = 0, (4.304)

证明 h̄µν 的运动方程为
∂2h̄µν = 0. (4.305)
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本章讨论旋量场 (spinor field) 的正则量子化，旋量场对应于旋量表示 (spinor representa-
tion)。旋量表示是固有保时向 Lorentz 群 SO↑(1, 3) 的一个投影表示，也是相应覆盖群 SL(2,C)
的一个线性表示。Paul Dirac在 1928年首次将旋量表示引入到描述电子的理论中，建立了 Dirac
方程 [3]。SO↑(1, 3) 和 SL(2,C) 的 Lie 代数都是 Lorentz 代数，它们的表示可以通过构造满足
Lorentz 代数关系 (3.32) 的生成元矩阵来得到，下面我们就以这样的方式建立旋量表示。

5.1 Lorentz 群的旋量表示
首先，假设能够找到一组满足如下反对易关系的 N ×N 矩阵 γµ (µ = 0, 1, 2, 3)：

{γµ, γν} ≡ γµγν + γνγµ = 2gµν 1 = 2gµν . (5.1)

最后一步是一种简写，省略了 N ×N 单位矩阵 1。这样的 γµ 称为 Dirac 矩阵，也称为 γ 矩
阵。这个反对易关系意味着

γµγν = 2gµν − γνγµ. (5.2)

当 µ ̸= ν 时，gµν = 0，而 γµ 与 γν 是反对易的，即

γµγν = −γνγµ, µ ̸= ν. (5.3)

当 µ = ν 时，有

(γ0)2 =
1

2
{γ0, γ0} = g00 = 1, (γi)2 =

1

2
{γi, γi} = gii = −1. (5.4)

进一步假设 γµ 是正规矩阵，即满足 (γµ)†γµ = γµ(γµ)†（这里不采用 Einstein 求和约定），从而
用幺正矩阵作相似变换可以将它们对角化。由于相似变换不会改变 (5.4)式的形式，对角化之后
γ0 的对角元只能取实数 ±1，而 γi 的对角元只能取虚数 ±i。这些性质告诉我们，无论有没有
对角化，γ0 是厄米矩阵，而 γi 是反厄米矩阵，即

(γ0)† = γ0, (γi)† = −γi, (5.5)

这是因为相似变换不会改变矩阵的厄米性或反厄米性。于是，

(γ0)†γ0 = (γ0)2 = 1, (γi)†γi = −(γi)2 = 1. (5.6)

155
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可见 γ0 和 γi 都是幺正矩阵。
然后，以 Dirac 矩阵的对易子定义另一组 N ×N 矩阵

Sµν ≡ i
4
[γµ, γν ]. (5.7)

显然，Sµν 关于 µ 和 ν 反对称，
Sµν = −Sνµ, (5.8)

因而一共有 6 个独立矩阵。
利用对易子公式

[AB,C] = ABC + ACB − ACB − CAB = A{B,C} − {A,C}B, (5.9)

推出

[Sµν , γρ] = i
4
[γµγν − γνγµ, γρ] = i

4
[γµγν − (2gνµ1− γµγν), γρ] = i

2
[γµγν , γρ]

=
i
2
(γµ{γν , γρ} − {γµ, γρ}γν) = i(γµgνρ − γνgµρ). (5.10)

从而，根据对易子公式 (2.13) 有

[Sµν ,Sρσ] = i
4
[Sµν , γργσ − γσγρ] = i

4
([Sµν , γργσ]− [Sµν , γσγρ])

=
i
4
([Sµν , γρ]γσ + γρ[Sµν , γσ]− [Sµν , γσ]γρ − γσ[Sµν , γρ])

=
i
4
[i(γµgνρ − γνgµρ)γσ + iγρ(γµgνσ − γνgµσ)

− i(γµgνσ − γνgµσ)γρ − iγσ(γµgνρ − γνgµρ)]

=
i2
4
(γµγσgνρ − γνγσgµρ + γργµgνσ − γργνgµσ

− γµγρgνσ + γνγρgµσ − γσγµgνρ + γσγνgµρ)

=
i2
4
[gνρ(γµγσ − γσγµ)− gµρ(γνγσ − γσγν)− gνσ(γµγρ − γργµ) + gµσ(γνγρ − γργν)]

= i(gνρSµσ − gµρSνσ − gνσSµρ + gµσSνρ). (5.11)

可见，Sµν 满足 Lorentz 代数关系 (3.32)，因而是 Lorentz 群某个表示的生成元矩阵。以 Sµν 生
成的表示就是旋量表示。

根据 4.1 节的讨论，一组变换参数 ωµν 在 Lorentz 群的矢量表示中生成固有保时向的有限
变换 (4.14)：

Λ = exp
(
− i
2
ωµνJ µν

)
= eX , X ≡ − i

2
ωµνJ µν . (5.12)

类似地，这组参数在旋量表示中生成固有保时向的有限变换

D(Λ) = exp
(
− i
2
ωµνSµν

)
= eY , Y ≡ − i

2
ωµνSµν . (5.13)
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这样定义的 D(Λ) 是旋量表示中的 Lorentz 变换矩阵。由 (3.50) 式有

e−Y eY = e−Y+Y = e0 = 1, (5.14)

故 D(Λ) 的逆矩阵为
D−1(Λ) = e−Y = exp

(
i
2
ωµνSµν

)
. (5.15)

这里介绍一些将会用到的对易子公式。对于算符或同阶方阵 B 与 A，以如下方式定义多重
对易子 [B,A(n)]：

[B,A(0)] ≡ B, [B,A(1)] ≡ [[B,A(0)], A] = [B,A]

[B,A(2)] ≡ [[B,A(1)], A] = [[B,A], A], · · · , [B,A(n)] ≡ [[B,A(n−1)], A]. (5.16)

从而
BAk =

k∑
n=0

k!

(k − n)!n!
Ak−n[B,A(n)]. (5.17)

下面用数学归纳法证明这个等式。
证明　当 k = 0 和 k = 1 时，(5.17) 式明显成立：

BA0 = B = [B,A(0)] =
0!

(0− 0)!0!
A0−0[B,A(0)], (5.18)

BA1 = BA = AB + [B,A] =
1!

(1− 0)!0!
A1−0[B,A(0)] +

1!

(1− 1)!1!
A1−1[B,A(1)]. (5.19)

假设 k = m 时 (5.17) 式成立，则

BAm+1 =
m∑
n=0

m!

(m− n)!n!
Am−n[B,A(n)]A =

m∑
n=0

m!

(m− n)!n!
Am−n(A[B,A(n)] + [[B,A(n)], A])

=
m∑
n=0

m!

(m− n)!n!
Am+1−n[B,A(n)] +

m∑
n=0

m!

(m− n)!n!
Am−n[B,A(n+1)]

=
m∑
n=0

m!

(m− n)!n!
Am+1−n[B,A(n)] +

m+1∑
j=1

m!

(m− j + 1)!(j − 1)!
Am−j+1[B,A(j)]

=
m!

(m− 0)!0!
Am+1[B,A(0)] +

m∑
n=1

[
m!

(m− n)!n!
+

m!

(m− n+ 1)!(n− 1)!

]
Am+1−n[B,A(n)]

+
m!

[m− (m+ 1) + 1]![(m+ 1)− 1]!
Am−(m+1)+1[B,A(m+1)]

= Am+1[B,A(0)] +
m∑
n=1

[
m!

(m− n)!n!
+

n

m− n+ 1

m!

(m− n)!n!

]
Am+1−n[B,A(n)]

+Am−(m+1)+1[B,A(m+1)]

=
(m+ 1)!

[(m+ 1)− 0]!0!
Am+1[B,A(0)] +

m∑
n=1

(m+ 1)!

(m− n+ 1)!n!
Am+1−n[B,A(n)]
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+
(m+ 1)!

[(m+ 1)− (m+ 1)]!(m+ 1)!
Am−(m+1)+1[B,A(m+1)]

=
m+1∑
n=0

(m+ 1)!

[(m+ 1)− n]!n!
A(m+1)−n[B,A(n)], (5.20)

即 k = m+ 1 时 (5.17) 式也成立。于是，(5.17) 式对任意非负整数 k 成立。证毕。
根据推广的阶乘定义 (3.47) 将 (5.17) 式右边的级数化成无穷级数，

BAk =
∞∑
n=0

k!

(k − n)!n!
Ak−n[B,A(n)]. (5.21)

利用上式推出

e−ABeA = e−A
∞∑
k=0

1

k!
BAk = e−A

∞∑
k=0

1

k!

∞∑
n=0

k!

(k − n)!n!
Ak−n[B,A(n)]

= e−A
∞∑
n=0

1

n!

∞∑
k=0

1

(k − n)!
Ak−n[B,A(n)] = e−A

∞∑
n=0

1

n!
eA[B,A(n)], (5.22)

即

e−ABeA =
∞∑
n=0

1

n!
[B,A(n)]. (5.23)

现在，我们继续讨论 Lorentz 群的旋量表示。由 (5.10) 和 (4.2) 式得

[γµ,Sρσ] = −[Sρσ, γµ] = [Sσρ, γµ] = i(γσgρµ−γρgσµ) = i(gρµδσν−gσµδρν)γν = (J ρσ)µνγ
ν . (5.24)

从而，

[γµ, Y (1)] = [γµ, Y ] = − i
2
ωρσ[γ

µ, Sρσ] = − i
2
ωρσ(J ρσ)µνγ

ν = Xµ
νγ

ν ,

[γµ, Y (2)] = [[γµ, Y (1)], Y ] = Xµ
ν [γ

ν , Y ] = Xµ
νX

ν
ργ

ρ = (X2)µνγ
ν ,

· · ·

[γµ, Y (n)] = (Xn)µνγ
ν . (5.25)

再利用 (5.23) 式推出

D−1(Λ)γµD(Λ) = e−Y γµeY =
∞∑
n=0

1

n!
[γµ, Y (n)] =

∞∑
n=0

1

n!
(Xn)µνγ

ν = (eX)µνγ
ν , (5.26)

即
D−1(Λ)γµD(Λ) = Λµνγ

ν . (5.27)

类比 (3.25) 式，把上式看作旋量表示中 Dirac 矩阵 γµ 的 Lorentz 变换规则，那么 γµ 是一个
Lorentz 矢量。相应的协变矢量为

γµ ≡ gµνγ
ν , (5.28)
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从而
γ0 = γ0, γi = −γi, i = 1, 2, 3. (5.29)

N ×N 单位矩阵 1 满足
D−1(Λ) 1D(Λ) = 1, (5.30)

因而 1 是一个 Lorentz 标量。生成元矩阵 Sµν 的 Lorentz 变换为

D−1(Λ)SµνD(Λ) =
i
4
[D−1(Λ)γµD(Λ), D−1(Λ)γνD(Λ)] =

i
4
ΛµρΛ

ν
σ[γ

ρ, γσ] = ΛµρΛ
ν
σSρσ, (5.31)

可见，Sµν 是一个 2 阶反对称 Lorentz 张量。
引入一个新的 N ×N 矩阵

γ5 ≡ γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3. (5.32)

根据 (5.3) 式，有

γµγνγργσ =

+γ0γ1γ2γ3, (µ, ν, ρ, σ) 是 (0, 1, 2, 3) 的偶置换，
−γ0γ1γ2γ3, (µ, ν, ρ, σ) 是 (0, 1, 2, 3) 的奇置换。

(5.33)

这种置换性质与四维 Levi-Civita 符号 (1.105) 类似，因而置换操作带来的正负号在 εµνρσ 与
γµγνγργσ 的缩并中相互抵消，如

ε1023γ
1γ0γ2γ3 = −ε0123(−γ0γ1γ2γ3) = ε0123γ

0γ1γ2γ3. (5.34)

由此得到
γ5 = iγ0γ1γ2γ3 = −iε0123γ0γ1γ2γ3 = −

i
4!
εµνρσγ

µγνγργσ. (5.35)

对于固有保时向 Lorentz 变换 (5.12)，γ5 的变换形式是

D−1(Λ)γ5D(Λ) = − i
4!
εµνρσΛ

µ
αΛ

ν
βΛ

ρ
γΛ

σ
δγ

αγβγγγδ = − i
4!
εαβγδγ

αγβγγγδ = γ5, (5.36)

第二步用到 (1.115) 式。可见，γ5 是一个 Lorentz 标量。γ5 的平方为

(γ5)2 = −γ0γ1γ2γ3γ0γ1γ2γ3 = −γ0γ1γ2γ3γ3γ2γ1γ0 = −(−1)3 = 1. (5.37)

第二步利用偶置换将后面的 γ0γ1γ2γ3 转化为 γ3γ2γ1γ0。根据 (5.5) 式，γ5 是厄米矩阵，

(γ5)† = −i(γ3)†(γ2)†(γ1)†(γ0)† = iγ3γ2γ1γ0 = iγ0γ1γ2γ3 = γ5. (5.38)

此外，γ5 与 γµ 反对易，

{γ5, γµ} = i(γ0γ1γ2γ3γµ + γµγ0γ1γ2γ3) = i(γ0γ1γ2γ3γµ − γ0γ1γ2γ3γµ) = 0, (5.39)

即
γµγ5 = −γ5γµ. (5.40)
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γµγ5 的 Lorentz 变换为

D−1(Λ)γµγ5D(Λ) = D−1(Λ)γµD(Λ)D−1(Λ)γ5D(Λ) = Λµνγ
νγ5, (5.41)

因而它是一个 Lorentz 矢量。再引入

σµν ≡ i
2
[γµ, γν ] = 2Sµν , (5.42)

它正比于 Sµν，所以也是一个 2 阶反对称 Lorentz 张量：

D−1(Λ)σµνD(Λ) = ΛµρΛ
ν
σσ

ρσ. (5.43)

根据 (5.3) 式，当 µ ̸= ν 时，[γµ, γν ] = γµγν − γνγµ = 2γµγν，故 σµν 的 6 个独立分量为

σ01 = iγ0γ1, σ02 = iγ0γ2, σ03 = iγ0γ3, σ12 = iγ1γ2, σ13 = iγ1γ3, σ23 = iγ2γ3. (5.44)

现在，我们拥有一组矩阵

{1, γ5, γµ, γµγ5, σµν}, (5.45)

它们的独立分量个数之和为 1 + 1 + 4 + 4 + 6 = 16。上面已经讨论了这些矩阵的固有保时向
Lorentz 变换性质，下面研究它们的宇称变换性质。

用 γ0 定义幺正变换矩阵
D(P) = γ0, (5.46)

它的幺正性意味着
D−1(P) = D†(P) = (γ0)† = γ0. (5.47)

用 D(P) 对 γ0 和 γi 作相似变换，得

D−1(P)γ0D(P) = γ0γ0γ0 = +γ0, D−1(P)γiD(P) = γ0γiγ0 = −γiγ0γ0 = −γi. (5.48)

利用宇称变换 P 的定义 (1.58)，将这两个式子归纳为

D−1(P)γµD(P) = Pµνγν . (5.49)

可见，D(P) 就是旋量表示中的宇称变换矩阵，它是非固有保时向的。上式是 γµ 的宇称变换形
式，按照 1.4 节的定义，γµ 是极矢量。(5.48) 式说明 γ0 是宇称本征态，本征值为 +，即具有偶
宇称；γi 也是宇称本征态，本征值为 −，即具有奇宇称。

虽然单位矩阵 1 与 γ5 都是 Lorentz 标量，但它们的宇称变换性质不同，

D−1(P)1D(P) = +1, D−1(P)γ5D(P) = γ0γ5γ0 = −γ5γ0γ0 = −γ5. (5.50)
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根据 1.5 节的定义，1 是狭义的标量，具有偶宇称；γ5 是赝标量，具有奇宇称。此外，γµγ5 的
宇称变换是

D−1(P)γµγ5D(P) = D−1(P)γµD(P)D−1(P)γ5D(P) = −Pµνγνγ5, (5.51)

即
D−1(P)γ0γ5D(P) = −γ0γ5, D−1(P)γiγ5D(P) = +γiγ5. (5.52)

根据 1.4 节的定义，γµγ5 是轴矢量，其分量的宇称性质与 γµ 相反。最后，σµν 的宇称变换为

D−1(P)σµνD(P) = i
2
[D−1(P)γµD(P), D−1(P)γνD(P)] = i

2
PµαPνβ[γα, γβ] = PµαPνβσαβ,

(5.53)
即

D−1(P)σ0iD(P) = P0
αP iβσαβ = −σ0i, D−1(P)σijD(P) = P iαPjβσαβ = +σij. (5.54)

可见，集合 (5.45) 是由标量 1、赝标量 γ5、极矢量 γµ、轴矢量 γµγ5 和 2 阶反对称张量
σµν 组成的。综合考虑固有保时向 Lorentz 变换和宇称变换，则这些矩阵的变换性质各不相同，
因而彼此之间是线性独立的，总共有 16 个线性独立的矩阵。由于线性独立的 N ×N 矩阵至多
有 N2 个，需要 N ≥ 4 才能得到 16 个这样的矩阵。取 N = 4，就可以用这 16 个矩阵展开一个
任意的 4 × 4 矩阵（展开系数为复数），也就是说，它们构成一组完备的基底。另一方面，可以
证明，满足反对易关系 (5.1) 的 4 个 Dirac 矩阵至少是 4 阶方阵1。因此，将 Dirac 矩阵 γµ 取
为 4× 4 矩阵，而旋量表示是 Lorentz 群的一个 4 维表示。

5.2 Dirac 旋量场
在 Lorentz群的旋量表示空间中，被变换矩阵D(Λ)作用的列矢量称为 Dirac旋量 (spinor)。

由于 D(Λ) 是 4 × 4 矩阵，一个 Dirac 旋量 ψa 应当具有 4 个分量 (a = 1, 2, 3, 4)，相应的固有
保时向 Lorentz 变换为

ψ′
a = Dab(Λ)ψb. (5.55)

隐去旋量指标 a 和 b，上式化为
ψ′ = D(Λ)ψ. (5.56)

注意上式右边的乘积是矩阵与列矢量的乘积。
进一步，如果 ψa 依赖于时空坐标 xµ，它就成为 Dirac 旋量场 ψa(x)。类似于 (4.29) 式，

量子 Dirac 旋量场的 Lorentz 变换形式是

ψ′
a(x

′) = U−1(Λ)ψa(x
′)U(Λ) = Dab(Λ)ψb(x). (5.57)

1对于 2阶方阵的情况，可以尝试用 Pauli矩阵来构造 Dirac矩阵，由于 (3.58)式给出 {iσi, iσj} = −2δij = 2gij，
可取 γi = iσi，但我们找不到另一个 2 阶方阵能够同时与 iσ1、iσ2 和 iσ3 反对易以满足 (5.1) 式。
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对于固有保时向 Lorentz 变换，由 (5.13) 式得到 Dab(Λ) 的无穷小形式为

Dab(Λ) = δab −
i
2
ωµν(Sµν)ab, (5.58)

于是，(5.57) 式的无穷小形式是

ψ′
a(x

′) = ψa(x)−
i
2
ωµν(Sµν)abψb(x). (5.59)

将上式与 (1.228) 式比较，可以发现 1.7.3 小节中的生成元 Iµν 在旋量表示中对应于 Sµν。隐去
旋量指标，则 (5.57) 式化为

ψ′(x′) = U−1(Λ)ψ(x′)U(Λ) = D(Λ)ψ(x), (5.60)

也可以写成
U−1(Λ)ψ(x)U(Λ) = D(Λ)ψ(Λ−1x). (5.61)

对于无穷小 Lorentz 变换，根据 (4.21) 式，在 x 处将 ψ(Λ−1x) 展开到 ω 的一阶项，得

ψ(Λ−1x) = ψ(x)− ωµνxν∂µψ(x) = ψ(x)− ωµνxν∂µψ(x)

= ψ(x)− i
2
ωµν i(xµ∂ν − xν∂µ)ψ(x) = ψ(x)− i

2
ωµνL̂

µνψ(x), (5.62)

其中 L̂µν 是 (4.23) 式定义的微分算符。从而，(5.61) 式右边展开到 ω 一阶项的形式为

D(Λ)ψ(Λ−1x) =

(
1− i

2
ωµνSµν

)[
ψ(x)− i

2
ωµνL̂

µνψ(x)

]
= ψ(x)− i

2
ωµν [L̂

µνψ(x) + Sµνψ(x)].

(5.63)
另一方面，根据 (3.10) 式将 (5.61) 式左边展开为

U−1(Λ)ψ(x)U(Λ) =

(
I+

i
2
ωρσJ

ρσ

)
ψ(x)

(
I− i

2
ωµνJ

µν

)
= ψ(x)− i

2
ωµνψ(x)J

µν +
i
2
ωρσJ

ρσψ(x) = ψ(x)− i
2
ωµν [ψ(x), J

µν ]. (5.64)

两相比较，得到
[ψ(x), Jµν ] = L̂µνψ(x) + Sµνψ(x). (5.65)

Sµν 纯空间分量的对偶三维矢量为

S i ≡ 1

2
εijkSjk, S = (S23,S31,S12). (5.66)

可以从 Lorentz 代数关系 (5.11) 推出类似于 (3.40) 式的 SU(2) 代数关系 [S i,Sj] = iεijkSk，因
而 S i 是 SU(2) 群某个线性表示的生成元。根据 (3.36) 和 (4.26) 式，将 (5.65) 式的纯空间分量
改写为

[ψ(x), J] = L̂ψ(x) + Sψ(x). (5.67)
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表 5.1: 与 Lorentz 变换相关的线性空间。

线性空间名称 矢量表示空间 旋量表示空间
维度 4 维 4 维

空间中元素 Lorentz 矢量 Aµ Dirac 旋量 ψa

Lorentz 群生成元 (J µν)αβ ≡ i(gµαδνβ − gναδµβ) Sµν = i
4
[γµ, γν ]

固有保时向 Lorentz 变换 Λ = exp
(
− i
2
ωµνJ µν

)
D(Λ) = exp

(
− i
2
ωµνSµν

)
线性空间名称 Hilbert 空间 场空间

维度 无限维 无限维
空间中元素 态矢 |Ψ⟩ 场 ϕ(x)、Aµ(x)、ψa(x)

Lorentz 群生成元 算符 Jµν L̂µν = i(xµ∂ν − xν∂µ)

固有保时向 Lorentz 变换 U(Λ) = exp
(
− i
2
ωµνJ

µν

)
exp

(
− i
2
ωµνL̂

µν

)

上式表明，除了轨道角动量 L̂，总角动量算符 J 与旋量场算符 ψ(x) 的对易子还给出了由 S 描
述的自旋角动量。为便于区分各种记号，表 5.1 列出与 Lorentz 变换相关的四个线性空间的信
息，它们都是 Lorentz 群的表示空间。
利用 Pauli 矩阵 (3.53)，可以将 Dirac 矩阵表示成 2× 2 分块形式：

γ0 =

(
1

1

)
, γi =

(
σi

−σi

)
, (5.68)

其中 1 表示 2× 2 单位矩阵。容易验证，这样表示的 Dirac 矩阵符合 (5.5) 式，而且满足反对易
关系 (5.1)：

{γ0, γ0} = 2

(
1

1

)(
1

1

)
= 2

(
1

1

)
= 2g00, (5.69)

{γ0, γi} =

(
−σi

σi

)
+

(
σi

−σi

)
= 0 = 2g0i, (5.70)

{γi, γj} =

(
−σiσj − σjσi

−σiσj − σjσi

)
= −2δij

(
1

1

)
= 2gij. (5.71)

实际上，Dirac 矩阵有多种表示方式，(5.68) 式这种表示方式称为 Weyl 表象，也称为手征表象
(chiral representation)。
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Dirac 矩阵的所有表示方式都是等价的，彼此通过相似变换联系起来。如果 γµ 满足反对易
关系 (5.1)，那么利用幺正矩阵 U 作相似变换后，γ′µ ≡ U †γµU 也满足这个反对易关系：

{γ′µ, γ′ν} = U †{γµ, γν}U = 2gµνU †U = 2gµν . (5.72)

在 Weyl 表象中，根据 Pauli 矩阵的乘积关系 (3.55)，γ5 的具体形式为

γ5 = iγ0γ1γ2γ3 = i
(

1
1

)(
σ1

−σ1

)
γ2γ3 = i

(
−σ1

σ1

)(
σ2

−σ2

)
γ3

= i
(

−iσ3

−iσ3

)(
σ3

−σ3

)
=

(
−1

1

)
. (5.73)

用 2× 2 单位矩阵 1 和 Pauli 矩阵定义

σµ ≡ (1,σ), σ̄µ ≡ (1,−σ), (5.74)

那么，Weyl 表象中 Dirac 矩阵的表达式 (5.68) 可以简洁地归纳成

γµ =

(
σµ

σ̄µ

)
. (5.75)

生成元矩阵表达为

Sµν = i
4
[γµ, γν ] =

i
4

(
σµσ̄ν − σν σ̄µ

σ̄µσν − σ̄νσµ

)
. (5.76)

利用 (3.57) 式将 Sµν 的空间分量化为

S ij =
i
4

(
−σiσj + σjσi

−σiσj + σjσi

)

=
i
4

(
−2iεijkσk

−2iεijkσk

)
=

1

2
εijk

(
σk

σk

)
, (5.77)

从 Pauli 矩阵的厄米性可知，S ij 是厄米矩阵，

(S ij)† = S ij. (5.78)

由 (1.119) 式得自旋角动量矩阵

S i = 1

2
εijkSjk = 1

4
εijkεjkl

(
σl

σl

)
=

1

4
2δil

(
σl

σl

)
=

1

2

(
σi

σi

)
, (5.79)
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即 S i 是两个 SU(2) 群基础表示生成元 (3.52) 的直和，因此 S i 所属 SU(2) 群线性表示是两个
SU(2) 基础表示的直和。用自旋角动量矩阵 S 构造的二阶 Casimir 算符为

S2 = S iS i = 1

4

(
σiσi

σiσi

)
=

3

4

(
1

1

)
=

1

2

(
1

2
+ 1

)
= s(s+ 1). (5.80)

上式最后两步省略了 4× 4 单位矩阵。可见，Dirac 旋量场 ψ(x) 的自旋量子数是

s =
1

2
. (5.81)

量子化之后，ψ(x) 描述自旋为 1/2 的粒子。

5.3 Dirac 方程
为了写下 Dirac 旋量场 ψ(x) 的 Lorentz 不变拉氏量，我们需要结合两个旋量场来得到

Lorentz 标量。在 Weyl 表象中，Sµν 的 0i 分量为

S0i =
i
4
[γ0, γi] =

i
2
γ0γi =

i
2

(
−σi

σi

)
. (5.82)

由 Pauli 矩阵的厄米性得

(S0i)† = − i
2

(
−(σi)†

(σi)†

)
= − i

2

(
−σi

σi

)
= −S0i. (5.83)

可见，S0i 不是厄米矩阵，而是反厄米矩阵。于是，当 ω0i ̸= 0 时，

D†(Λ) =

[
exp

(
− i
2
ωµνSµν

)]†
= exp

[
i
2
ωµν(Sµν)†

]
̸= exp

(
i
2
ωµνSµν

)
= D−1(Λ), (5.84)

即 D(Λ) 不是幺正矩阵。因此，ψ†(x)ψ(x) 不是 Lorentz 标量：

ψ′†(x′)ψ′(x′) = ψ†(x)D†(Λ)D(Λ)ψ(x) ̸= ψ†(x)ψ(x). (5.85)

根据 (5.5) 式，有
(γ0)†γ0 = γ0γ0, (γi)†γ0 = −γiγ0 = γ0γi. (5.86)

将这两条式子合起来写成一条常用的公式

(γµ)†γ0 = γ0γµ. (5.87)

从而

(Sµν)†γ0 = − i
4
[γµ, γν ]†γ0 = − i

4
[(γν)†(γµ)† − (γµ)†(γν)†]γ0 = − i

4
γ0(γνγµ − γµγν) = γ0Sµν ,

(5.88)
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于是

D†(Λ)γ0 = exp
[

i
2
ωµν(Sµν)†

]
γ0 =

∞∑
n=0

1

n!

[
i
2
ωµν(Sµν)†

]n
γ0 = γ0

∞∑
n=0

1

n!

(
i
2
ωµνSµν

)n
= γ0 exp

(
i
2
ωµνSµν

)
= γ0D−1(Λ). (5.89)

根据上式，定义 ψ(x) 的 Dirac 共轭

ψ̄(x) ≡ ψ†(x)γ0, (5.90)

则相应的 Lorentz 变换为

ψ̄′(x′) = ψ′†(x′)γ0 = ψ†(x)D†(Λ)γ0 = ψ†(x)γ0D−1(Λ) = ψ̄(x)D−1(Λ). (5.91)

这样一来，ψ̄(x)ψ(x) 就是一个 Lorentz 标量：

ψ̄′(x′)ψ′(x′) = ψ̄(x)D−1(Λ)D(Λ)ψ(x) = ψ̄(x)ψ(x). (5.92)

像 ψ̄(x)ψ(x) 这样同时包含 ψ 和 ψ̄ 的量称为旋量双线性型 (spinor bilinear)，利用 ψ̄(x) 还
能构造 Lorentz 协变的其它旋量双线性型。ψ̄(x)iγ5ψ(x) 是一个 Lorentz 标量，

ψ̄′(x′)iγ5ψ′(x′) = ψ̄(x)D−1(Λ)iγ5D(Λ)ψ(x) = ψ̄(x)iγ5ψ(x). (5.93)

ψ̄(x)γµψ(x) 和 ψ̄(x)γµγ5ψ(x) 都是 Lorentz 矢量，

ψ̄′(x′)γµψ′(x′) = ψ̄(x)D−1(Λ)γµD(Λ)ψ(x) = Λµνψ̄(x)γ
νψ(x), (5.94)

ψ̄′(x′)γµγ5ψ′(x′) = ψ̄(x)D−1(Λ)γµγ5D(Λ)ψ(x) = Λµνψ̄(x)γ
νγ5ψ(x). (5.95)

ψ̄(x)σµνψ(x) 是一个 2 阶反对称 Lorentz 张量，

ψ̄′(x′)σµνψ′(x′) = ψ̄(x)D−1(Λ)σµνD(Λ)ψ(x) = ΛµρΛ
ν
σψ̄(x)σ

ρσψ(x). (5.96)

如果将 ψ(x) 看作旋量（表示）空间中的列矢量，则 ψ†(x) 和 ψ̄(x) 都是行矢量，因而这些旋
量双线性型都只是旋量空间中的 1× 1 矩阵，也就是数。由 γ0 和 γ5 的厄米性及 (5.40)、(5.87)
式可知，这些旋量双线性型都是厄米的，也就是说，都是实数：

(ψ̄ψ)† = (ψ†γ0ψ)† = ψ†γ0ψ = ψ̄ψ, (5.97)

(ψ̄iγ5ψ)† = −iψ†γ5γ0ψ = iψ†γ0γ5ψ = ψ̄iγ5ψ, (5.98)

(ψ̄γµψ)† = ψ†(γµ)†γ0ψ = ψ†γ0γµψ = ψ̄γµψ, (5.99)

(ψ̄γµγ5ψ)† = ψ†γ5(γµ)†γ0ψ = ψ†γ5γ0γµψ = −ψ†γ0γ5γµψ = ψ†γ0γµγ5ψ = ψ̄γµγ5ψ, (5.100)

(ψ̄σµνψ)† = − i
2
ψ†[(γν)†(γµ)† − (γµ)†(γν)†]γ0ψ = − i

2
ψ†γ0(γνγµ − γµγν)ψ = ψ̄σµνψ. (5.101)



5.3 Dirac 方程 – 167 –

量子化之后，这五个旋量双线性型成为厄米算符。
此外，包含时空导数的旋量双线性型 ψ̄(x)γµ∂µψ(x) 是 Lorentz 标量，

ψ̄′(x′)γµ∂′µψ
′(x′) = ψ̄(x)D−1(Λ)γµD(Λ)(Λ−1)νµ∂νψ(x) = ψ̄(x)Λµργ

ρ(Λ−1)νµ∂νψ(x)

= ψ̄(x)δνργ
ρ∂νψ(x) = ψ̄(x)γµ∂µψ(x). (5.102)

利用 ψ̄γµ∂µψ 和 ψ̄ψ 写下自由 Dirac 旋量场 ψ(x) 的 Lorentz 不变拉氏量

L = iψ̄γµ∂µψ −mψ̄ψ, (5.103)

其中 m > 0 是 Dirac 旋量场的质量。于是，
∂L

∂(∂µψ)
= iψ̄γµ, ∂L

∂ψ
= −mψ̄. (5.104)

Euler-Lagrange 方程 (1.166) 给出

0 = ∂µ
∂L

∂(∂µψ)
− ∂L
∂ψ

= i(∂µψ̄)γµ +mψ̄. (5.105)

对上式取厄米共轭，得到

0 = −i(γµ)†∂µ(ψ†γ0)† +m(ψ†γ0)† = −i(γµ)†γ0∂µψ +mγ0ψ = −γ0(iγµ∂µ −m)ψ, (5.106)

故 ψ(x) 的经典运动方程为
(iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0. (5.107)

上式就是 Dirac 方程 [3]，标明旋量指标的形式为

[i(γµ)ab∂µ −mδab]ψb(x) = 0. (5.108)

容易验证，Dirac 方程具有 Lorentz 协变性：

(iγµ∂′µ −m)ψ′(x′) = [iγµ(Λ−1)νµ∂ν −m]D(Λ)ψ(x) = D(Λ)[iD−1(Λ)γµD(Λ)(Λ−1)νµ∂ν −m]ψ(x)

= D(Λ)[iΛµργρ(Λ−1)νµ∂ν −m]ψ(x) = D(Λ)(iδνργρ∂ν −m)ψ(x)

= D(Λ)(iγν∂ν −m)ψ(x) = 0. (5.109)

对 Dirac 方程 (5.107) 左边乘以 (−iγµ∂µ −m)，利用反对易关系 (5.1)，得

0 = (−iγµ∂µ −m)(iγν∂ν −m)ψ = (γµγν∂µ∂ν +m2)ψ =

[
1

2
γµγν(∂µ∂ν + ∂ν∂µ) +m2

]
ψ

=

[
1

2
(γµγν + γνγµ)∂µ∂ν +m2

]
ψ = (gµν∂µ∂ν +m2)ψ = (∂2 +m2)ψ. (5.110)

也就是说，自由的 Dirac 旋量场 ψ(x) 满足 Klein-Gordon 方程

(∂2 +m2)ψ(x) = 0. (5.111)
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(5.76)式表明，旋量表示的生成元矩阵 Sµν 在Weyl表象中是分块对角的，因而可将旋量表
示分解为两个 2 维表示的直和。相应地，可以把具有 4 个分量的 Dirac 旋量场 ψ 分解为两个二
分量旋量场 ηL 和 ηR：

ψ =

(
ηL

ηR

)
. (5.112)

这样的二分量旋量称为 Weyl 旋量，其中，ηL 称为左手 (left-handed) Weyl 旋量，ηR 称为右手
(right-handed) Weyl 旋量。

利用 (5.75) 式将 Dirac 方程 (5.107) 化为

0 = (iγµ∂µ −m)ψ =

(
−m iσµ∂µ

iσ̄µ∂µ −m

)(
ηL

ηR

)
=

(
iσµ∂µηR −mηL

iσ̄µ∂µηL −mηR

)
, (5.113)

即 iσ̄µ∂µηL −mηR = 0,

iσµ∂µηR −mηL = 0.
(5.114)

这是两个相互耦合的方程。如果 m = 0，两个方程就各自独立了：

iσ̄µ∂µηL = 0, iσµ∂µηR = 0. (5.115)

这两个独立方程称为 Weyl 方程 [18]。可见，非零质量 m 的存在将左手和右手 Weyl 旋量场耦
合起来。自旋角动量矩阵 S i 的直和分解 (5.79) 表明，左手和右手 Weyl 旋量各自对应于一个
SU(2) 群基础表示。当 m = 0 时，量子化之后的 ηL(x) 和 ηR(x) 各自描述自旋为 1/2 的粒子。

5.4 Dirac 旋量场的平面波展开
5.4.1 平面波解的一般形式
本小节讨论与表象选取无关的平面波解一般形式。
自由 Dirac 旋量场 ψa(x) 满足 Klein-Gordon 方程 (5.111)，因而在无界空间中具有平面波

解。对于确定的动量 k，我们假设 Dirac 方程具有如下形式的平面波解：

φa(x, k) = wa(k
0, k)e−ik·x. (5.116)

系数 wa(k
0, k) 是 Dirac 旋量，带着一个旋量指标 a。隐去旋量指标，将这个平面波解代入到

Dirac 方程 (5.107) 中，得到

0 = (iγµ∂µ −m)φ(x, k) = (γµkµ −m)w(k0, k)e−ik·x = (k0γ0 − k · γ −m)w(k0, k)e−ik·x. (5.117)

因此
(k0γ0 − k · γ −m)w(k0, k) = 0. (5.118)
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对上式左乘 γ0，得
[k0 − γ0(k · γ)−mγ0]w(k0, k) = 0. (5.119)

移项，将上式化为
[γ0(k · γ) +mγ0]w(k0, k) = k0w(k0, k). (5.120)

这实际上是矩阵 γ0(k · γ) + mγ0 的本征方程，它具有非平庸解的条件是特征多项式 det[k0 −
γ0(k · γ)−mγ0] 为零，即

det[k0 − γ0(k · γ)−mγ0] = 0. (5.121)

这个方程的根给出 k0 的本征值，相应的非平庸解是本征矢量。
利用 (γ0)2 = 1，将方程 (5.121) 化为

0 = det[k01− γ0(k · γ)−mγ0] = det[γ0(k0γ0 − k · γ −m)] = det(γ0) det(kµγµ −m). (5.122)

因而方程 (5.121) 等价于
det(kµγµ −m) = 0. (5.123)

利用 (γ5)2 = 1，将上式左边化为

det(kµγµ −m) = det[(γ5)2(kµγµ −m)] = det[γ5(kµγµ −m)γ5]

= det[(γ5)2(−kµγµ −m)] = det(−kµγµ −m). (5.124)

这里第二步用到行列式性质
det(AB) = det(BA), (5.125)

第三步用到 γ5 与 γµ 反对易的性质 (5.40)。由反对易关系 (5.1) 有

(kµγ
µ)2 = kµkνγ

µγν =
1

2
kµkν(γ

µγν + γνγµ) = kµkνg
µν 1 = k2 1 = [(k0)2 − |k|2] 1. (5.126)

从而，

[det(kµγµ −m)]2 = det(kµγµ −m) det(−kνγν −m) = det[(kµγµ −m)(−kνγν −m)]

= det[−(kµγµ)2 +m2] = det{[−(k0)2 + |k|2 +m2] 1}

= [−(k0)2 + |k|2 +m2]4 = [E2
k − (k0)2]4, (5.127)

其中 Ek ≡
√
|k|2 +m2。于是，方程 (5.123) 化为

0 = det(kµγµ −m) = [E2
k − (k0)2]2 = (Ek + k0)2(Ek − k0)2. (5.128)

这个方程有 2 个根 k0 = ±Ek；这 2 个根都是 2 重根，各自对应于 2 个线性独立的本征矢量；
一共有 4 个线性独立的本征矢量。
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(1) k0 = Ek 对应于 2 个本征矢量
w(+)(Ek, k, σ), σ = 1, 2. (5.129)

因而平面波解中有 2 个正能解，形式为
w(+)(Ek, k, σ) exp[−i(Ekt− k · x)], σ = 1, 2. (5.130)

(2) k0 = −Ek 对应于 2 个本征矢量
w(−)(−Ek, k, σ), σ = 1, 2. (5.131)

因而平面波解中有 2 个负能解，形式为
w(−)(−Ek, k, σ) exp[i(Ekt+ k · x)], σ = 1, 2. (5.132)

要求这 4 个本征矢量满足正交归一关系
w(+)†(Ek, k, σ)w(+)(Ek, k, σ′) = 2Ekδσσ′ , w(−)†(−Ek, k, σ)w(−)(−Ek, k, σ′) = 2Ekδσσ′ ,

w(+)†(Ek, k, σ)w(−)(−Ek, k, σ′) = w(−)†(−Ek, k, σ)w(+)(Ek, k, σ′) = 0. (5.133)

引入 Dirac 旋量 u(k, σ) 和 v(k, σ)，定义为
u(k, σ) ≡ w(+)(Ek, k, σ), v(k, σ) ≡ w(−)(−Ek,−k, σ), σ = 1, 2. (5.134)

于是，Dirac 方程的正能解和负能解可以分别写作
φ(+)(x, k, σ) ≡ w(+)(Ek, k, σ) exp[−i(Ekt− k · x)] = u(k, σ) exp[−i(Ekt− k · x)], (5.135)

φ(−)(x, k, σ) ≡ w(−)(−Ek,−k, σ) exp[i(Ekt− k · x)] = v(k, σ) exp[i(Ekt− k · x)]. (5.136)

替换动量记号，得到
φ(+)(x, p, σ) = u(p, σ)e−ip·x, φ(−)(x, p, σ) = v(p, σ)eip·x, (5.137)

其中四维动量 pµ 满足
p0 = Ep ≡

√
|p|2 +m2 > 0, p2 = m2. (5.138)

从而，Dirac 旋量场算符 ψ(x, t) 的平面波展开式可写作

ψ(x, t) =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

2∑
σ=1

[
φ(+)(x, p, σ) cp,σ + φ(−)(x, p, σ) d†p,σ

]
=

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

2∑
σ=1

[
u(p, σ)cp,σe−ip·x + v(p, σ)d†p,σeip·x] . (5.139)

其中，cp,σ 是湮灭算符，d†p,σ 是产生算符，而且 cp,σ ̸= dp,σ。平面波旋量系数 u(p, σ) 和 v(p, σ)
的正交归一关系为

u†(p, σ)u(p, σ′) = w(+)†(Ep, p, σ)w(+)(Ep, p, σ′) = 2Epδσσ′ , (5.140)

v†(p, σ)v(p, σ′) = w(−)†(−Ep,−p, σ)w(−)(−Ep,−p, σ′) = 2Epδσσ′ , (5.141)

u†(p, σ)v(−p, σ′) = w(+)†(Ep, p, σ)w(−)(−Ep, p, σ′) = 0. (5.142)
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5.4.2 Weyl 表象中的平面波解
本小节在 Weyl 表象中讨论 Dirac 方程的平面波解。
Dirac 旋量场描述自旋为 1/2 的有质量粒子，根据 3.3.1 小节讨论，这样的粒子具有 2 种独

立的自旋极化态，对应于螺旋度的 2 种本征值 +1/2 和 −1/2。为便于表述，这里我们采用归一
化的螺旋度本征值 λ = ±1。类似于矢量场情况，λ = − 是左旋极化，λ = + 是右旋极化。因此，
无论是平面波正能解还是负能解，都能够以 2 种螺旋度本征态作为 2 个线性独立的本征矢量。
按照这个思路，把 2 个正能解表达为

φ(+)(x, p, λ) = u(p, λ)e−ip·x, λ = ±, p0 = Ep =
√
|p|2 +m2 . (5.143)

根据 Dirac 方程 (5.107)，有

0 = (iγµ∂µ −m)φ(+)(x, p, λ) = (pµγ
µ −m)u(p, λ)e−ip·x, (5.144)

即 u(p, λ) 满足运动方程
(/p−m)u(p, λ) = 0, (5.145)

其中 /p 的定义为
/p ≡ pµγ

µ. (5.146)

这种斜线记号称为 Dirac 斜线 (slash)，是 Richard Feynman 引进的。
将 Dirac 旋量 u(p, λ) 分解为两个二分量旋量 fλ(p) 和 gλ(p)，

u(p, λ) =
(
fλ(p)
gλ(p)

)
, (5.147)

那么，根据 Weyl 表象中的 Dirac 矩阵表达式 (5.75)，方程 (5.145) 化为

0 = (/p−m)u(p, λ) =
(
−m σµpµ

σ̄µpµ −m

)(
fλ(p)
gλ(p)

)
=

(
pµσ

µgλ(p)−mfλ(p)
pµσ̄

µfλ(p)−mgλ(p)

)
, (5.148)

即

(p · σ)gλ(p)−mfλ(p) = 0, (5.149)

(p · σ̄)fλ(p)−mgλ(p) = 0. (5.150)

由方程 (5.150) 得
gλ(p) =

p · σ̄
m

fλ(p), (5.151)

代入到方程 (5.149) 左边，推出

(p · σ)gλ(p)−mfλ(p) =
(p · σ)(p · σ̄)

m
fλ(p)−mfλ(p). (5.152)
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为化简 (p · σ)(p · σ̄)，将 (5.75) 式代入反对易关系 (5.1)，得

2gµν

(
1

1

)
= {γµ, γν} =

(
σµσ̄ν + σν σ̄µ

σ̄µσν + σ̄νσµ

)
, (5.153)

故
σµσ̄ν + σν σ̄µ = 2gµν , σ̄µσν + σ̄νσµ = 2gµν . (5.154)

因此，

(p · σ)(p · σ̄) = pµpνσ
µσ̄ν =

1

2
pµpν(σ

µσ̄ν + σν σ̄µ) =
1

2
pµpν2g

µν = p2 = m2, (5.155)

从而 (5.152) 式变成

(p · σ)gλ(p)−mfλ(p) =
(p · σ)(p · σ̄)

m
fλ(p)−mfλ(p) =

m2

m
fλ(p)−mfλ(p) = 0. (5.156)

可见，关系式 (5.151) 也符合方程 (5.149)。于是，任取非零 fλ(p) 都能使

u(p, λ) =

 fλ(p)
p · σ̄
m

fλ(p)

 , (5.157)

满足运动方程 (5.145)。
在旋量表示中，螺旋度矩阵是自旋角动量矩阵 S 在动量 p 方向上的投影，即 p̂ · S。对于

Weyl 表象，根据 (5.79) 式，有

p̂ · S =
1

2

(
p̂ · σ

p̂ · σ

)
. (5.158)

因而归一化螺旋度矩阵为
2 p̂ · S =

(
p̂ · σ

p̂ · σ

)
. (5.159)

上式的两个对角分块相同，因而左手和右手 Weyl 旋量对应的归一化螺旋度矩阵都是 p̂ · σ，由
Pauli 矩阵的定义 (3.53) 得

p̂ · σ =
p · σ
|p| =

1

|p|

(
p3 p1 − ip2

p1 + ip2 −p3

)
. (5.160)

引入归一化螺旋度矩阵 p̂ · σ 的本征矢量 ξλ(p)，称为螺旋态，满足本征方程

(p̂ · σ)ξλ(p) = λ ξλ(p), λ = ±. (5.161)

求解这个方程，得到归一化本征矢量

ξ+(p) =
1√

2|p|(|p|+ p3)

(
|p|+ p3

p1 + ip2

)
, ξ−(p) =

1√
2|p|(|p|+ p3)

(
−p1 + ip2

|p|+ p3

)
, (5.162)
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这是螺旋态 ξλ(p) 的具体形式。它们满足正交归一关系

ξ†λ(p)ξλ′(p) = δλλ′ (5.163)

和完备性关系 ∑
λ=±

ξλ(p)ξ†λ(p) = 1. (5.164)

此外，由 p̂ = p/|p| 得
(p · σ)ξλ(p) = λ|p|ξλ(p). (5.165)

根据 σµ 和 σ̄µ 的定义 (5.74)，有

(p · σ̄)ξλ(p) = (Ep1 + p · σ)ξλ(p) = (Ep + λ|p|)ξλ(p) = ω2
λ(p)ξλ(p), (5.166)

(p · σ)ξλ(p) = (Ep1− p · σ)ξλ(p) = (Ep − λ|p|)ξλ(p) = ω2
−λ(p)ξλ(p), (5.167)

其中函数 ωλ(p) 定义为

ωλ(p) ≡
√
Ep + λ|p| . (5.168)

它是关于 p 的偶函数，ωλ(−p) = ωλ(p)，而且满足

ωλ(p)ω−λ (p) =
√

(Ep + λ|p|)(Ep − λ|p|) =
√
E2

p − λ2|p|2 =
√
E2

p − |p|2 = m. (5.169)

容易验证，(5.162) 式表达的螺旋态 ξλ(p) 确实是 λ = ± 的本征态，

(p̂ · σ)ξ+(p) =
1

|p|
√
2|p|(|p|+ p3)

(
p3 p1 − ip2

p1 + ip2 −p3

)(
|p|+ p3

p1 + ip2

)

=
1

|p|
√
2|p|(|p|+ p3)

(
p3(|p|+ p3) + (p1 − ip2)(p1 + ip2)
(p1 + ip2)(|p|+ p3)− p3(p1 + ip2)

)

=
1

|p|
√
2|p|(|p|+ p3)

(
p3|p|+ |p|2

(p1 + ip2)|p|

)
=

1√
2|p|(|p|+ p3)

(
p3 + |p|
p1 + ip2

)
= + ξ+(p), (5.170)

(p̂ · σ)ξ−(p) =
1

|p|
√
2|p|(|p|+ p3)

(
p3 p1 − ip2

p1 + ip2 −p3

)(
−p1 + ip2

|p|+ p3

)

=
1

|p|
√
2|p|(|p|+ p3)

(
−p3(p1 − ip2) + (p1 − ip2)(|p|+ p3)

(p1 + ip2)(−p1 + ip2)− p3(|p|+ p3)

)

=
1

|p|
√
2|p|(|p|+ p3)

(
(p1 − ip2)|p|
−|p|2 − p3|p|

)
=

1√
2|p|(|p|+ p3)

(
p1 − ip2

−|p| − p3

)
= − ξ−(p). (5.171)
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而且符合正交归一关系 (5.163)，

ξ†+(p)ξ+(p) =
1

2|p|(|p|+ p3)

(
|p|+ p3 p1 − ip2

)(|p|+ p3

p1 + ip2

)

=
(|p|+ p3)2 + |p1 + ip2|2

2|p|(|p|+ p3)
=

2|p|2 + 2p3|p|
2|p|(|p|+ p3)

= 1, (5.172)

ξ†−(p)ξ−(p) =
1

2|p|(|p|+ p3)

(
−p1 − ip2 |p|+ p3

)(−p1 + ip2

|p|+ p3

)

=
|−p1 + ip2|2 + (|p|+ p3)2

2|p|(|p|+ p3)
=

2|p|2 + 2p3|p|
2|p|(|p|+ p3)

= 1, (5.173)

ξ†+(p)ξ−(p) =
1

2|p|(|p|+ p3)

(
|p|+ p3 p1 − ip2

)(−p1 + ip2

|p|+ p3

)

=
−(|p|+ p3)(p1 − ip2) + (|p|+ p3)(p1 − ip2)

2|p|(|p|+ p3)
= 0. (5.174)

也满足完备性关系 (5.164)，∑
λ=±

ξλ(p)ξ†λ(p) = ξ+(p)ξ†+(p) + ξ−(p)ξ†−(p)

=
1

2|p|(|p|+ p3)

(
(|p|+ p3)2 + |−p1 + ip2|2 (|p|+ p3)(p1 − ip2) + (|p|+ p3)(−p1 + ip2)

(|p|+ p3)(p1 + ip2) + (|p|+ p3)(−p1 − ip2) |p1 + ip2|2 + (|p|+ p3)2

)
=

1

2|p|(|p|+ p3)

(
2|p|2 + 2p3|p|

2|p|2 + 2p3|p|

)
=

(
1

1

)
= 1. (5.175)

为了让 u(p, λ) 作为螺旋度本征态，我们设 fλ(p) 正比于 ξλ(p)，

fλ(p) = Cp,λ ξλ(p). (5.176)

利用 (5.166) 式，将 (5.157) 式化为

u(p, λ) =

 fλ(p)
p · σ̄
m

fλ(p)

 = Cp,λ

 ξλ(p)
p · σ̄
m

ξλ(p)

 = Cp,λ

 ξλ(p)
ω2
λ(p)
m

ξλ(p)

 . (5.177)

为了使 u(p, λ) 满足归一关系 (5.140)，我们取

Cp,λ = ω−λ(p), (5.178)

则由 (5.169) 式得
Cp,λ

ω2
λ(p)
m

=
ω−λ(p)ω2

λ(p)
m

= ωλ(p). (5.179)

于是得到 u(p, λ) 的螺旋态表达式

u(p, λ) =
(
ω−λ(p)ξλ(p)
ωλ(p)ξλ(p)

)
. (5.180)
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这样的话，根据 (5.159) 式，u(p, λ) 是螺旋度本征态，本征值为 λ：

(2 p̂ · S)u(p, λ) =
(
ω−λ(p) (p̂ · σ)ξλ(p)
ωλ(p) (p̂ · σ)ξλ(p)

)
= λ

(
ω−λ(p)ξλ(p)
ωλ(p)ξλ(p)

)
= λu(p, λ). (5.181)

另一方面，将 2 个负能解表达为

φ(−)(x, p, λ) = v(p, λ)eip·x, λ = ±, p0 = Ep =
√
|p|2 +m2 . (5.182)

根据 Dirac 方程 (5.107)，有

0 = (iγµ∂µ −m)φ(−)(x, p, λ) = (−pµγµ −m)v(p, λ)eip·x, (5.183)

即 v(p, λ) 满足运动方程
(/p+m)v(p, λ) = 0. (5.184)

同样，将 Dirac 旋量 v(p, λ) 分解为两个二分量旋量 f̃λ(p) 和 g̃λ(p)，

v(p, λ) =
(
f̃λ(p)
g̃λ(p)

)
, (5.185)

则有

0 = (/p+m)v(p, λ) =
(

m σµpµ

σ̄µpµ m

)(
f̃λ(p)
g̃λ(p)

)
=

(
pµσ

µg̃λ(p) +mf̃λ(p)
pµσ̄

µf̃λ(p) +mg̃λ(p)

)
, (5.186)

即

(p · σ)g̃λ(p) +mf̃λ(p) = 0, (5.187)

(p · σ̄)f̃λ(p) +mg̃λ(p) = 0. (5.188)

由方程 (5.188) 得
g̃λ(p) = −

p · σ̄
m

f̃λ(p), (5.189)

代入到方程 (5.187) 左边，由 (5.155) 式推出

(p · σ)g̃λ(p) +mf̃λ(p) = −
(p · σ)(p · σ̄)

m
f̃λ(p) +mf̃λ(p) = −

m2

m
f̃λ(p) +mf̃λ(p) = 0. (5.190)

可见，关系式 (5.189) 符合方程 (5.187)。于是，任取非零 f̃λ(p) 都能使

v(p, λ) =

 f̃λ(p)

−p · σ̄
m

f̃λ(p)

 , (5.191)

满足运动方程 (5.184)。
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为了让 v(p, λ) 作为螺旋度本征态，我们设 f̃λ(p) 正比于 ξ−λ(p)，

f̃λ(p) = C̃p,λ ξ−λ(p). (5.192)

在这里我们没有选择让 f̃λ(p) 正比于 ξλ(p)，原因将在 5.5.4 小节中说明，现在姑且接受这种选
择。将 (5.166) 式中的 λ 替换成 −λ，得 (p · σ̄)ξ−λ(p) = ω2

−λ(p)ξ−λ(p)，从而

v(p, λ) =

 f̃λ(p)

−p · σ̄
m

f̃λ(p)

 = C̃p,λ

 ξ−λ(p)

−p · σ̄
m

ξ−λ(p)

 = C̃p,λ

 ξ−λ(p)

−
ω2
−λ(p)
m

ξ−λ(p)

 . (5.193)

为了使 v(p, λ) 满足归一关系 (5.141)，我们取

C̃p,λ = λωλ(p), (5.194)

由 (5.169) 式推出
−C̃p,λ

ω2
−λ(p)
m

= −λ
ωλ(p)ω2

−λ(p)
m

= −λω−λ(p), (5.195)

于是得到 v(p, λ) 的螺旋态表达式

v(p, λ) =
(

λωλ(p)ξ−λ(p)
−λω−λ(p)ξ−λ(p)

)
. (5.196)

这样一来，v(p, λ) 是螺旋度本征态，本征值为 −λ：

(2 p̂ · S)v(p, λ) =
(

λωλ(p) (p̂ · σ)ξ−λ(p)
−λω−λ(p) (p̂ · σ)ξ−λ(p)

)
= −λ

(
λωλ(p)ξ−λ(p)
−λω−λ(p)ξ−λ(p)

)
= −λ v(p, λ). (5.197)

根据 ξλ(p) 的正交归一关系 (5.163)，可以验证，u(p, λ) 和 v(p, λ) 满足 (5.140) 和 (5.141)
形式的正交归一关系：

u†(p, λ)u(p, λ′) =
(
ω−λ(p)ξ†λ(p) ωλ(p)ξ†λ(p)

)(ω−λ′(p)ξλ′(p)
ωλ′(p)ξλ′(p)

)
= [ω−λ(p)ω−λ′(p) + ωλ(p)ωλ′(p)]ξ†λ(p)ξλ′(p) = [ω−λ(p)ω−λ′(p) + ωλ(p)ωλ′(p)]δλλ′

= [ω2
−λ(p) + ω2

λ(p)]δλλ′ = (Ep − λ|p|+ Ep + λ|p|)δλλ′ = 2Epδλλ′ , (5.198)

v†(p, λ)v(p, λ′) =
(
λωλ(p)ξ†−λ(p) −λω−λ(p)ξ†−λ(p)

)( λ′ ωλ′(p)ξ−λ′(p)
−λ′ ω−λ′(p)ξ−λ′(p)

)
= λλ′[ωλ(p)ωλ′(p) + ω−λ(p)ω−λ′(p)]ξ†−λ(p)ξ−λ′(p) = λλ′[ωλ(p)ωλ′(p) + ω−λ(p)ω−λ′(p)]δλλ′

= λ2[ω2
λ(p) + ω2

−λ(p)]δλλ′ = 2Epδλλ′ , (5.199)

依照螺旋态的本征方程 (5.161)，得到

(−p̂ · σ)ξ−λ(−p) = −λ ξ−λ(−p), (5.200)
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从而
(p̂ · σ)ξ−λ(−p) = λ ξ−λ(−p). (5.201)

可见，ξ−λ(−p) 与 ξλ(p) 服从相同的本征方程，这意味着 ξ−λ(−p) ∝ ξλ(p)，故

ξ†λ(p)ξ−λ′(−p) ∝ ξ†λ(p)ξλ′(p) = δλλ′ . (5.202)

于是，(5.142) 形式的正交关系也成立：

u†(p, λ)v(−p, λ′) =
(
ω−λ(p)ξ†λ(p) ωλ(p)ξ†λ(p)

)( λ′ ωλ′(−p)ξ−λ′(−p)
−λ′ ω−λ′(−p)ξ−λ′(−p)

)
= λ′[ω−λ(p)ωλ′(−p)− ωλ(p)ω−λ′(−p)]ξ†λ(p)ξ−λ′(−p)

∝ λ′[ω−λ(p)ωλ′(p)− ωλ(p)ω−λ′(p)]δλλ′

= λ[ω−λ(p)ωλ(p)− ωλ(p)ω−λ(p)]δλλ′ = 0. (5.203)

整理一下，平面波旋量系数 u(p, λ) 和 v(p, λ) 满足正交归一关系

u†(p, λ)u(p, λ′) = v†(p, λ)v(p, λ′) = 2Epδλλ′ , u†(p, λ)v(−p, λ′) = v†(−p, λ)u(p, λ′) = 0.

(5.204)
利用

ū(p, λ) = u†(p, λ)γ0 =
(
ω−λ(p)ξ†λ(p) ωλ(p)ξ†λ(p)

)( 1
1

)
=
(
ωλ(p)ξ†λ(p) ω−λ(p)ξ†λ(p)

)
, (5.205)

v̄(p, λ) = v†(p, λ)γ0 =
(
λωλ(p)ξ†−λ(p) −λω−λ(p)ξ†−λ(p)

)( 1
1

)
=
(
−λω−λ(p)ξ†−λ(p) λωλ(p)ξ†−λ(p)

)
, (5.206)

以及 (5.169) 式，推出

ū(p, λ)u(p, λ′) =
(
ωλ(p)ξ†λ(p) ω−λ(p)ξ†λ(p)

)(ω−λ′(p)ξλ′(p)
ωλ′(p)ξλ′(p)

)
= [ωλ(p)ω−λ′ (p) + ω−λ(p)ωλ′(p)]δλλ′ = 2ωλ(p)ω−λ (p)δλλ′ = 2mδλλ′ , (5.207)

v̄(p, λ)v(p, λ′) =
(
−λω−λ(p)ξ†−λ(p) λωλ(p)ξ†−λ(p)

)( λ′ ωλ′(p)ξ−λ′(p)
−λ′ ω−λ′(p)ξ−λ′(p)

)
= −λλ′[ω−λ(p)ωλ′(p) + ωλ(p)ω−λ′(p)]δλλ′ = −2λ2ωλ(p)ω−λ(p)δλλ′

= −2mδλλ′ , (5.208)

ū(p, λ)v(p, λ′) =
(
ωλ(p)ξ†λ(p) ω−λ(p)ξ†λ(p)

)( λ′ ωλ′(p)ξ−λ′(p)
−λ′ ω−λ′(p)ξ−λ′(p)

)
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= λ′[ωλ(p)ωλ′(p)− ω−λ(p)ω−λ′(p)]ξ†λ(p)ξ−λ′(p)

= λ′[ωλ(p)ωλ′(p)− ω−λ(p)ω−λ′(p)]δλ,−λ′

= −λ[ωλ(p)ω−λ(p)− ω−λ(p)ωλ(p)]δλ,−λ′ = 0, (5.209)

v̄(p, λ)u(p, λ′) =
(
−λω−λ(p)ξ†−λ(p) λωλ(p)ξ†−λ(p)

)(ω−λ′(p)ξλ′(p)
ωλ′(p)ξλ′(p)

)
= λ[−ω−λ(p)ω−λ′(p) + ωλ(p)ωλ′(p)]ξ†−λ(p)ξλ′(p)

= λ[−ω−λ(p)ω−λ′(p) + ωλ(p)ωλ′(p)]δ−λ,λ′

= λ[−ω−λ(p)ωλ(p) + ωλ(p)ω−λ(p)]δ−λ,λ′ = 0. (5.210)

整理一下，有
ū(p, λ)u(p, λ′) = 2mδλλ′ , v̄(p, λ)v(p, λ′) = −2mδλλ′ , ū(p, λ)v(p, λ′) = v̄(p, λ)u(p, λ′) = 0.

(5.211)
这些等式是 Lorentz 不变的。
另一方面，利用 (5.166)、(5.167)、(5.169) 式和 ξλ(p) 的完备性关系 (5.164)，有∑

λ=±

u(p, λ)ū(p, λ) =
∑
λ=±

(
ω−λ(p)ξλ(p)
ωλ(p)ξλ(p)

)(
ωλ(p)ξ†λ(p) ω−λ(p)ξ†λ(p)

)
=
∑
λ=±

(
ω−λ(p)ωλ(p)ξλ(p)ξ†λ(p) ω2

−λ(p)ξλ(p)ξ
†
λ(p)

ω2
λ(p)ξλ(p)ξ

†
λ(p) ωλ(p)ω−λ(p)ξλ(p)ξ†λ(p)

)

=
∑
λ=±

(
mξλ(p)ξ†λ(p) (p · σ)ξλ(p)ξ†λ(p)

(p · σ̄)ξλ(p)ξ†λ(p) mξλ(p)ξ†λ(p)

)

=

(
m p · σ
p · σ̄ m

)
= pµγ

µ +m. (5.212)

由 (5.166) 和 (5.167) 式得 (p · σ̄)ξ−λ(p) = ω2
−λ(p)ξ−λ(p) 和 (p · σ)ξ−λ(p) = ω2

λ(p)ξ−λ(p)，故∑
λ=±

v(p, λ)v̄(p, λ) =
∑
λ=±

(
λωλ(p)ξ−λ(p)
−λω−λ(p)ξ−λ(p)

)(
−λω−λ(p) ξ†−λ(p) λωλ(p)ξ†−λ(p)

)
=
∑
λ=±

(
−λ2ωλ(p)ω−λ(p)ξ−λ(p)ξ†−λ(p) λ2ω2

λ(p)ξ−λ(p)ξ
†
−λ(p)

λ2ω2
−λ(p)ξ−λ(p)ξ

†
−λ(p) −λ2ω−λ(p)ωλ(p)ξ−λ(p)ξ†−λ(p)

)

=
∑
λ=±

(
−mξ−λ(p)ξ†−λ(p) (p · σ)ξ−λ(p)ξ†−λ(p)
(p · σ̄)ξ−λ(p)ξ†−λ(p) −mξ−λ(p)ξ†−λ(p)

)

=

(
−m p · σ
p · σ̄ −m

)
= pµγ

µ −m. (5.213)

整理一下，有如下螺旋度求和关系，或者说，自旋求和关系：∑
λ=±

u(p, λ)ū(p, λ) = /p+m,
∑
λ=±

v(p, λ)v̄(p, λ) = /p−m. (5.214)
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用 u(p, λ) 和 v(p, λ) 把 Dirac 旋量场算符 ψ(x, t) 的平面波展开式

ψ(x, t) =
∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±

[
φ(+)(x, p, λ)ap,λ + φ(−)(x, p, λ)b†p,λ

]
(5.215)

写作

ψ(x, t) =
∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±

[
u(p, λ)ap,λe−ip·x + v(p, λ)b†p,λeip·x

]
, (5.216)

其中 ap,λ 是湮灭算符，b†p,λ 是产生算符，而且 ap,λ ̸= bp,λ。于是

ψ†(x, t) =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±

[
u†(p, λ)a†p,λeip·x + v†(p, λ)bp,λe−ip·x

]
, (5.217)

ψ̄(x, t) =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±

[
ū(p, λ)a†p,λeip·x + v̄(p, λ)bp,λe−ip·x

]
. (5.218)

5.4.3 哈密顿量和产生湮灭算符
根据 (1.167) 和 (5.104) 式，ψ(x) 对应的共轭动量密度是

π =
∂L

∂(∂0ψ)
= iψ̄γ0 = iψ†, (5.219)

它的平面波展开式为

π(x, t) = iψ†(x, t) =
∫ d3p

(2π)3
i√
2Ep

∑
λ=±

[
u†(p, λ)a†p,λeip·x + v†(p, λ)bp,λe−ip·x

]
. (5.220)

自由运动的旋量场 ψ(x) 满足 Dirac 方程 (5.107)，相应地，拉氏量 (5.103) 化为

L = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ = 0. (5.221)

根据 (1.169) 式，自由 Dirac 旋量场的哈密顿量密度为

H = π∂0ψ − L = π∂0ψ = iψ†∂0ψ. (5.222)

从而，哈密顿量算符为

H =

∫
d3xH =

∫
d3xψ†i∂0ψ

=
∑
λλ′

∫ d3x d3p d3q

(2π)6
√
4EpEq

[
u†(p, λ)a†p,λeip·x + v†(p, λ)bp,λe−ip·x

]
× q0

[
u(q, λ′)aq,λ′e−iq·x − v(q, λ′)b†q,λ′eiq·x

]
=
∑
λλ′

∫ d3x d3p d3q Eq

(2π)6
√
4EpEq

[
u†(p, λ)u(q, λ′)a†p,λaq,λ′ei(p−q)·x
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− v†(p, λ)v(q, λ′)bp,λb
†
q,λ′e−i(p−q)·x − u†(p, λ)v(q, λ′)a†p,λb

†
q,λ′ei(p+q)·x

+ v†(p, λ)u(q, λ′)bp,λaq,λ′e−i(p+q)·x
]

=
∑
λλ′

∫ d3p d3q Eq

(2π)3
√
4EpEq

{
δ(3)(p− q)

[
u†(p, λ)u(q, λ′)a†p,λaq,λ′ei(Ep−Eq)t

− v†(p, λ)v(q, λ′)bp,λb
†
q,λ′e−i(Ep−Eq)t

]
+ δ(3)(p + q)

[
− u†(p, λ)v(q, λ′)a†p,λb

†
q,λ′ei(Ep+Eq)t

+ v†(p, λ)u(q, λ′)bp,λaq,λ′e−i(Ep+Eq)t
]}

=
∑
λλ′

∫ d3p

(2π)3
1

2

[
u†(p, λ)u(p, λ′)a†p,λap,λ′ − v†(p, λ)v(p, λ′)bp,λb

†
p,λ′

− u†(p, λ)v(−p, λ′)a†p,λb
†
−p,λ′e2iEpt + v†(p, λ)u(−p, λ′)bp,λa−p,λ′e−2iEpt

]
=
∑
λλ′

∫ d3p

(2π)3
1

2
(2Epδλλ′a

†
p,λap,λ′ − 2Epδλλ′bp,λb

†
p,λ′)

=
∑
λ=±

∫ d3p

(2π)3
Ep(a

†
p,λap,λ − bp,λb

†
p,λ). (5.223)

倒数第二步用到正交归一关系 (5.204)。
另一方面，利用正交归一关系 (5.204)，得到∫

d3x eip·xu†(p, λ)ψ(x, t)

=

∫ d3x d3q

(2π)3
√
2Eq

∑
λ′=±

[
u†(p, λ)u(q, λ′)aq,λ′ei(p−q)·x + u†(p, λ)v(q, λ′)b†q,λ′ei(p+q)·x

]
=

∫ d3q√
2Eq

∑
λ′=±

[
u†(p, λ)u(q, λ′)aq,λ′ei(Ep−Eq)tδ(3)(p− q)

+ u†(p, λ)v(q, λ′)b†q,λ′ei(Ep+Eq)tδ(3)(p + q)
]

=
1√
2Ep

∑
λ′=±

[
u†(p, λ)u(p, λ′)ap,λ′ + u†(p, λ)v(−p, λ′)b†−p,λ′e2iEpt

]
=

1√
2Ep

∑
λ′=±

(2Epδλλ′ap,λ′) =
√

2Ep ap,λ. (5.224)

从而将湮灭算符 ap,λ 和产生算符 a†p,λ 表示为

ap,λ =
1√
2Ep

∫
d3x eip·xu†(p, λ)ψ(x, t), a†p,λ =

1√
2Ep

∫
d3x e−ip·xψ†(x, t)u(p, λ). (5.225)

同理推出∫
d3x e−ip·xv†(p, λ)ψ(x, t)

=

∫ d3x d3q

(2π)3
√
2Eq

∑
λ′=±

[
v†(p, λ)u(q, λ′)aq,λ′e−i(p+q)·x + v†(p, λ)v(q, λ′)b†q,λ′e−i(p−q)·x

]
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=

∫ d3q√
2Eq

∑
λ′=±

[
v†(p, λ)u(q, λ′)aq,λ′e−i(Ep+Eq)tδ(3)(p + q)

+ v†(p, λ)v(q, λ′)b†q,λ′e−i(Ep−Eq)tδ(3)(p− q)
]

=
1√
2Ep

∑
λ′=±

[
v†(p, λ)u(−p, λ′)a−p,λ′e−2iEpt + v†(p, λ)v(p, λ′)b†p,λ′

]
=

1√
2Ep

∑
λ′=±

(
2Epδλλ′b

†
p,λ′

)
=
√

2Ep b
†
p,λ. (5.226)

于是将产生算符 b†p,λ 和湮灭算符 bp,λ 表示成

b†p,λ =
1√
2Ep

∫
d3x e−ip·xv†(p, λ)ψ(x, t), bp,λ =

1√
2Ep

∫
d3x eip·xψ†(x, t)v(p, λ). (5.227)

5.5 Dirac 旋量场的正则量子化
5.5.1 用等时对易关系量子化 Dirac 旋量场的困难
在标量场和矢量场的正则量子化程序中，我们先假设场算符与其共轭动量密度算符满足等

时对易关系 (2.76)，然后推导出产生湮灭算符的对易关系，再通过计算给出正定的哈密顿量算
符（对于无质量矢量场，需要用 Gupta-Bleuler 条件来得到正的哈密顿量期待值），从而说明在
量子场论中使用正则量子化方法是合理的。在本小节中，我们将尝试用类似的等时对易关系对
Dirac 旋量场进行量子化，不过，我们会发现这种方法并不能给出正定的哈密顿量算符，因而是
不可行的。

假设 Dirac 旋量场算符 ψ(x) 与其共轭动量密度算符 π(x) 满足等时对易关系

[ψa(x, t), πb(y, t)] = iδabδ(3)(x− y), [ψa(x, t), ψb(y, t)] = [πa(x, t), πb(y, t)] = 0. (5.228)

这里将旋量指标明显地写出来。根据 (5.219) 式，这些关系等价于 ψ(x) 与 ψ†(x) 的等时对易关
系

[ψa(x, t), ψ†
b(y, t)] = δabδ

(3)(x− y), [ψa(x, t), ψb(y, t)] = [ψ†
a(x, t), ψ

†
b(y, t)] = 0. (5.229)

接下来，我们计算产生湮灭算符的对易关系。由 (5.225) 式和正交归一关系 (5.204)，可得

[ap,λ, a
†
q,λ′ ] =

1√
4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x−q·y)u†a(p, λ)[ψa(x, t), ψ

†
b(y, t)]ub(q, λ′)

=
1√

4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x−q·y)u†a(p, λ)ub(q, λ′)δabδ(3)(x− y)

=
1√

4EpEq

∫
d3x ei(Ep−Eq)te−i(p−q)·x u†(p, λ)u(q, λ′)

=
1

2Ep
u†(p, λ)u(p, λ′)(2π)3δ(3)(p− q) = (2π)3δλλ′δ

(3)(p− q). (5.230)
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另外，有

[ap,λ, aq,λ′ ] =
1√

4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x+q·y)u†a(p, λ)u

†
b(q, λ′)[ψa(x, t), ψb(y, t)] = 0. (5.231)

由 (5.227) 式和正交归一关系 (5.204)，可得

[bp,λ, b
†
q,λ′ ] =

1√
4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x−q·y)v†b(q, λ′)[ψ†

a(x, t), ψb(y, t)]va(p, λ)

=
1√

4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x−q·y)v†b(q, λ′)va(p, λ)(−δba)δ(3)(x− y)

= − 1√
4EpEq

∫
d3x ei(Ep−Eq)te−i(p−q)·x v†(q, λ′)v(p, λ)

= − 1

2Ep
v†(p, λ′)v(p, λ)(2π)3δ(3)(p− q) = −(2π)3δλλ′δ(3)(p− q). (5.232)

这个结果非同寻常地多了一个负号。此外，还有

[bp,λ, bq,λ′ ] =
1√

4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x+q·y)[ψ†

a(x, t), ψ
†
b(y, t)]va(p, λ)vb(q, λ′) = 0, (5.233)

[ap,λ, b
†
q,λ′ ] =

1√
4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x−q·y)u†a(p, λ)v

†
b(q, λ′)[ψa(x, t), ψb(y, t)] = 0, (5.234)

以及

[ap,λ, bq,λ′ ] =
1√

4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x+q·y)u†a(p, λ)[ψa(x, t), ψ

†
b(y, t)]vb(q, λ′)

=
1√

4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x+q·y)u†a(p, λ)vb(q, λ′)δabδ(3)(x− y)

=
1√

4EpEq

∫
d3x ei(Ep+Eq)te−i(p+q)·x u†(p, λ)v(q, λ′)

=
e2iEpt

2Ep
u†(p, λ)v(−p, λ′)(2π)3δ(3)(p + q) = 0. (5.235)

上式最后一步用到正交归一关系 (5.204)。
整理起来，通过等时对易关系 (5.228) 得到的产生湮灭算符对易关系为

[ap,λ, a
†
q,λ′ ] = (2π)3δλλ′δ

(3)(p− q), [ap,λ, aq,λ′ ] = [a†p,λ, a
†
q,λ′ ] = 0,

[bp,λ, b
†
q,λ′ ] = −(2π)

3δλλ′δ
(3)(p− q), [bp,λ, bq,λ′ ] = [b†p,λ, b

†
q,λ′ ] = 0, (5.236)

[ap,λ, b
†
q,λ′ ] = [bp,λ, a

†
q,λ′ ] = [ap,λ, bq,λ′ ] = [a†p,λ, b

†
q,λ′ ] = 0.

利用这样的对易关系，可以把哈密顿量算符 (5.223) 化为

H =
∑
λ=±

∫ d3p

(2π)3
Ep(a

†
p,λap,λ − bp,λb

†
p,λ)
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=
∑
λ=±

∫ d3p

(2π)3
Ep(a

†
p,λap,λ − b†p,λbp,λ) + (2π)3δ(3)(0)

∫ d3p

(2π)3
2Ep. (5.237)

上式最后一行第二项是零点能。在第一项中由 (ap,λ, a
†
p,λ) 描述的粒子对总能量的贡献为正，但

由 (bp,λ, b
†
p,λ) 描述的粒子对总能量的贡献为负。从而，粒子数密度 b†p,λbp,λ 越大，场的总能量越

少，这显然是非物理的，会出现负能量困难。讨论单粒子态时也会出现非物理的结果，参见习
题 5.10。因此，用等时对易关系 (5.228) 对 Dirac 旋量场进行量子化是行不通的。

5.5.2 用等时反对易关系量子化 Dirac 旋量场
从 (5.237) 式的计算过程看出，如果在交换 bp,λ 和 b†p,λ 位置的同时能够改变圆括号中第二

项的符号，就可以得到正定的哈密顿量算符。这意味着我们需要的不是 bp,λ 与 b†p,λ 的对易关系，
而是反对易关系。为了得到合适的 bp,λ 与 b†p,λ 的反对易关系，则需要舍弃等时对易关系 (5.228)，
代之以等时反对易关系

{ψa(x, t), πb(y, t)} = iδabδ(3)(x− y), {ψa(x, t), ψb(y, t)} = {πa(x, t), πb(y, t)} = 0. (5.238)

采用反对易关系进行量子化的方法称为 Jordan-Wigner 量子化。根据 (5.219)式，这些关系等
价于 ψ(x) 与 ψ†(x) 的等时反对易关系

{ψa(x, t), ψ†
b(y, t)} = δabδ

(3)(x− y), {ψa(x, t), ψb(y, t)} = {ψ†
a(x, t), ψ

†
b(y, t)} = 0. (5.239)

接下来，我们计算产生湮灭算符的反对易关系。计算过程与上一小节类似，只是我们要将
(5.230) 至 (5.235) 式中表示对易的方括号改成表示反对易的花括号。由此得到

{ap,λ, a
†
q,λ′} =

1√
4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x−q·y)u†a(p, λ){ψa(x, t), ψ

†
b(y, t)}ub(q, λ′)

=
1√

4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x−q·y)u†a(p, λ)ub(q, λ′)δabδ(3)(x− y)

= (2π)3δλλ′δ
(3)(p− q), (5.240)

和

{ap,λ, aq,λ′} =
1√

4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x+q·y)u†a(p, λ)u

†
b(q, λ′){ψa(x, t), ψb(y, t)} = 0. (5.241)

另外，有

{bp,λ, b
†
q,λ′} =

1√
4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x−q·y)v†b(q, λ′){ψ†

a(x, t), ψb(y, t)}va(p, λ)

=
1√

4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x−q·y)v†b(q, λ′)va(p, λ)δbaδ(3)(x− y)

=
1√

4EpEq

∫
d3x ei(Ep−Eq)te−i(p−q)·x v†(q, λ′)v(p, λ)
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=
1

2Ep
v†(p, λ′)v(p, λ)(2π)3δ(3)(p− q) = (2π)3δλλ′δ

(3)(p− q). (5.242)

与 (5.232) 式不同，上式结果具有正常的符号。此外，还有

{bp,λ, bq,λ′} =
1√

4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x+q·y){ψ†

a(x, t), ψ
†
b(y, t)}va(p, λ)vb(q, λ′) = 0, (5.243)

{ap,λ, b
†
q,λ′} =

1√
4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x−q·y)u†a(p, λ)v

†
b(q, λ′){ψa(x, t), ψb(y, t)} = 0, (5.244)

以及

{ap,λ, bq,λ′} =
1√

4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x+q·y)u†a(p, λ){ψa(x, t), ψ

†
b(y, t)}vb(q, λ′)

=
1√

4EpEq

∫
d3x d3y ei(p·x+q·y)u†a(p, λ)vb(q, λ′)δabδ(3)(x− y) = 0. (5.245)

整理起来，通过等时反对易关系 (5.238) 得到的产生湮灭算符反对易关系为

{ap,λ, a
†
q,λ′} = (2π)3δλλ′δ

(3)(p− q), {ap,λ, aq,λ′} = {a†p,λ, a
†
q,λ′} = 0,

{bp,λ, b
†
q,λ′} = (2π)3δλλ′δ

(3)(p− q), {bp,λ, bq,λ′} = {b†p,λ, b
†
q,λ′} = 0,

{ap,λ, b
†
q,λ′} = {bp,λ, a

†
q,λ′} = {ap,λ, bq,λ′} = {a†p,λ, b

†
q,λ′} = 0.

(5.246)

可见，(ap,λ, a
†
p,λ) 和 (bp,λ, b

†
p,λ) 互不干扰，各自描述一种粒子。利用这样的反对易关系，把哈密

顿量算符 (5.223) 化为

H =
∑
λ=±

∫ d3p

(2π)3
Ep(a

†
p,λap,λ + b†p,λbp,λ)− (2π)3δ(3)(0)

∫ d3p

(2π)3
2Ep. (5.247)

上式最后一行第二项是零点能。第一项是所有动量模式所有螺旋度所有粒子贡献的能量之和，它
是正定的。可见，用等时反对易关系对 Dirac 旋量场进行正则量子化是合适的。

利用 (5.9) 式和反对易关系 (5.246)，可得哈密顿量 H 与产生湮灭算符的对易子为

[H, a†p,λ] =
∑
λ′

∫ d3q

(2π)3
Eq

[
a†q,λ′aq,λ′ + b†q,λ′bq,λ′ , a

†
p,λ

]
=
∑
λ′

∫ d3q

(2π)3
Eq

(
a†q,λ′{aq,λ′ , a

†
p,λ} − {a

†
q,λ′ , a

†
p,λ}aq,λ′

+ b†q,λ′{bq,λ′ , a
†
p,λ} − {b

†
q,λ′ , a

†
p,λ}bq,λ′

)
=
∑
λ′

∫ d3q

(2π)3
Eqa

†
q,λ′{aq,λ′ , a

†
p,λ} =

∑
λ′

∫
d3q Eqa

†
q,λ′δλ′λδ

(3)(q− p) = Epa
†
p,λ, (5.248)

[H, ap,λ] =
∑
λ′

∫ d3q

(2π)3
Eq

[
a†q,λ′aq,λ′ + b†q,λ′bq,λ′ , ap,λ

]
=
∑
λ′

∫ d3q

(2π)3
Eq

(
−{a†q,λ′ , ap,λ}aq,λ′

)
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= −
∑
λ′

∫
d3q Eqaq,λ′δλ′λδ

(3)(q− p) = −Epap,λ, (5.249)

[H, b†p,λ] =
∑
λ′

∫ d3q

(2π)3
Eq

[
a†q,λ′aq,λ′ + b†q,λ′bq,λ′ , b

†
p,λ

]
=
∑
λ′

∫ d3q

(2π)3
Eqb

†
q,λ′{bq,λ′ , b

†
p,λ}

=
∑
λ′

∫
d3q Eqb

†
q,λ′δλ′λδ

(3)(q− p) = Epb
†
p,λ, (5.250)

[H, bp,λ] =
∑
λ′

∫ d3q

(2π)3
Eq

[
a†q,λ′aq,λ′ + b†q,λ′bq,λ′ , bp,λ

]
=
∑
λ′

∫ d3q

(2π)3
Eq

(
−{b†q,λ′ , bp,λ}bq,λ′

)
= −

∑
λ′

∫
d3q Eqbq,λ′δλ′λδ

(3)(q− p) = −Epbp,λ. (5.251)

设 |E⟩ 是 H 的本征态，本征值为 E，则

H |E⟩ = E |E⟩ . (5.252)

从而推出

Ha†p,λ |E⟩ = (a†p,λH + Epa
†
p,λ) |E⟩ = (E + Ep)a

†
p,λ |E⟩ , (5.253)

Hap,λ |E⟩ = (ap,λH − Epap,λ) |E⟩ = (E − Ep)ap,λ |E⟩ , (5.254)

Hb†p,λ |E⟩ = (b†p,λH + Epb
†
p,λ) |E⟩ = (E + Ep)b

†
p,λ |E⟩ , (5.255)

Hbp,λ |E⟩ = (bp,λH − Epbp,λ) |E⟩ = (E − Ep)bp,λ |E⟩ . (5.256)

可见，当 a†p,λ |E⟩ 和 b†p,λ |E⟩ 不为零时，产生算符 a†p,λ 和 b†p,λ 的作用都是使能量本征值增加 Ep；
当 ap,λ |E⟩ 和 bp,λ |E⟩ 不为零时，湮灭算符 ap,λ 和 bp,λ 的作用都是使能量本征值减少 Ep。

根据 (1.217) 式，Dirac 旋量场的总动量算符为

P = −
∫

d3xπ∇ψ =

∫
d3xψ†(−i∇)ψ

=
∑
λλ′

∫ d3x d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq

[
u†(p, λ)a†p,λeip·x + v†(p, λ)bp,λe−ip·x

]
×
[
qu(q, λ′)aq,λ′e−iq·x − q v(q, λ′)b†q,λ′eiq·x

]
=
∑
λλ′

∫ d3x d3p d3q q
(2π)6

√
4EpEq

[
u†(p, λ)u(q, λ′)a†p,λaq,λ′ei(p−q)·x

− v†(p, λ)v(q, λ′)bp,λb
†
q,λ′e−i(p−q)·x − u†(p, λ)v(q, λ′)a†p,λb

†
q,λ′ei(p+q)·x

+ v†(p, λ)u(q, λ′)bp,λaq,λ′e−i(p+q)·x
]

=
∑
λλ′

∫ d3p d3q q
(2π)3

√
4EpEq

{
δ(3)(p− q)

[
u†(p, λ)u(q, λ′)a†p,λaq,λ′ei(Ep−Eq)t

− v†(p, λ)v(q, λ′)bp,λb
†
q,λ′e−i(Ep−Eq)t

]
+ δ(3)(p + q)

[
− u†(p, λ)v(q, λ′)a†p,λb

†
q,λ′ei(Ep+Eq)t
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+ v†(p, λ)u(q, λ′)bp,λaq,λ′e−i(Ep+Eq)t
]}

=
∑
λλ′

∫ d3p p
(2π)32Ep

[
u†(p, λ)u(p, λ′)a†p,λap,λ′ − v†(p, λ)v(p, λ′)bp,λb

†
p,λ′

+ u†(p, λ)v(−p, λ′)a†p,λb
†
−p,λ′e2iEpt − v†(p, λ)u(−p, λ′)bp,λa−p,λ′e−2iEpt

]
=
∑
λλ′

∫ d3p p
(2π)32Ep

(2Epδλλ′a
†
p,λap,λ′ − 2Epδλλ′bp,λb

†
p,λ′)

=
∑
λ=±

∫ d3p

(2π)3
p (a†p,λap,λ − bp,λb

†
p,λ)

=
∑
λ=±

∫ d3p

(2π)3
p (a†p,λap,λ + b†p,λbp,λ)− 2δ(3)(0)

∫
d3p p. (5.257)

倒数第三步用到正交归一关系 (5.204)，最后一步用到反对易关系 (5.246)。于是，总动量是所
有动量模式所有螺旋度所有粒子贡献的动量之和，

P =
∑
λ=±

∫ d3p

(2π)3
p (a†p,λap,λ + b†p,λbp,λ). (5.258)

5.5.3 U(1) 整体对称性
类似于复标量场，Dirac 旋量场也具有 U(1) 整体对称性。对 Dirac 旋量场 ψ(x) 作 U(1) 整

体变换
ψ′(x) = eiqθψ(x), (5.259)

则 ψ†(x) 和 ψ̄(x) 的相应变换为

[ψ†(x)]′ = [ψ′(x)]† = ψ†(x)e−iqθ, [ψ̄(x)]′ = ψ̄′(x) = [ψ′(x)]†γ0 = ψ̄(x)e−iqθ. (5.260)

在此变换下，拉氏量 (5.103) 不变，

L′(x) = ψ̄′(x)(iγµ∂µ −m)ψ′(x) = ψ̄(x)e−iqθ(iγµ∂µ −m)eiqθψ(x)

= ψ̄(x)(iγµ∂µ −m)ψ(x) = L(x). (5.261)

容易验证，5.3 节中列举的旋量双线性型都在这种 U(1) 整体变换下不变。因此，利用这些旋量
双线性型很容易构造具有 U(1) 整体对称性的拉氏量。

U(1) 整体变换的无穷小形式为

ψ′(x) = ψ(x) + iqθψ(x). (5.262)

由于 δxµ = 0，由 (1.191) 式得
δ̄ψ = δψ = iqθψ. (5.263)
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按照 (1.196) 式，相应的 Noether 守恒流为

jµ =
∂L

∂(∂µψ)
δ̄ψ = iψ̄γµ(iqθψ) = −qθψ̄γµψ. (5.264)

扔掉无穷小参数 −θ，定义 U(1) 守恒流算符

Jµ ≡ qψ̄γµψ, (5.265)

则 Noether 定理给出守恒流方程
∂µJ

µ = 0. (5.266)

相应的 U(1) 守恒荷算符为

Q =

∫
d3x J0 = q

∫
d3x ψ̄γ0ψ = q

∫
d3xψ†ψ

= q
∑
λλ′

∫ d3x d3p d3k

(2π)6
√

4EpEk

[
u†(p, λ)a†p,λeip·x + v†(p, λ)bp,λe−ip·x

]
×
[
u(k, λ′)ak,λ′e−ik·x + v(k, λ′)b†k,λ′eik·x

]
= q

∑
λλ′

∫ d3x d3p d3k

(2π)6
√

4EpEk

[
u†(p, λ)u(k, λ′)a†p,λak,λ′ei(p−k)·x

+ v†(p, λ)v(k, λ′)bp,λb
†
k,λ′e−i(p−k)·x + u†(p, λ)v(k, λ′)a†p,λb

†
k,λ′ei(p+k)·x

+ v†(p, λ)u(k, λ′)bp,λak,λ′e−i(p+k)·x
]

= q
∑
λλ′

∫ d3p d3k

(2π)3
√

4EpEk

{
δ(3)(p− k)

[
u†(p, λ)u(k, λ′)a†p,λak,λ′ei(Ep−Ek)t

+ v†(p, λ)v(k, λ′)bp,λb
†
k,λ′e−i(Ep−Ek)t

]
+ δ(3)(p + k)

[
u†(p, λ)v(k, λ′)a†p,λb

†
k,λ′ei(Ep+Ek)t

+ v†(p, λ)u(k, λ′)bp,λak,λ′e−i(Ep+Ek)t
]}

= q
∑
λλ′

∫ d3p

(2π)32Ep

[
u†(p, λ)u(p, λ′)a†p,λap,λ′ + v†(p, λ)v(p, λ′)bp,λb

†
p,λ′

+ u†(p, λ)v(−p, λ′)a†p,λb
†
−p,λ′e2iEpt + v†(p, λ)u(−p, λ′)bp,λa−p,λ′e−2iEpt

]
= q

∑
λλ′

∫ d3p

(2π)32Ep
(2Epδλλ′a

†
p,λap,λ′ + 2Epδλλ′bp,λb

†
p,λ′) = q

∑
λ=±

∫ d3p

(2π)3
(a†p,λap,λ + bp,λb

†
p,λ)

=
∑
λ=±

∫ d3p

(2π)3
(q a†p,λap,λ − q b†p,λbp,λ) + 2δ(3)(0)

∫
d3p q. (5.267)

上式第二项是零点荷。从第一项的形式可以看出，由 (ap,λ, a
†
p,λ) 描述的粒子是正粒子，携带的

U(1) 荷为 q；由 (bp,λ, b
†
p,λ) 描述的粒子是反粒子，携带的 U(1) 荷为 −q。除去零点荷，总荷是

所有动量模式所有螺旋度所有正反粒子贡献的 U(1) 荷之和。
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5.5.4 粒子态
对于自由的 Dirac 旋量场，真空态 |0⟩ 定义为被任意 ap,λ 和任意 bp,λ 湮灭的态，

ap,λ |0⟩ = bp,λ |0⟩ = 0, (5.268)

满足
⟨0|0⟩ = 1, H |0⟩ = Evac |0⟩ , Evac = −2δ(3)(0)

∫
d3pEp. (5.269)

动量为 p、螺旋度为 λ 的单个正粒子态和单个反粒子态分别定义为
∣∣p+, λ

〉
≡
√

2Ep a
†
p,λ |0⟩ ,

∣∣p−, λ
〉
≡
√

2Ep b
†
p,λ |0⟩ . (5.270)

根据产生湮灭算符的反对易关系 (5.246)，单粒子态的内积是〈
q+, λ′ | p+, λ

〉
=
√
4EqEp ⟨0| aq,λ′a

†
p,λ |0⟩ =

√
4EqEp ⟨0| [(2π)3δλλ′δ(3)(p− q)− a†p,λaq,λ′ ] |0⟩

= 2Ep(2π)
3δλλ′δ

(3)(p− q), (5.271)〈
q−, λ′ | p−, λ

〉
=
√
4EqEp ⟨0| bq,λ′b

†
p,λ |0⟩ = 2Ep(2π)

3δλλ′δ
(3)(p− q), (5.272)〈

q−, λ′ | p+, λ
〉
=
√
4EqEp ⟨0| bq,λ′a

†
p,λ |0⟩ = −

√
4EqEp ⟨0| a†p,λbq,λ′ |0⟩ = 0. (5.273)

根据 (5.253) 和 (5.255) 式，有

H
∣∣p+, λ

〉
= (Evac + Ep)

∣∣p+, λ
〉
, H

∣∣p−, λ
〉
= (Evac + Ep)

∣∣p−, λ
〉
. (5.274)

可见，|p+, λ⟩ 和 |p−, λ⟩ 都比真空态多了一份能量 Ep =
√
|p|2 +m2。

将 ψ(x) 的平面波解 (5.216) 代入 (5.67) 式左边，得

[ψ(x), J] =
∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±

{
u(p, λ)[ap,λ, J]e−ip·x + v(p, λ)[b†p,λ, J]eip·x

}
, (5.275)

代入右边，得

(L̂ + S)ψ(x) =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±

(−i x×∇+ S)
[
u(p, λ)ap,λe−ip·x + v(p, λ)b†p,λeip·x

]
=

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±

[
(x× p + S)u(p, λ)ap,λe−ip·x + (−x× p + S)v(p, λ)b†p,λeip·x

]
. (5.276)

两相比较，对于动量 p 和螺旋度 λ，有

u(p, λ)[ap,λ, J] = (x× p + S)u(p, λ)ap,λ, v(p, λ)[b†p,λ, J] = (−x× p + S)v(p, λ)b†p,λ. (5.277)

根据 (5.181) 和 (5.197) 式，u(p, λ) 和 v(p, λ) 分别是本征值为 λ 和 −λ 的螺旋度本征态，因而

u(p, λ)[ap,λ, 2 p̂ · J] = 2 p̂ · (x× p + S)u(p, λ)ap,λ = (2 p̂ · S)u(p, λ)ap,λ = λu(p, λ)ap,λ, (5.278)
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v(p, λ)[b†p,λ, 2 p̂ · J] = 2 p̂ · (−x× p+S)v(p, λ)b†p,λ = (2 p̂ ·S)v(p, λ)b†p,λ = −λ v(p, λ)b
†
p,λ. (5.279)

故
[ap,λ, 2 p̂ · J] = λ ap,λ, [b†p,λ, 2 p̂ · J] = −λ b†p,λ. (5.280)

由于 J 是厄米算符，对第一式取厄米共轭得

λ a†p,λ = [ap,λ, 2 p̂ · J]† = (2 p̂ · J)a†p,λ − a
†
p,λ(2 p̂ · J) = [2 p̂ · J, a†p,λ]. (5.281)

于是
[2 p̂ · J, a†p,λ] = λ a†p,λ, [2 p̂ · J, b†p,λ] = λ b†p,λ. (5.282)

J 是总角动量算符，真空态 |0⟩ 满足 J |0⟩ = 0，由此得到

(2 p̂ · J)a†p,λ |0⟩ = [a†p,λ(2 p̂ · J) + λ a†p,λ] |0⟩ = λ a†p,λ |0⟩ , (5.283)

(2 p̂ · J)b†p,λ |0⟩ = [b†p,λ(2 p̂ · J) + λ b†p,λ] |0⟩ = λ b†p,λ |0⟩ . (5.284)

自由的单粒子态没有轨道角动量，而 2 p̂ · J 相当于归一化的螺旋度算符。因此，上面两式说明
|p+, λ⟩ 和 |p−, λ⟩ 都是螺旋度本征态，本征值为 λ：

(2 p̂ · J)
∣∣p±, λ

〉
= λ

∣∣p±, λ
〉
. (5.285)

这正是我们所期望的。
以上讨论表明，产生算符 a†p,λ 的作用是产生一个动量为 p、螺旋度为 λ 的正粒子，另一种

产生算符 b†p,λ 的作用是产生一个动量为 p、螺旋度为 λ 的反粒子。正粒子和反粒子具有相同的
质量 m。

在 (5.192)式中，我们选择让 f̃λ(p)正比于 ξ−λ(p)，使得 v(p, λ)的螺旋度本征值为 −λ，从
而得到 b†p,λ |0⟩ 的螺旋度本征值为 λ 的结果。如果我们选择让 f̃λ(p) 正比于 ξλ(p)，依照上述推
导，b†p,λ |0⟩ 的螺旋度本征值就会变成 −λ；也就是说，(bp,λ, b

†
p,λ) 将描述螺旋度为 −λ 的反粒子。

这不符合我们的记号，因此，我们将 f̃λ(p) 取为 (5.192) 式的形式。
由反对易关系 (5.246)，有

ap,λ
∣∣q+, λ′

〉
=
√
2Eq ap,λa

†
q,λ′ |0⟩ =

√
2Eq [(2π)

3δλλ′δ
(3)(p− q)− a†q,λ′ap,λ] |0⟩

=
√
2Eq (2π)

3δλλ′δ
(3)(p− q) |0⟩ , (5.286)

bp,λ
∣∣q−, λ′

〉
=
√
2Eq bp,λb

†
q,λ′ |0⟩ =

√
2Eq [(2π)

3δλλ′δ
(3)(p− q)− b†q,λ′bp,λ] |0⟩

=
√

2Eq (2π)
3δλλ′δ

(3)(p− q) |0⟩ . (5.287)

可以看出，湮灭算符 ap,λ 的作用是减少一个动量为 p、螺旋度为 λ 的正粒子，湮灭算符 bp,λ 的
作用是减少一个动量为 p、螺旋度为 λ 的反粒子。
将包含 2 个正粒子和 2 个反粒子的态记为∣∣p+

1 , λ1; p+
2 , λ2; p−

3 , λ3; p−
4 , λ4

〉
≡
√
16Ep1Ep2Ep3Ep4 a

†
p1,λ1

a†p2,λ2
b†p3,λ3

b†p4,λ4
|0⟩ . (5.288)
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多次利用反对易关系 (5.246)，调换产生算符的位置，可得

a†p1,λ1
a†p2,λ2

b†p3,λ3
b†p4,λ4

|0⟩ = −b†p4,λ4
a†p2,λ2

b†p3,λ3
a†p1,λ1

|0⟩ , (5.289)

负号源自奇数次反对易。从而∣∣p+
1 , λ1; p+

2 , λ2; p−
3 , λ3; p−

4 , λ4
〉
= −

∣∣p−
4 , λ4; p+

2 , λ2; p−
3 , λ3; p+

1 , λ1
〉
, (5.290)

即交换第 1和第 4个粒子得到的态与原来的态相差一个负号。同理，交换其中任意两个粒子，也
会出现一个负号。

一般地，对于包含多个全同粒子的态，交换任意两个全同粒子，需要对产生算符进行奇数次
反对易，得到的态与原来的态相差一个负号，也就是说，态对全同粒子交换是反对称的。这说明
Dirac 旋量场描述的粒子是一种费米子，称为 Dirac 费米子，服从 Fermi-Dirac 统计 [19, 20]。
得到这个结论的关键在于两个产生算符反对易。对于两个相同的产生算符 a†p,λ 或 b†p,λ，反对易
关系导致

a†p,λa
†
p,λ |0⟩ = −a

†
p,λa

†
p,λ |0⟩ , b†p,λb

†
p,λ |0⟩ = −b

†
p,λb

†
p,λ |0⟩ , (5.291)

故
a†p,λa

†
p,λ |0⟩ = 0, b†p,λb

†
p,λ |0⟩ = 0. (5.292)

这说明在没有其它自由度的情况下，不存在动量和螺旋度都相同的两个正费米子或两个反费米
子组成的态，这符合 Pauli 不相容原理 [21]。
在第 2 章和第 4 章中，我们分别讨论了自旋为 0 的标量场和自旋为 1 的矢量场，合适的处

理方式是通过对易关系对它们进行量子化，因而它们都描述玻色子。另一方面，在本章中，我
们需要采用反对易关系才能对自旋为 1/2 的旋量场进行合适的量子化，因而旋量场描述的粒子
是费米子。实际上，这样的状况是普遍的，存在自旋－统计定理 [22, 23]：

整数自旋的物理场必须用对易关系进行量子化，对应的粒子是玻色子；半
奇数自旋的物理场必须用反对易关系进行量子化，对应的粒子是费米子。

可以从多个角度证明这个定理必须成立。5.5.1 和 5.5.2 小节的讨论说明哈密顿量算符的正
定性要求它成立。此外，也可以从交换全同粒子的路径依赖性、散射矩阵的 Lorentz 不变性、因
果性 (causality) 的角度加以证明2。

将两个正费米子组成的双粒子态记为∣∣p+
1 , λ1; p+

2 , λ2
〉
≡
√

4Ep1Ep2 a
†
p1,λ1

a†p2,λ2
|0⟩ , (5.293)

则双粒子态的内积关系是〈
q+
1 , λ

′
1; q+

2 , λ
′
2 | p+

1 , λ1; p+
2 , λ2

〉
2详细讨论见参考书【 3】第 12 章。
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=
√

16Ep1Ep2Eq1Eq2 ⟨0| aq2,λ′2aq1,λ′1a
†
p1,λ1

a†p2,λ2
|0⟩

=
√
16Ep1Ep2Eq1Eq2

[
(2π)3δλ1λ′1δ

(3)(p1 − q1) ⟨0| aq2,λ′2a
†
p2,λ2
|0⟩

− ⟨0| aq2,λ′2a
†
p1,λ1

aq1,λ′1a
†
p2,λ2
|0⟩
]

=
√

16Ep1Ep2Eq1Eq2

[
(2π)3δλ1λ′1δ

(3)(p1 − q1) ⟨0| aq2,λ′2a
†
p2,λ2
|0⟩

− (2π)3δλ2λ′1δ
(3)(p2 − q1) ⟨0| aq2,λ′2a

†
p1,λ1
|0⟩
]

=
√

16Ep1Ep2Eq1Eq2
[
(2π)6δλ1λ′1δλ2λ′2δ

(3)(p1 − q1)δ
(3)(p2 − q2)

− (2π)6δλ2λ′1δλ1λ′2δ
(3)(p2 − q1)δ

(3)(p1 − q2)
]

= 4Ep1Ep2(2π)
6
[
δλ1λ′1δλ2λ′2δ

(3)(p1 − q1)δ
(3)(p2 − q2)

− δλ1λ′2δλ2λ′1δ
(3)(p1 − q2)δ

(3)(p2 − q1)
]
. (5.294)

上式最后两行方括号中第二项前面有一个负号，由产生湮灭算符的反对易关系引起。这是双费
米子态内积关系与双玻色子态内积关系 (2.171) 在形式上的不同之处。

习　题
5.1 证明下列等式。

(a) γµ/p = 2pµ − /pγµ.

(b) /p/p = p2.

(c) {/p/k/q, γµ} = 2pµ/k/q − 2kµ/p/q + 2qµ/p/k.

(d) γµγµ = 4.

(e) σµνσµν = 12.

(f) εµνρσσ
µνσρσ = −24iγ5.

(g) γµγ
5 = − i

6
εµνρσγ

νγργσ.

(h) [γµ, γν ]γ
5 = iεµνρσγργσ.

(i) εµνρσσ
ρσ = −2iσµνγ5.

5.2 设自由 Dirac 旋量场 ψ(x) 的拉氏量为

L =
i
2
ψ̄γµ
←→
∂µψ −mψ̄ψ, (5.295)

证明由 Euler-Lagrange 方程 (1.166) 推出的经典运动方程也是 Dirac 方程 (5.107)。

5.3 对于平面波旋量系数 u(p, λ) 和 v(k, λ′)，证明下列等式。

(a) (ūγµv)∗ = v̄γµu.
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(b) (ūγ5v)∗ = −v̄γ5u.

(c) (ūγµγ5v)∗ = v̄γµγ5u.

(d) (ūσµνv)∗ = v̄σµνu.

(e) (ūγ5σµνv)∗ = −v̄γ5σµνu.

5.4 证明 Gordon 恒等式

ū(p, λ)γµu(k, λ′) = ū(p, λ)
(
pµ + kµ

2m
+

iσµνqν
2m

)
u(k, λ′), (5.296)

其中 qµ ≡ pµ − kµ。

5.5 在球坐标系中，动量表达为 p = |p| p̂ = |p|(sθcϕ, sθsϕ, cθ)，其中 sθ ≡ sin θ，cθ ≡ cos θ。

(a) 推出
p̂ · σ =

(
cθ e−iϕsθ

eiϕsθ −cθ

)
. (5.297)

(b) 推出螺旋态表达式

ξ+(p) =
(

cθ/2

eiϕsθ/2

)
, ξ−(p) =

(
−e−iϕsθ/2

cθ/2

)
. (5.298)

(c) 根据以上两步结果验证 (p̂ · σ)ξ+(p) = +ξ+(p) 和 (p̂ · σ)ξ−(p) = −ξ−(p)。
(d) 证明

exp(iα p̂ · σ) = cosα + i(p̂ · σ) sinα. (5.299)

5.6 在 Dirac 表象（也称为标准表象）中，γ 矩阵表达为

γ0 =

(
1
−1

)
, γi =

(
σi

−σi

)
. (5.300)

将平面波旋量系数表达为

u(p, σ) =
√
Ep +m

 ζσ
σ · p
Ep +m

ζσ

 , v(p, σ) =
√
Ep +m

 σ · p
Ep +m

η−σ

η−σ

 . (5.301)

其中 ζσ 是某个固定方向上的二分量自旋本征态，不依赖于动量 p，σ = ±1/2 是磁量子数。
记这个固定方向的单位矢量为 n，则 ζσ 满足的本征方程、正交归一关系和完备性关系为

1

2
(n · σ)ζσ = σζσ, ζ†σζσ′ = δσσ′ ,

∑
σ=±1/2

ζσζ
†
σ = 1. (5.302)

另一方面，ησ 定义为
ησ ≡ iσ2ζ∗−σ. (5.303)
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(a) 验证 (5.300) 式表达的 γµ 满足反对易关系 (5.1)，并推出

γ5 =

(
1

1

)
(5.304)

和
S0i =

i
2

(
σi

σi

)
, S ij = 1

2
εijk

(
σk

σk

)
. (5.305)

(b) 证明 Pauli 矩阵 (3.53) 满足
σiσ2 = −σ2(σi)T, (5.306)

进而证明
1

2
(n · σ)ησ = σησ, η†σησ′ = δσσ′ ,

∑
σ=±1/2

ηση
†
σ = 1. (5.307)

这说明 ησ 也是本征值为 σ 的自旋本征态，跟 ζσ 至多相差一个相位因子 τσ，即

ησ = τσζσ. (5.308)

(c) 设 n = (sθcϕ, sθsϕ, cθ)，其中 sθ ≡ sin θ，cθ ≡ cos θ。类似于 (5.298) 式，可将 ξσ 取为

ζ+1/2 =

(
cθ/2

eiϕsθ/2

)
, ζ−1/2 =

(
−e−iϕsθ/2

cθ/2

)
. (5.309)

由此推出 ησ 的具体形式，证明
τσ = 2σ. (5.310)

(d) 证明 u(p, σ) 和 v(p, σ) 满足运动方程

(/p−m)u(p, σ) = 0, (/p+m)v(p, σ) = 0, (5.311)

正交归一关系

u†(p, σ)u(p, σ′) = 2Epδσσ′ , v†(p, σ)v(p, σ′) = 2Epδσσ′ , u†(p, σ)v(−p, σ′) = 0,

(5.312)
和自旋求和关系∑

σ=±1/2

u(p, σ)ū(p, σ) = /p+m,
∑

σ=±1/2

v(p, σ)v̄(p, σ) = /p−m. (5.313)

于是，将 Dirac 旋量场的平面波展开式写成

ψ(x) =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
σ=±1/2

[u(p, σ)cp,σe−ip·x + v(p, σ)d†p,σeip·x], (5.314)
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就可以从等时反对易关系 (5.239) 推出产生湮灭算符的反对易关系

{cp,σ, c
†
q,σ′} = (2π)3δσσ′δ(3)(p− q), {cp,σ, cq,σ′} = {c†p,σ, c

†
q,σ′} = 0,

{dp,σ, d
†
q,σ′} = (2π)3δσσ′δ(3)(p− q), {dp,σ, dq,σ′} = {d†p,σ, d

†
q,σ′} = 0,

{cp,σ, d
†
q,σ′} = {dp,σ, c

†
q,σ′} = {cp,σ, dq,σ′} = {c†p,σ, d

†
q,σ′} = 0,

(5.315)

其中 (cp,σ, c
†
p,σ) 和 (dp,σ, d

†
p,σ) 分别描述自旋磁量子数为 σ 的正费米子和反费米子。

5.7 将 Weyl 表象中的 γ 矩阵 (5.68) 记为 γµW，Dirac 表象中的 γ 矩阵 (5.300) 记为 γµD，寻找
幺正矩阵 U，使得 γµD = U †γµWU。

5.8 对于自由 Dirac 旋量场 ψ(x)，根据 1.7 节关于 Noether 定理的讨论，Lorentz 对称性给出
的守恒荷算符 (1.238) 表达为

Jµν =

∫
d3x [T 0νxµ − T 0µxν − iπa(Sµν)abψb], (5.316)

其中 T 0µ = πa∂
µψa，利用等时反对易关系 (5.238) 推出 (5.65) 式。

5.9 自旋求和关系 (5.214) 等价于∑
λ=±

u(p, λ)u†(p, λ) = (/p+m)γ0,
∑
λ=±

v(p, λ)v†(p, λ) = (/p−m)γ0. (5.317)

利用上式、产生湮灭算符的反对易关系 (5.246) 以及 ψ(x, t) 和 ψ†(x, t) 的平面波展开式
(5.216) 和 (5.217)，推出等时反对易关系 (5.239)。

5.10 假如采用等时对易关系量子化 Dirac旋量场，利用得到的产生湮灭算符对易关系 (5.236)和
哈密顿量表达式 (5.237) 推出

[H, b†p,λ] = Epb
†
p,λ. (5.318)

真空态 |0⟩ 满足

ap,λ |0⟩ = bp,λ |0⟩ = 0, ⟨0|0⟩ = 1, H |0⟩ = Evac |0⟩ , Evac = 2δ(3)(0)
∫

d3pEp, (5.319)

引入单粒子态 |p−, λ⟩ ≡
√

2Ep b
†
p,λ |0⟩，推出非物理的结果〈

p−, λ | p−, λ
〉
= −2Ep(2π)

3δ(3)(0) < 0, (5.320)〈
p−, λ

∣∣H ∣∣p−, λ
〉
= −2Ep(Evac + Ep)(2π)

3δ(3)(0) < 0. (5.321)
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第 2、4、5章分别讨论了标量场、矢量场、旋量场的正则量子化。不过，这些讨论只涉及自
由量子场的拉氏量，没有考虑到量子场的相互作用。像 (2.79)、(4.47) 和 (5.103) 式这样的自由
场拉氏量包含着动能项和质量项，它们都是二次型，即每一项均包含 2个场算符。如果我们更进
一步，考虑拉氏量包含多于 2个场算符的项，则这些项将描述场的相互作用 (interaction)。在局
域场论中，拉氏量 L(x) 中的相互作用项只能包含同一个时空点处的几个场算符，例如 [ϕ(x)]3；
不能包含处于不同时空点上的场算符，例如 [ϕ(x)]2ϕ(y)。这样可以避免超距作用，保持理论的
因果性。

在进一步讨论相互作用之前，我们先分析各种场在四维时空中的量纲。在自然单位制下，时
空坐标 xµ 的量纲是能量量纲的倒数，即 [xµ] = [E]−1，故时空导数的量纲是 [∂µ] = [E]，时空体
积元的量纲则是 [d4x] = [E]−4。由于拉格朗日量 L具有能量量纲，作用量 S =

∫
dt L =

∫
d4xL

在自然单位制中没有量纲，而拉氏量 L 的量纲是

[L] = [E]4. (6.1)

于是，从拉氏量 (6.5) 的第一项可以看出，标量场的量纲是

[ϕ] = [E]. (6.2)

类似地，分析拉氏量 (4.47)，容易发现矢量场 Aµ 的量纲是

[Aµ] = [E]. (6.3)

由拉氏量 (6.8) 的第一项可以看出，旋量场的量纲是

[ψ] = [ψ̄] = [E]3/2. (6.4)

拉氏量中的相互作用项可以只包含同一个场，从而描述场的自相互作用 (self-interaction)。
例如，用实标量场 ϕ(x) 构造拉氏量

Lϕ4 =
1

2
(∂µϕ)∂µϕ−

1

2
m2ϕ2 − λ

4!
ϕ4. (6.5)

195
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前两项与 (2.79)式相同，第三项描述实标量场的自相互作用，其中，λ是一个实耦合常数 (coupling
constant)，它的大小决定耦合的强度。由 [ϕ4] = [E]4 得 [λ] = 1，即耦合常数 λ 是无量纲的。
Lϕ4 描述实标量场的 ϕ4 理论。
相互作用项也可以涉及不同的场。例如，用实标量场 ϕ(x) 和 Dirac 旋量场 ψ(x) 构造拉氏

量
LYukawa = LS + LD + LY, (6.6)

其中，
LS =

1

2
(∂µϕ)∂µϕ−

1

2
m2
ϕϕ

2 (6.7)

包含 ϕ 的动能项和质量项，
LD = iψ̄γµ∂µψ −mψψ̄ψ (6.8)

包含 ψ 的动能项和质量项，而相互作用项

LY = −κϕψ̄ψ (6.9)

描述标量场 ϕ与旋量场 ψ 之间的 Yukawa 相互作用，这里 κ是实耦合常数。由于 [ϕψ̄ψ] = [E]4，
Yukawa 耦合常数 κ 没有量纲。这类包含标量场 ϕ 与旋量场 ψ、ψ̄ 的相互作用最先由汤川秀树
(Hideki Yukawa) 于 1935 年提出 [24]，当时引入 π 介子（对应于 ϕ）来传递核子（对应于 ψ）
之间的强相互作用。LYukawa 描述 Yukawa 理论。

存在相互作用时，场的经典运动方程是非线性的。例如，由 Euler-Lagrange方程 (1.166)推
出 ϕ4 理论的运动方程为

(∂2 +m2)ϕ = − λ
3!
ϕ3. (6.10)

如果像 Yukawa 理论那样，相互作用项包含不同类型的场，则会得到多个相互耦合的运动方程。
这样的运动方程在经典场论中尚不容易求解，在量子场论中就更加困难了。所幸的是，当耦合
常数（如 λ、κ）比较小时，在微扰论 (perturbation theory) 中利用微扰级数展开可以得到比较
可靠的近似结果。本章和下一章介绍用微扰论处理量子场相互作用的思路。

如果拉氏量中的相互作用项 L1 不包含场 Φa(x) 的时空导数 ∂µΦa，则 ∂L1/∂Φ̇a = 0。上面
两个例子都属于这种情况。按照定义式 (1.167)，此时场的共轭动量密度 πa(x) = ∂L/∂Φ̇a 不会
受到 L1(Φa) 的影响，因而与没有相互作用时的量相同。将哈密顿量密度 H 分解成自由运动部
分 H0（与没有相互作用时的哈密顿量密度相同）和相互作用部分 H1，

H = H0 +H1, (6.11)

则根据定义式 (1.169) 通常会得到

H1(Φa) = −L1(Φa). (6.12)

从而，哈密顿量中描述相互作用的项是

H1 =

∫
d3xH1(Φa) = −

∫
d3xL1(Φa). (6.13)
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如果 L1 包含场的时空导数 ∂µΦa，则共轭动量密度 πa(x) = ∂L/∂Φ̇a 与没有相互作用的情
况不同，H1 的形式会复杂一些。

6.1 相互作用绘景
在 2.2节中，我们已经介绍过在哈密顿量 H 不含时的情况下 Schrödinger绘景与 Heisenberg

绘景之间的关系。由于 Heisenberg 绘景能够明确地处理场算符的时间依赖性，前面章节中自由
场的正则量子化程序都是在这个绘景中进行的。实际上，在 Schrödinger绘景中也可以等价地讨
论正则量子化。

接下来以实标量场为例进行表述。自由实标量场 ϕ(x)的哈密顿量可以用产生湮灭算符表达
成 (2.132) 式的形式：

H =

∫ d3p

(2π)3
Epa

†
pap. (6.14)

它是不含时的。这里我们省略了零点能，因为零点能是一个 c 数，只决定总能量的零点，不会
影响下面的讨论。湮灭算符 ap 和产生算符 a†p 不依赖于时间 t，它们实际上是 Schrödinger 绘景
中的算符。根据 (2.136) 式，有 [ap,−iHt] = −iEptap，则

[ap, (−iHt)(1)] = [ap,−iHt] = −iEptap,

[ap, (−iHt)(2)] = [[ap, (−iHt)(1)],−iHt] = −iEpt[ap,−iHt] = (−iEpt)
2ap,

· · ·

[ap, (−iHt)(n)] = (−iEpt)
nap. (6.15)

从而，由 (2.38) 和 (5.23) 式推出 Heisenberg 绘景中的湮灭算符为

aH
p (t) = eiHtape−iHt =

∞∑
n=0

1

n!
[ap, (−iHt)(n)] =

∞∑
n=0

1

n!
(−iEpt)

nap = e−iEptap. (6.16)

对上式取厄米共轭，得到相应的产生算符为

aH†
p (t) = eiHta†pe−iHt = eiEpta†p. (6.17)

利用这两条关系，将自由实标量场的平面波展开式 (2.103) 表示成

ϕH(x, t) =
∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

(
ape−ip·x + a†peip·x) = ∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

[
aH

p (t)eip·x + aH†
p (t)e−ip·x] .

(6.18)
在最右边的表达式中，场算符的时间依赖性只包含在 Heisenberg 绘景中的产生湮灭算符里面。
反过来，在 Schrödinger 绘景中，自由实标量场的平面波展开式为

ϕS(x) = e−iHtϕH(x, t)eiHt =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

[
e−iHtaH

p (t)eiHteip·x + e−iHtaH†
p (t)eiHte−ip·x]
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=

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

(
apeip·x + a†pe−ip·x) . (6.19)

可见，场算符在 Schrödinger绘景中确实不依赖于时间。同样，将共轭动量密度的展开式 (2.105)
变换到 Schrödinger 绘景中，则共轭动量密度也不依赖于时间：

πS(x) = e−iHtπH(x, t)eiHt =

∫ d3p

(2π)3
−ip0√
2Ep

e−iHt [aH
p (t)eip·x − aH†

p (t)e−ip·x] eiHt

=

∫ d3p

(2π)3
−ip0√
2Ep

(
apeip·x − a†pe−ip·x) . (6.20)

我们在 2.2 节中提到，正则对易关系的形式与绘景无关。这一点很容易验证，比如，实标量
场的等时对易关系 (2.87) 在 Schrödinger 绘景中化为

[ϕS(x), πS(y)] = iδ(3)(x− y), [ϕS(x), ϕS(y)] = [πS(x), πS(y)] = 0. (6.21)

如果从这些正则对易关系和展开式 (6.19)、(6.20)出发，可以推出产生湮灭算符的对易关系，结
果必定与在 Heisenberg 绘景中导出的 (2.122) 式相同。于是，可以进一步导出哈密顿量的表达
式 (6.14)。这说明在 Schrödinger 绘景中进行计算也会得到自洽结果。
存在相互作用时，在 Schrödinger 绘景中将不含时的哈密顿量 H = HS = HH 分解为两个

部分，
H = HS

0 +HS
1 . (6.22)

其中，主要部分 HS
0 是自由（没有相互作用）的哈密顿量；微扰部分 HS

1 描述相互作用，只给出较
小的影响。这里假设 HS

0 和 HS
1 都是不含时的。此时可以建立相互作用绘景 (interaction picture)，

它也称为 Dirac 绘景。建立方式是把主要部分 HS
0 的影响塞进态矢里面，将态矢定义为

|Ψ(t)⟩I = eiHS
0 t |Ψ(t)⟩S , (6.23)

力学量算符定义为
OI(t) = eiHS

0 tOSe−iHS
0 t. (6.24)

这样一来，相互作用绘景中哈密顿量的自由部分与 Schrödinger 绘景相同，

H I
0 = eiHS

0 tHS
0 e−iHS

0 t = HS
0 ; (6.25)

但总哈密顿量不同，
H I(t) = eiHS

0 tHe−iHS
0 t; (6.26)

微扰部分则满足

H I
1(t) = eiHS

0 tHS
1 e−iHS

0 t = eiHS
0 t(H −HS

0 )e−iHS
0 t = H I(t)−HS

0 = H I(t)−H I
0. (6.27)

注意 H I(t) 和 H I
1(t) 都是含时的。
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Schrödinger 绘景与 Heisenberg 绘景的变换关系 (2.36) 和 (2.38) 等价于

|Ψ(t)⟩S = e−iHt |Ψ⟩H , OS = e−iHtOH(t)eiHt. (6.28)

以 Schrödinger 绘景为中介，得到相互作用绘景与 Heisenberg 绘景之间的变换关系

|Ψ(t)⟩I = eiHS
0 te−iHt |Ψ⟩H , OI(t) = eiHS

0 te−iHtOH(t)eiHte−iHS
0 t. (6.29)

引入幺正变换算符
V (t) ≡ eiHS

0 te−iHt, (6.30)

显然有 V (0) = I，将以上变换关系简化为

|Ψ(t)⟩I = V (t) |Ψ⟩H , OI(t) = V (t)OH(t)V †(t). (6.31)

于是，相互作用绘景中等时对易关系的形式不变，如

[ϕI(x, t), πI(y, t)] = [V (t)ϕH(x, t)V †(t), V (t)πH(y, t)V †(t)] = V (t)[ϕH(x, t), πH(y, t)]V †(t)

= V (t)iδ(3)(x− y)V †(t) = iδ(3)(x− y). (6.32)

当 t = 0 时，三种绘景是一致的，

|Ψ(0)⟩I = |Ψ(0)⟩S = |Ψ⟩H , OI(0) = OS = OH(0). (6.33)

在任意 t 时刻，均有

I⟨Ψ(t)|OI(t) |Ψ(t)⟩I = S⟨Ψ(t)|OS |Ψ(t)⟩S = H⟨Ψ|OH(t) |Ψ⟩H , (6.34)

因而三种绘景描述相同的物理。如果没有相互作用，H = HS
0 ，则相互作用绘景与 Heisenberg绘

景相同。
以上讨论以 t = 0 作为绘景变换的参考时刻。如果想将参考时刻改为 t = t0，只需要作替

换 t→ t− t0。
利用 Schrödinger 绘景中的 Schrödinger 方程 (2.32)，推出

i∂0 |Ψ(t)⟩I =
(

i∂0eiHS
0 t
)
|Ψ(t)⟩S + eiHS

0 ti∂0 |Ψ(t)⟩S =
(
−HS

0 eiHS
0 t + eiHS

0 tH
)
|Ψ(t)⟩S

=
(
−HS

0 + eiHS
0 tHe−iHS

0 t
)

eiHS
0 t |Ψ(t)⟩S = [−H I

0 +H I(t)]eiHS
0 t |Ψ(t)⟩S , (6.35)

即

i ∂
∂t
|Ψ(t)⟩I = H I

1(t) |Ψ(t)⟩I . (6.36)
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这是态矢 |Ψ(t)⟩I 的演化方程。可见，在相互作用绘景中，态矢的演化只由相互作用哈密顿量
H I

1(t) 决定。另一方面，有

i∂0OI(t) = (i∂0eiHS
0 t)OSe−iHS

0 t + eiHS
0 tOS(i∂0e−iHS

0 t)

= −HS
0 eiHS

0 tOSe−iHS
0 t + eiHS

0 tOSe−iHS
0 tHS

0 = [eiHS
0 tOSe−iHS

0 t, HS
0 ], (6.37)

即

i ∂
∂t
OI(t) = [OI(t), HS

0 ]. (6.38)

这个方程表明相互作用绘景中力学量算符的演化只由自由哈密顿量 HS
0 = H I

0 决定。
综上，在相互作用绘景中，态矢的演化规律与 Schrödinger绘景中的运动方程 (2.32)类似，但

必须将那里的总哈密顿量 H 换成相互作用哈密顿量 H I
1(t)，这部分演化属于动力学 (dynamics)

演化；力学量算符的演化规律与 Heisenberg 绘景中的运动方程 (2.43) 类似，但必须将那里的总
哈密顿量 H 换成自由哈密顿量 HS

0 ，这部分演化属于运动学 (kinematics) 演化。
在 Heisenberg 绘景中，对未加微扰的系统求出各个算符间的关系之后，加入微扰有可能改

变这些关系。不过，加入微扰之后各个算符在相互作用绘景中的许多关系仍然与加入微扰之前
它们在 Heisenberg 绘景中的关系相同，可以直接套用原来的公式，这就是相互作用绘景的好处。
特别地，在相互作用绘景中，具有相互作用的场算符的平面波展开式将与没有相互作用的场算
符在 Heisenberg 绘景中的展开式相同。因此，在存在相互作用的情况下，我们仍然可以沿用第
2、4、5 章中导出的自由量子场平面波展开式，其中的产生湮灭算符满足原来的对易或反对易
关系，这一点对接下来的讨论至关重要。

6.1.1 例 1：实标量场
下面以实标量场的 ϕ4 理论为例讨论相互作用绘景。根据拉氏量 (6.5) 和 (1.167) 式，共轭

动量密度为
πH =

∂LH
ϕ4

∂(∂0ϕH)
= ∂0ϕ

H, (6.39)

与自由场形式相同。这里我们将 Heisenberg 绘景的标记 H 明确写出来。依照 (1.169) 式，哈密
顿量密度为

HH = πH∂0ϕ
H − LH

ϕ4 =
1

2
[(πH)2 + (∇ϕH)2 +m2(ϕH)2] +

λ

4!
(ϕH)4, (6.40)

最后一项是相互作用项。将哈密顿量分解为

HH =

∫
d3xHH = HH

0 +HH
1 , (6.41)

其中，
HH

0 =
1

2

∫
d3x [(πH)2 + (∇ϕH)2 +m2(ϕH)2] (6.42)
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与自由哈密顿量 (2.130) 第一行的形式相同，而

HH
1 =

λ

4!

∫
d3x (ϕH)4 (6.43)

描述相互作用。
假设 t = 0 时，实标量场 ϕ(x) 的平面波展开式与自由场展开式 (6.19) 和 (6.20) 一样，

ϕI(x, 0) = ϕH(x, 0) = ϕS(x) =
∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

(
apeip·x + a†pe−ip·x) , (6.44)

πI(x, 0) = πH(x, 0) = πS(x) =
∫ d3p

(2π)3
−ip0√
2Ep

(
apeip·x − a†pe−ip·x) , (6.45)

其中，产生湮灭算符 a†p 和 ap 满足对易关系 (2.122)。这是一个初始条件。在 t = 0 时刻，由绘
景变换关系 (2.38) 得到 HH

0 (0) = HS
0 。将以上 ϕH(x, 0) 和 πH(x, 0) 的平面波展开式代入 (6.42)

式，仿照 2.3.3 小节的推导过程，略去零点能，得到

HS
0 = HH

0 (0) =

∫ d3p

(2π)3
Epa

†
pap, (6.46)

即哈密顿量的自由部分 HS
0 与 (6.14) 式的形式相同。类似于 (6.15) 式，我们有

[ap, (−iHS
0 t)

(n)] = (−iEpt)
nap. (6.47)

从而由 (5.23) 式得到

aI
p(t) = eiHS

0 tape−iHS
0 t = e−iEptap, aI†

p (t) = eiHS
0 ta†pe−iHS

0 t = eiEpta†p. (6.48)

于是，相互作用绘景中任意 t 时刻的场算符展开式为

ϕI(x, t) = eiHS
0 tϕS(x)e−iHS

0 t =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

[
aI

p(t)eip·x + aI†
p (t)e−ip·x]

=

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

(
ape−iEpteip·x + a†peiEpte−ip·x)

=

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

(
ape−ip·x + a†peip·x) , (6.49)

共轭动量密度的展开式为

πI(x, t) = eiHS
0 tπS(x)e−iHS

0 t =

∫ d3p

(2π)3
−ip0√
2Ep

(
ape−ip·x − a†peip·x) . (6.50)

正如所期望的，这两个式子与自由实标量场在 Heisenberg绘景中的展开式 (2.103)和 (2.105)一
致。

因此，根据产生湮灭算符的对易关系 (2.122)，可以证明 ϕI(x) 和 πI(x) 满足与 (2.87) 形式
相同的等时对易关系1

[ϕI(x, t), πI(y, t)] = iδ(3)(x− y), [ϕI(x, t), ϕI(y, t)] = [πI(x, t), πI(y, t)] = 0. (6.51)
1参考习题 2.2。
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此外，能够验证场算符展开式符合运动学演化方程 (6.38)：类似于 (2.135) 和 (2.136) 式，推出

[ap, H
S
0 ] = Epap, [a†p, H

S
0 ] = −Epa

†
p, (6.52)

从而

i ∂
∂t
ϕI(x, t) =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

(
Epape−ip·x − Epa

†
peip·x)

=

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

(
[ap, H

S
0 ]e−ip·x + [a†p, H

S
0 ]eip·x) = [ϕI(x, t), HS

0 ]. (6.53)

6.1.2 例 2：有质量矢量场
不难将上述讨论推广到复标量场、无质量矢量场和 Dirac 旋量场。但是，推广到有质量矢

量场 Aµ(x) 却会得到不同寻常的结果，原因在于 A0(x) 不是一个独立的场变量，不具备相应的
共轭动量密度和正则对易关系，因而在绘景变换中具有特殊的性质。

假设参与相互作用的有质量实矢量场 Aµ(x) 具有拉氏量

LH = LH
0 + LH

1 , (6.54)

其中自由项为
LH

0 = −1

4
FH
µνF

H,µν +
1

2
m2AH

µA
H,µ, (6.55)

相互作用项为
LH

1 = −gJH
µ A

H,µ. (6.56)

此处，g 是一个无量纲耦合常数，JH
µ (x) 是由其它场组成的流，如 ψ̄H(x)γµψ

H(x)。根据 (1.166)
式及

∂LH

∂(∂µAH
ν )

= −FH,µν ,
∂LH

∂AH
ν

= m2AH,ν − gJH,ν , (6.57)

Euler-Lagrange 方程给出
∂µF

H,µν +m2AH,ν = gJH,ν . (6.58)

由于 JH
µ (x) 不包含 AH,µ 的时间导数，共轭动量密度与自由场形式相同：

πH
i =

∂L
∂(∂0AH,i)

= −FH
0i , πH,i = FH,i0 = −∂0AH,i + ∂iAH,0. (6.59)

写成空间矢量的形式，得

πH = −ȦH −∇AH,0, ȦH = −πH −∇AH,0. (6.60)

当 ν = 0 时，运动方程变成
∂iF

H,i0 +m2AH,0 = gJH,0, (6.61)
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故
AH,0 = − 1

m2
(∂iF

H,i0 − gJH,0) = − 1

m2
(∇ · πH − gJH,0). (6.62)

与自由情况 (4.63) 不同，此处 AH,0 还依赖于 JH,0。
根据 (4.135) 式和 (4.131) 式第一步结果，哈密顿量密度是

HH = πH
i ∂0A

H,i − LH = −πH · ȦH − LH

= −πH · ȦH − 1

2
(πH)2 +

1

2
(∇×AH)2 − 1

2
m2[(AH,0)2 − (AH)2] + gJH,0AH,0 − g JH ·AH. (6.63)

我们需要知道它比自由哈密顿量密度 (4.136) 多了什么。利用 (6.60) 和 (6.62) 式，将 (6.63) 式
第一项化为

−πH · ȦH = πH · (πH +∇AH,0) = (πH)2 +∇ · (AH,0πH)− AH,0∇ · πH

= (πH)2 +∇ · (AH,0πH) +
1

m2
(∇ · πH)2 − g

m2
JH,0∇ · πH. (6.64)

最后一行第二项是全散度，不会影响哈密顿量。(6.63) 式第四项中包括

−1

2
m2(AH,0)2 = −m

2

2

1

m4
(∇ · πH − gJH,0)2

= − 1

2m2
(∇ · πH)2 − g2

2m2
(JH,0)2 +

g

m2
JH,0∇ · πH, (6.65)

而第五项为

gJH,0AH,0 = − g

m2
JH,0(∇ · πH − gJH,0) = − g

m2
JH,0∇ · πH +

g2

m2
(JH,0)2. (6.66)

这里包含 Jµ 的项都是自由场不具备的，应该归为相互作用项。于是，我们将哈密顿量分解为

HH =

∫
d3xHH = HH

0 +HH
1 , (6.67)

其中，
HH

0 =
1

2

∫
d3x

[
(πH)2 +

1

m2
(∇ · πH)2 + (∇×AH)2 +m2(AH)2

]
(6.68)

与自由哈密顿量 (4.137) 形式相同，而

HH
1 =

∫
d3x

[
−g JH ·AH − g

m2
JH,0∇ · πH +

g2

2m2
(JH,0)2

]
(6.69)

描述相互作用。
根据等时对易关系 (4.59)，有

[AH,i(x), (πH(y))2] = [AH,i(x), πH
j (y)]π

H
j (y) + πH

j (y)[A
H,i(x), πH

j (y)]

= 2iδijδ(3)(x− y)πH
j (y) = −2iδ(3)(x− y)πH,i(y), (6.70)

写成空间矢量的形式是

[AH(x), (πH(y))2] = −2iδ(3)(x− y)πH(y). (6.71)
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另一方面，用 ∇y 表示对空间矢量 y 的梯度算符，得到

[AH,i(x),∇y · πH(y)] = − ∂

∂yj
[AH,i(x), πH

j (y)] = −iδij
∂

∂yj
δ(3)(x− y) = −i ∂

∂yi
δ(3)(x− y), (6.72)

即
[AH(x),∇y · πH(y)] = −i∇yδ

(3)(x− y), (6.73)

从而导出

[AH(x), HH
0 ] =

1

2

∫
d3y

{
[AH(x), (πH(y))2] +

1

m2
[AH(x), (∇y · πH(y))2]

}
=

∫
d3y

{
−iδ(3)(x− y)πH(y)− i

m2
[∇y · πH(y)]∇yδ

(3)(x− y)
}

= −iπH(x) +
i
m2

∫
d3y δ(3)(x− y)∇y[∇y · πH(y)]

= −iπH(x) +
i
m2
∇x[∇x · πH(x)]. (6.74)

第三步用了分部积分。
接下来转换到相互作用绘景，

AI = V (t)AH V †(t), πI = V (t)πH V †(t), (6.75)

则

HS
0 = H I

0 = V (t)HH
0 V

†(t) =
1

2

∫
d3x

[
(πI)2 +

1

m2
(∇ · πI)2 + (∇×AI)2 +m2(AI)2

]
. (6.76)

将算符演化方程 (6.38) 应用到 AI 上，利用 (6.74) 式，推出

iȦI = [AI, H I
0] = V (t) [AH, HH

0 ]V
†(t)

= V (t)

[
−iπH +

i
m2
∇(∇ · πH)

]
V †(t) = −iπI +

i
m2
∇(∇ · πI), (6.77)

即
πI = −ȦI +

1

m2
∇(∇ · πI). (6.78)

与 (4.61) 式和 (4.63) 式比较，可以看出，这个等式与自由场情况具有相同形式。
现在，假设 t = 0 时 Aµ(x) 和 πi(x) 的平面波展开式与 t = 0 时的自由场展开式 (4.110) 和

(4.126) 相同，

AI,µ(x, 0) = AH,µ(x, 0) = AS,µ(x)

=

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±,0

[
εµ(p, λ)ap,λeip·x + εµ∗(p, λ)a†p,λe−ip·x

]
, (6.79)

πI
i(x, 0) = πH

i (x, 0) = πS
i (x)
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=

∫ d3p

(2π)3
ip0√
2Ep

∑
λ=±,0

[
ε̃i(p, λ)ap,λeip·x − ε̃∗i (p, λ)a

†
p,λe−ip·x

]
, (6.80)

其中，产生湮灭算符 a†p,λ 和 ap,λ 满足对易关系 (4.128)。在 t = 0 时刻，将以上 AH,µ(x, 0) 和
πH
i (x, 0) 的平面波展开式代入 (6.68) 式，仿照 4.3.3 小节的推导过程，略去零点能，得到

HS
0 = HH

0 (0) =
∑
λ=±,0

∫ d3p

(2π)3
Epa

†
p,λap,λ, (6.81)

即哈密顿量的自由部分 HS
0 具有 (4.138) 式的形式。从而

[HS
0 , a

†
p,λ] =

∑
λ′

∫ d3q

(2π)3
Eq[a

†
q,λ′aq,λ′ , a

†
p,λ] =

∑
λ′

∫
d3q Eqa

†
q,λ′δλ′λδ

(3)(q− p) = Epa
†
p,λ, (6.82)

[HS
0 , ap,λ] =

∑
λ′

∫ d3q

(2π)3
Eq[a

†
q,λ′aq,λ′ , ap,λ] = −

∑
λ′

∫
d3q Eqaq,λ′δλ′λδ

(3)(q− p) = −Epap,λ.

(6.83)

于是，我们能够得到与 (6.15) 形式相同的式子

[ap,λ, (−iHS
0 t)

(n)] = (−iEpt)
nap,λ, (6.84)

再根据 (5.23) 式导出

aI
p,λ(t) = eiHS

0 tap,λe−iHS
0 t = e−iEptap,λ, aI†

p,λ(t) = eiHS
0 ta†p,λe−iHS

0 t = eiEpta†p,λ. (6.85)

更进一步，推出

AI,µ(x, t) = eiHS
0 tAS,µ(x)e−iHS

0 t =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±,0

[
εµ(p, λ)ap,λe−ip·x + εµ∗(p, λ)a†p,λeip·x

]
,

(6.86)

πI
i(x, t) = eiHS

0 tπS
i (x)e−iHS

0 t =

∫ d3p

(2π)3
ip0√
2Ep

∑
λ=±,0

[
ε̃i(p, λ)ap,λe−ip·x − ε̃∗i (p, λ)a

†
p,λeip·x

]
. (6.87)

也就是说，对于任意 t 时刻，AI,µ(x) 和 πI
i(x) 的展开式与 Heisenberg 绘景中的自由场展开式

(4.110) 和 (4.126) 一致。这是我们期望的结果。
因此，πI

i(x) 和 AI,µ(x) 的关系也与自由场的 (4.58) 式一样，

πI
i = −∂0AI

i + ∂iA
I
0, (6.88)

即
πI = −ȦI −∇AI,0. (6.89)

与 (6.78) 式比较，得到
AI,0 = − 1

m2
∇ · πI. (6.90)
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这个式子与自由场的关系式 (4.63) 一致，但不同于 Heisenberg 绘景中的关系式 (6.62)。实际上，
由于 AH,0 不是独立的场分量，我们在 Heisenberg 绘景中可以利用 Euler-Lagrange 方程导出关
系式 (6.62) 来确定它，但我们无法保证这个关系式在相互作用绘景中成立，因而不能直接通过
相似变换定义 AH,0 在相互作用绘景中对应的量。
根据 (6.90) 式，相互作用哈密顿量 (6.69) 在相互作用绘景中将变成

H I
1 = V (t)HH

1 V
†(t) =

∫
d3x

[
−g JI ·AI − g

m2
J I,0∇ · πI +

g2

2m2
(J I,0)2

]
=

∫
d3x

[
−g JI ·AI + gJ I,0AI,0 +

g2

2m2
(J I,0)2

]
=

∫
d3x

[
gJ I

µA
I,µ +

g2

2m2
(J I,0)2

]
=

∫
d3x

[
−LI

1 +
g2

2m2
(J I,0)2

]
. (6.91)

最后一行方括号中第一项 −LI
1 = gJ I

µA
I,µ 是我们期望得到的，具有 Lorentz 不变性。但第二项

异乎寻常，不具有 Lorentz 不变性，我们将这个非协变项记为

HI
J0 =

g2

2m2
(J I,0)2. (6.92)

在这里，HI
J0 看起来会破坏理论的 Lorentz 协变性，不过，在后续微扰论分析中，我们将看到它

的贡献恰好抵消了有质量矢量场传播子中的非协变项（见 6.4.3 小节和 7.4 节）。最终，理论仍
然是 Lorentz 协变的。

6.2 时间演化算符和 S 矩阵
如前所述，在相互作用绘景中，态矢 |Ψ(t)⟩I 承载着动力学演化，它的演化方程 (6.36) 是微

扰论处理量子场相互作用的一个出发点。引入时间演化算符 (time-evolution operator) U(t, t0)，
用于联系 t0 和 t 两个时刻的态矢，

|Ψ(t)⟩I = U(t, t0) |Ψ(t0)⟩I . (6.93)

由 (6.31) 式有
|Ψ(t)⟩I = V (t) |Ψ⟩H = V (t)V †(t0) |Ψ(t0)⟩I . (6.94)

因而可以将时间演化算符表示为
U(t, t0) = V (t)V †(t0). (6.95)

容易看出，时间演化算符满足
U(t0, t0) = I. (6.96)

两个相继的时间演化算符的乘法规则为

U(t2, t1)U(t1, t0) = V (t2)V
†(t1)V (t1)V

†(t0) = V (t2)V
†(t0) = U(t2, t0). (6.97)
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上式取 t2 = t0 和和 t1 = t，即得

U(t0, t)U(t, t0) = U(t0, t0) = I, (6.98)

故时间演化算符 U(t, t0) 的逆算符为

U−1(t, t0) = U(t0, t). (6.99)

再由 V (t) 的幺正性推出

U †(t, t0) = V (t0)V
†(t) = U(t0, t) = U−1(t, t0), (6.100)

这表明时间演化算符是幺正算符。由于 V (0) = I，取 t0 = 0，有

U(t, 0) = V (t), U−1(t, 0) = V †(t), (6.101)

因而 U(t, 0) 就是联系 Heisenberg 绘景和相互作用绘景的幺正变换算符，(6.31) 式化为

|Ψ(t)⟩I = U(t, 0) |Ψ⟩H , OI(t) = U(t, 0)OH(t)U−1(t, 0). (6.102)

从态矢的演化方程 (6.36) 推出

i ∂
∂t
U(t, t0) |Ψ(t0)⟩I = i ∂

∂t
|Ψ(t)⟩I = H I

1(t) |Ψ(t)⟩I = H I
1(t)U(t, t0) |Ψ(t0)⟩I , (6.103)

即

i ∂
∂t
U(t, t0) = H I

1(t)U(t, t0). (6.104)

这是时间演化算符需要满足的微分方程。设 t ≥ t0，结合初始条件 (6.96)，将方程的解表达为

U(t, t0) = I+ (−i)
∫ t

t0

dt1H I
1(t1)U(t1, t0). (6.105)

上式左右两边均包含时间演化算符，重复迭代，得到级数

U(t, t0) = I+ (−i)
∫ t

t0

dt1H I
1(t1) + (−i)2

∫ t

t0

dt1
∫ t1

t0

dt2H I
1(t1)H

I
1(t2)

+ · · ·+
[
(−i)n

∫ t

t0

dt1 · · ·
∫ tn−1

t0

dtnH I
1(t1) · · ·H I

1(tn)

]
+ · · · (6.106)

这个级数用起来不够方便，需要进一步化简。
从现在开始，我们将省略表示相互作用绘景的上标 I，因为本章余下内容和下一章均在相

互作用绘景中讨论。
在级数 (6.106)中，作为积分上限的时刻是降序排列的，即 t ≥ t1 ≥ t2 ≥ · · · ≥ tn ≥ · · · ≥ t0。

由于积分上限与积分变量相互依赖，这样的多重积分很难处理。为了将级数中每个积分的上限
都扩展到 t 时刻，引入时序乘积 (time-ordered product) 的概念。时序乘积使若干个含时算符的
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乘积强行按照它们相应的时刻从左到右降序排列。以 n 个 H1(t) 算符为例，用 T 表示这种时间
排序，有

T[H1(t1)H1(t2) · · ·H1(tn)] = H1(ti1)H1(ti2) · · ·H1(tin), ti1 ≥ ti2 ≥ · · · ≥ tin . (6.107)

这里 ti1 , ti2 , · · · , tin 是由 t1, t2, · · · , tn 按照数值降序排列得到的。又如，两个标量场算符 ϕ(x)和
ϕ(y) 的时序乘积可以用阶跃函数 (2.158) 表示为

T[ϕ(x)ϕ(y)] = ϕ(x)ϕ(y)θ(x0 − y0) + ϕ(y)ϕ(x)θ(y0 − x0) =

ϕ(x)ϕ(y), x0 ≥ y0,

ϕ(y)ϕ(x), x0 < y0.
(6.108)

如果一个算符包含费米子产生湮灭算符的奇数次幂，可称它为费米子算符。旋量场算符 ψ(x)

和它的 Dirac 共轭 ψ̄(x) 都是费米子算符。如果时间排序交换了两个相邻的费米子算符，则应该
额外添加一个负号，否则会破坏 Lorentz 对称性。比如，两个旋量场算符 ψa(x) 和 ψ̄b(y) 的时序
乘积是

T[ψa(x)ψ̄b(y)] = ψa(x)ψ̄b(y)θ(x
0 − y0)− ψ̄b(y)ψa(x)θ(y0 − x0) =

 ψa(x)ψ̄b(y), x0 ≥ y0,

−ψ̄b(y)ψa(x), x0 < y0.

(6.109)
相关论证如下。

在狭义相对论中，Lorentz 不变量

(x− y)2 = (x0 − y0)2 − |x− y|2 (6.110)

描述两个时空点 xµ 与 yµ 之间的时空间隔 (spacetime interval)。若 (x− y)2 = 0，则称 (x− y)2

是类光间隔，对应于图 6.1 中用粗实线表示的光锥 (light cone)，光锥是四维时空中的三维超曲
面，其中 x0 − y0 > 0 部分称为未来光锥，x0 − y0 < 0 部分称为过去光锥。(x− y)2 > 0 称为类
时间隔，对应于光锥内部的浅色区域。(x− y)2 < 0称为类空间隔，对应于光锥外面的空白区域。
光锥由经过原点的光子在过去和未来能够到达的所有时空点所组成，光锥内部的时空点可以通
过质点运动来到达，而光锥外部则是不可能到达的。

图 6.1 中的长虚线和短虚线分别是处于未来光锥内部和过去光锥内部的两条 (x − y)2 的类
时等值线，而点线是一条 (x − y)2 的类空等值线，它们各自对应着四维时空中的一个三维超曲
面。每个超曲面上所有的点都具有相同的 (x − y)2，其中任意两点可以通过连续的固有保时向
Lorentz 变换联系起来。类似地，连续的固有保时向 Lorentz 变换也联系着未来光锥上的任意两
点，但不能将未来光锥上的一个点变换到原点，也不能变换到过去光锥上。反过来，过去光锥
上的点也不能通过参考系变换转换成未来光锥上的点。值得注意的是，x0 与 y0 之间的大小关
系在上述类时超曲面、未来光锥或过去光锥上是确定的，但在上述类空超曲面上是不确定的。
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图 6.1: 时空间隔 (x− y)2 的分类。长虚线、短虚线和点线是 (x− y)2 的三条等值线。

于是，如果 xµ 与 yµ 之间具有类时或类光间隔，那么在任意惯性参考系中，x0 和 y0 的大
小关系是确定的，即不能通过固有保时向 Lorentz 变换改变时序。假如两个事件具有因果联系，
则它们发生的两个时空点必定具有类时间隔（光锥内）或类光间隔（光锥上），从而两个事件发生
的先后次序是确定的。反过来，如果 xµ 与 yµ 之间具有类空间隔，则 x0 和 y0 的大小关系是不
确定的，选取适当的惯性参考系，就可以得到 x0 > y0、x0 = y0 和 x0 < y0 三种情况。因此，如
果两个事件发生的时空点具有类空间隔（光锥外），它们发生的先后次序是不确定的，必定没有
因果联系，否则将破坏因果性。

Lorentz对称性对时序乘积的定义提出一定的要求。两个实标量场算符的对易子 [ϕ(x), ϕ(y)]

称为 Pauli-Jordan 传播函数 DPJ(x− y) [25]，根据平面波展开式 (6.49)，它满足

DPJ(x− y) ≡ [ϕ(x), ϕ(y)] =

∫ d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq

[
ape−ip·x + a†peip·x, aqe−iq·y + a†qeiq·y]

=

∫ d3p d3q

(2π)6
√
4EpEq

{
[ap, a

†
q]e−i(p·x−q·y) + [a†p, aq]ei(p·x−q·y)}

=

∫ d3p d3q

(2π)6
√
4EpEq

(2π)3δ(3)(p− q)[e−i(p·x−q·y) − ei(p·x−q·y)]

=

∫ d3p

(2π)3
1

2Ep

[
e−ip·(x−y) − eip·(x−y)] = −i

∫ d3p

(2π)3Ep
sin[ p · (x− y)]. (6.111)

第三步用到产生湮灭算符的对易关系 (2.122)。最后一步用到正弦函数与指数函数的关系

sin z = eiz − e−iz

2i =
i
2
(e−iz − eiz). (6.112)

当 x0− y0 = 0 时，sin[ p · (x− y)] = sin[ p · (x− y)]，则 (6.111)式最后一步中的被积函数是 p的
奇函数，故对 p积分的结果为零，即 DPJ(x− y) = 0。另一方面，由于体积元 (2.161)是 Lorentz
不变的，(6.111) 式倒数第二步的结果告诉我们，DPJ(x− y) 是 Lorentz 不变量。
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如前所述，如果 xµ 和 yµ 具有类空间隔，就一定可以通过 Lorentz 变换使得 x0 − y0 = 0；
于是，DPJ(x− y) = 0 对所有类空间隔成立，即

[ϕ(x), ϕ(y)] = DPJ(x− y) = 0, (x− y)2 < 0. (6.113)

也就是说，当 (x− y)2 < 0时，虽然两个实标量场算符 ϕ(x)与 ϕ(y)可能在不同惯性参考系中具
有不同的时序，但一定满足 ϕ(x)ϕ(y) = ϕ(y)ϕ(x)。另一方面，当 (x− y)2 > 0或 (x− y)2 = 0时，
x0 与 y0 的大小关系在所有惯性系中都相同，时序乘积 T[ϕ(x)ϕ(y)] 要么等于 ϕ(x)ϕ(y)，要么等
于 ϕ(y)ϕ(x)。因此，无论对于类空、类时还是类光间隔，用 (6.108) 式定义的时序乘积在所有惯
性系中相同，不会违背 Lorentz对称性。此外，(6.113)式表明，当 xµ 与 yµ 之间具有类空间隔时，
这两个时空点上的场算符 ϕ(x)和 ϕ(y)不会相互影响，这保证了微观因果性 (microcausality)的
成立。

对于 Dirac 旋量场，平面波展开式具有 (5.216) 和 (5.218) 的形式，故

{ψa(x), ψ̄b(y)} =

∫ d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq

∑
λλ′

{
ua(p, λ)ap,λe−ip·x + va(p, λ)b†p,λeip·x,

ūb(q, λ′)a†q,λ′eiq·y + v̄b(q, λ′)bq,λ′e−iq·y}
=

∫ d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq

∑
λλ′

[
ua(p, λ)ūb(q, λ′){ap,λ, a

†
q,λ′}e−i(p·x−q·y)

+ va(p, λ)v̄b(q, λ′){b†p,λ, bq,λ′}ei(p·x−q·y)]
=

∫ d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq

∑
λλ′

(2π)3δλλ′δ
(3)(p− q)

×[ua(p, λ)ūb(q, λ′)e−i(p·x−q·y) + va(p, λ)v̄b(q, λ′)ei(p·x−q·y)]

=

∫ d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
λ

[
ua(p, λ)ūb(p, λ)e−ip·(x−y) + va(p, λ)v̄b(p, λ)eip·(x−y)]

=

∫ d3p

(2π)3
1

2Ep
[(/p+m)abe−ip·(x−y) − (−/p+m)abeip·(x−y)]

= (iγµ∂µx +m)ab

∫ d3p

(2π)3
1

2Ep
[e−ip·(x−y) − eip·(x−y)]

= (iγµ∂µx +m)abDPJ(x− y), (6.114)

其中 ∂µx ≡ ∂/∂xµ。第二、三步用到产生湮灭算符的反对易关系 (5.246)，第五步用到自旋求和
关系 (5.214)，最后一步用到 (6.111) 式。于是，由 (6.113) 式得

{ψa(x), ψ̄b(y)} = 0, (x− y)2 < 0. (6.115)

也就是说，当 (x− y)2 < 0 时，旋量场算符 ψa(x) 和 ψ̄b(y) 满足 ψa(x)ψ̄b(y) = −ψ̄b(y)ψa(x)，从
而用 (6.109)式定义的时序乘积在所有惯性系中相同。此外，产生湮灭算符的反对易关系 (5.246)
导致 {ψa(x), ψb(y)} = 0和 {ψ̄a(x), ψ̄b(y)} = 0对任意 (x−y)2 成立。因此，当时间排序交换了两
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∫
t

t0

/t1

∫
t1

t0

/t2
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t

t 1
=

t 2
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∫
t
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/t2

∫
t

t2

/t1
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=
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∫
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/t1

∫
t
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t t 1
=

t 2

(c)

图 6.2: t1 − t2 平面上的积分区域，三角形中的线段指示内层积分的方向和范围。

个相邻的费米子算符时，我们必须额外加上一个负号才不会违背 Lorentz对称性。同样，(6.115)
式也保证了微观因果性。

注意，哈密顿量算符不携带旋量指标，如果它的某一项包含若干个旋量场算符，则其个数
必定是偶数，这样才能让旋量指标全部缩并掉。在时序乘积中交换两个相邻哈密顿量算符的位
置时，将涉及到偶数次费米子算符的交换，因而不会产生额外的负号，(6.107) 式就是一个例子。
现在考虑级数 (6.106)的第 3项，它包含一个关于 t1 和 t2 的二重积分，积分区域如图 6.2(a)

所示，先对 t2 积分，再对 t1 积分。这个二重积分可以重新表达为∫ t

t0

dt1
∫ t1

t0

dt2H1(t1)H1(t2) =

∫ t

t0

dt2
∫ t

t2

dt1H1(t1)H1(t2) =

∫ t

t0

dt1
∫ t

t1

dt2H1(t2)H1(t1). (6.116)

在第一步中，我们等价地改成先对 t1 积分，再对 t2 积分，积分区域不变，如图 6.2(b) 所示。第
二步交换了积分变量 t1 和 t2，对应的积分区域如图 6.2(c) 所示。由此推出

2!

∫ t

t0

dt1
∫ t1

t0

dt2H1(t1)H1(t2) =

∫ t

t0

dt1
∫ t1

t0

dt2H1(t1)H1(t2) +

∫ t

t0

dt1
∫ t

t1

dt2H1(t2)H1(t1)

=

∫ t

t0

dt1
∫ t

t0

dt2 T[H1(t1)H1(t2)]. (6.117)

这里利用时序乘积将 t1 和 t2 的积分范围都扩展到整个 [t0, t]区间，因为图 6.2(a)中的积分区域
与图 6.2(c) 中的积分区域恰好拼成一个正方形。在上式第一步第一项中，t1 是 t2 的积分上限，
显然有 t1 ≥ t2，因而 H1(t1)H1(t2) = T[H1(t1)H1(t2)]；在第二项中，t1 是 t2 的积分下限，故
t2 ≥ t1，此时 H1(t2)H1(t1) = T[H1(t1)H1(t2)]；两项相加，就得到第二步的结果。

将上述讨论推广到级数 (6.106) 中的第 n+ 1 项，得

n!

∫ t

t0

dt1 · · ·
∫ tn−1

t0

dtnH1(t1) · · ·H1(tn) =

∫ t

t0

dt1 · · ·
∫ t

t0

dtn T[H1(t1) · · ·H1(tn)]. (6.118)

上式出现 n! 是因为此时对 n 个时间积分变量有 n! 种排列方式。于是，级数 (6.106) 可以用时
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序乘积表达为

U(t, t0) =
∞∑
n=0

(−i)n
n!

∫ t

t0

dt1 · · ·
∫ t

t0

dtn T[H1(t1) · · ·H1(tn)]

≡ T exp
[
−i
∫ t

t0

dt′H1(t
′)

]
.

(6.119)

这个级数称为 Dyson 级数 [26, 27]。它具有指数函数的级数展开形式，因而这里进一步用指数
记号来表示。

像 (6.13) 式一样，在局域场论中 H1(t) 是相应哈密顿量密度 H1(x) 的空间积分

H1(t) =

∫
d3xH1(x). (6.120)

因此，时间演化算符满足

U(t, t0) = T exp
[
−i
∫ t

t0

dt′
∫

d3x′H1(x
′)

]
. (6.121)

S 矩阵，也称为散射矩阵 (scattering matrix)，是量子散射理论的核心概念，它描述系统从
初态跃迁到末态的概率振幅。在相互作用绘景中，S 矩阵可以用时间演化算符来构造。

在典型的粒子散射实验中，会制备在宏观上距离较远的多个粒子，使它们入射到一个较小
的微观区域内以发生相互作用，随后产物粒子出射到彼此之间宏观距离较远的地方，被探测器
所测量。因此，无论是初态 |i⟩ 还是末态 |f⟩，里面的粒子彼此之间具有足够远的距离，可以被
有效地当作自由粒子。从而，初末态跟自由理论里的多粒子态具有相同的形式。相互作用真正
有影响的时间间隔较短，可以认为初始时刻处于遥远过去，终末时刻处于遥远未来。这样的初
末态称为渐近态 (asymptotic state)。

将 t 时刻处描述系统的态矢记为 |Ψ(t)⟩，它从遥远过去 (t0 → −∞) 的初态 |i⟩ 演化而来，
用时间演化算符 U(t, t0) 表达为

|Ψ(t)⟩ = lim
t0→−∞

U(t, t0) |i⟩ . (6.122)

此过程相应的 S 矩阵元 Sfi 定义为态矢 |Ψ(t)⟩ 演化到遥远未来 (t → +∞) 处与末态 |f⟩ 的内
积，即

Sfi = lim
t→+∞

⟨f |Ψ(t)⟩ = lim
t→+∞

lim
t0→−∞

⟨f |U(t, t0) |i⟩ . (6.123)

以 f 为行指标、i 为列指标，将所有 Sfi 排列成矩阵，就得到 S 矩阵。
引入 S 算符，它在初态与末态之间的期待值就是 S 矩阵元 Sfi，即

Sfi = ⟨f |S |i⟩ , (6.124)

那么
S = U(+∞,−∞). (6.125)
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从而将 S 算符表达为相互作用哈密顿量 H1(t) 的积分级数，

S = T exp
[
−i
∫ +∞

−∞
dt′H1(t

′)

]
=

∞∑
n=0

(−i)n
n!

∫
d4x1 · · · d4xn T[H1(x1) · · ·H1(xn)].

(6.126)

第二步将空间积分和时间积分合成时空积分，表达为相互作用哈密顿量密度 H1(t) 的积分级数，
它也称为 Dyson 级数。由时间演化算符的幺正性可知，S 算符也是幺正的，

S†S = I, (6.127)

这对应于 S 矩阵的幺正性，意味着概率守恒。
由 (6.30) 和 (6.100) 式可以看出，时间演化算符 U(t, t0) 和 S 算符的幺正性来源于自由哈

密顿量 HS
0 和总哈密顿量 H 的厄米性。一般来说，只要让拉氏量 L(x) 是厄米的，就能得到厄

米的哈密顿量2。比如，如果 L(x) 由复场 Φa(x) 构成，那么通过 (1.169) 式定义的哈密顿量密度
为

H =
∂L
∂Φ̇a

Φ̇a + Φ̇†
a

∂L
∂Φ̇†

a

− L, (6.128)

由 L† = L 推出

H† = Φ̇†
a

∂L†

∂Φ̇†
a

+
∂L†

∂Φ̇a

Φ̇a − L† = Φ̇†
a

∂L
∂Φ̇†

a

+
∂L
∂Φ̇a

Φ̇a − L = H, (6.129)

因而哈密顿量 H =
∫

d3xH 也是厄米的。
容易检验，自由标量场的拉氏量 (2.79)、(2.179) 以及自由矢量场的拉氏量 (4.47)、(4.200)

都是厄米的。自由 Dirac 旋量场的拉氏量 (5.103) 满足

L† = −i(∂µψ†)(γµ)†γ0ψ −m(ψ̄ψ)† = −i(∂µψ̄)γµψ −mψ̄ψ

= −i∂µ(ψ̄γµψ) + iψ̄γµ∂µψ −mψ̄ψ = −i∂µ(ψ̄γµψ) + L. (6.130)

扔掉不影响作用量的全散度项 −i∂µ(ψ̄γµψ)，则这个拉氏量也是厄米的。于是，在相互作用理论
中，只要引入厄米的相互作用拉氏量 L1，就可以保持总拉氏量的厄米性。

6.3 Wick 定理
6.3.1 正规乘积和 Wick 定理

在 6.2 节中，借助时序乘积，我们把 S 算符写成紧凑的 Dyson 级数形式 (6.126)。不过，如
何适当地处理级数每一项中的时序乘积 T[H1(x1) · · ·H1(xn)] 呢？在量子场论中，相互作用哈密

2不过，拉氏量的厄米性只是 S 矩阵幺正性的必要条件，并不是充分条件。拉氏量中能量量纲足够高的相互作
用算符通常会在高能区破坏微扰论的幺正性。
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顿量密度 H1(x) 是由若干个场算符构成的，因而我们需要处理的是多个场算符的时序乘积。这
看来不是一个简单的问题，幸好接下来将要介绍的 Wick 定理提供了一种简便的处理方法。

在相互作用绘景中，实标量场 ϕ(x) 的平面波展开式 (6.49) 可以分解成两个部分：

ϕ(x) = ϕ(+)(x) + ϕ(−)(x). (6.131)

其中，正能解部分为
ϕ(+)(x) ≡

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

ape−ip·x, (6.132)

包含 e−ip·x 因子；负能解部分为

ϕ(−)(x) ≡
∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

a†peip·x, (6.133)

包含 eip·x 因子。根据 (6.86) 式，我们同样可以把有质量实矢量场 Aµ(x) 分为正能解和负能解两
部分：

Aµ(x) = Aµ(+)(x) + Aµ(−)(x), (6.134)

其中，

Aµ(+)(x) ≡
∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±,0

εµ(p, λ)ap,λe−ip·x, (6.135)

Aµ(−)(x) ≡
∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±,0

εµ∗(p, λ)a†p,λeip·x. (6.136)

前面提到，Dirac 旋量场 ψa(x) 在相互作用绘景中的平面波展开式也具有 Heisenberg 绘景中自
由场展开式 (5.216) 的形式，即

ψa(x) = ψ(+)
a (x) + ψ(−)

a (x), (6.137)

其中，

ψ(+)
a (x) ≡

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±

ua(p, λ)ap,λe−ip·x, (6.138)

ψ(−)
a (x) ≡

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±

va(p, λ)b†p,λeip·x. (6.139)

可以看到，各类量子场的正能解部分只包含湮灭算符，而负能解部分只包含产生算符。
引入正规乘积 (normal product) 的概念，以 N 为记号，它的作用是将乘积中的所有湮灭算

符移动到所有产生算符的右边，形成正规排序 (normal order)。正规排序对于多个产生（或湮
灭）算符之间谁先谁后没有规定，每一种排列都是等价的。不过，考虑到费米子算符的反对易
性，移动算符的过程中如果涉及奇数次费米子算符之间的交换，就应该额外添加一个负号，这
个规定与费米子产生湮灭算符的反对易性相匹配。例如，对于标量场的产生湮灭算符，有

N(apa
†
qaka

†
l ) = a†qa

†
l apak = a†l a

†
qapak = a†l a

†
qakap, (6.140)
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第二步写出两个产生算符的另一种次序，第三步写出两个湮灭算符的另一种次序，而对易关系
[a†q, a

†
l ] = [ap, ak] = 0 保证这些表达式是等价的。对于旋量场的产生湮灭算符，有

N(bp,λ1a
†
q,λ2ak,λ3b

†
l,λ4) = −a

†
q,λ2b

†
l,λ4bp,λ1ak,λ3 = b†l,λ4a

†
q,λ2bp,λ1ak,λ3 = −b

†
l,λ4a

†
q,λ2ak,λ3bp,λ1 . (6.141)

第二步写出两个产生算符的另一种次序，与第一步相差一个负号；第三步写出两个湮灭算符的
另一种次序，与第二步相差一个负号；反对易关系 {a†q,λ2 , b†l,λ4} = {bp,λ1 , ak,λ3} = 0 保证这些表
达式是等价的。

场算符的正能解部分包含湮灭算符，负能解部分包含产生算符，因而正能解在正规排序中
处于负能解右边。于是，两个标量场算符的正规乘积为

N[ϕ(x)ϕ(y)] = ϕ(−)(x)ϕ(−)(y) + ϕ(−)(x)ϕ(+)(y) + ϕ(+)(x)ϕ(+)(y) + ϕ(−)(y)ϕ(+)(x), (6.142)

最后一项中 ϕ(+)(x) 被正规排序移动到 ϕ(−)(y) 的右边。而两个旋量场算符的正规乘积为

N[ψa(x)ψb(y)] = ψ(−)
a (x)ψ

(−)
b (y) + ψ(−)

a (x)ψ
(+)
b (y) + ψ(+)

a (x)ψ
(+)
b (y)− ψ(−)

b (y)ψ(+)
a (x), (6.143)

最后一项中 ψ
(+)
a (x)被正规排序移动到 ψ

(−)
b (y)的右边，并出现一个负号。湮灭算符对真空态 |0⟩

的作用为零，如 ap |0⟩ = 0，相应地，⟨0| a†p = 0，因此，对一组产生湮灭算符的任意乘积取正规
排序之后，真空期待值为零：

⟨0|N
(产生湮灭算符的乘积) |0⟩ = 0. (6.144)

用统一的记号 Φa(x) 代表一般的场算符，它可以是标量场 ϕ(x) 或 ϕ†(x)，也可以是矢量场
Aµ(x)的一个分量，还可以是旋量场 ψa(x)或 ψ̄a(x)的一个分量。比如，Φa(x)Φb(x)Φc(x)可以表
示 ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)，也可以表示 Aµ(x)ψ̄a(x)ψb(x)。后者不是 Lorentz 不变的，但可以利用 Dirac
矩阵线性地组合出 Lorentz 不变量 Aµ(x)ψ̄a(x)(γ

µ)abψb(x) = Aµ(x)ψ̄(x)γ
µψ(x)。将 Φa(x) 分解

为正能解部分 Φ
(+)
a (x) 和负能解部分 Φ

(−)
a (x)，

Φa(x) = Φ(+)
a (x) + Φ(−)

a (x), (6.145)

则

Φa(x)Φb(y) = Φ(−)
a (x)Φ

(−)
b (y) + Φ(−)

a (x)Φ
(+)
b (y) + Φ(+)

a (x)Φ
(+)
b (y) + Φ(+)

a (x)Φ
(−)
b (y). (6.146)

由于正能解包含湮灭算符，负能解包含产生算符，有

Φ(+)
a (x) |0⟩ = 0, ⟨0|Φ(−)

a (x) = 0, (6.147)

从而推出
⟨0|Φa(x)Φb(y) |0⟩ = ⟨0|Φ(+)

a (x)Φ
(−)
b (y) |0⟩ . (6.148)
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也就是说，只有不满足正规排序的项 Φ
(+)
a (x)Φ

(−)
b (y) 才可能对真空期待值具有非零贡献。

现在，将 Φa(x) 与 Φb(y) 的正规乘积分解为

N[Φa(x)Φb(y)] = Φ(−)
a (x)Φ

(−)
b (y) +Φ(−)

a (x)Φ
(+)
b (y) +Φ(+)

a (x)Φ
(+)
b (y) + ϵabΦ

(−)
b (y)Φ(+)

a (x), (6.149)

其中，因子 ϵab = ±1 考虑了费米子算符的反对易性。若 Φa(x) 和 Φb(y) 都是费米子算符，则
ϵab = −1；其余情况 ϵab = +1。利用 ϵab 记号，依照两个产生（湮灭）算符的对易性或反对易性
交换 (6.149) 式右边第一项（第三项）的两个场算符，得到

N[Φa(x)Φb(y)] = ϵabΦ
(−)
b (y)Φ(−)

a (x) + Φ(−)
a (x)Φ

(+)
b (y) + ϵabΦ

(+)
b (y)Φ(+)

a (x) + ϵabΦ
(−)
b (y)Φ(+)

a (x)

= ϵab[Φ
(−)
b (y)Φ(−)

a (x) + ϵabΦ
(−)
a (x)Φ

(+)
b (y) + Φ

(+)
b (y)Φ(+)

a (x) + Φ
(−)
b (y)Φ(+)

a (x)],

(6.150)

即
N[Φa(x)Φb(y)] = ϵab N[Φb(y)Φa(x)]. (6.151)

也就是说，两个场算符的位置交换后，正规乘积只相差一个由费米子算符反对易性导致的符号。
另一方面，将 Φa(x) 与 Φb(y) 的时序乘积化为

T[Φa(x)Φb(y)] = Φa(x)Φb(y)θ(x
0 − y0) + ϵabΦb(y)Φa(x)θ(y

0 − x0)

= ϵab[ϵabΦa(x)Φb(y)θ(x
0 − y0) + Φb(y)Φa(x)θ(y

0 − x0)], (6.152)

因此，两个场算符的位置交换后，时序乘积也只相差一个由费米子算符的反对易性导致的符号，

T[Φa(x)Φb(y)] = ϵab T[Φb(y)Φa(x)]. (6.153)

下面讨论时序乘积与正规乘积之间的关系。当 x0 ≥ y0 时，Φa(x) 与 Φb(y) 的时序乘积为

T[Φa(x)Φb(y)] = Φa(x)Φb(y)

= Φ(−)
a (x)Φ

(−)
b (y) + Φ(−)

a (x)Φ
(+)
b (y) + Φ(+)

a (x)Φ
(+)
b (y) + Φ(+)

a (x)Φ
(−)
b (y). (6.154)

把最后一项改写成

Φ(+)
a (x)Φ

(−)
b (y) = ϵabΦ

(−)
b (y)Φ(+)

a (x) + Φ(+)
a (x)Φ

(−)
b (y)− ϵabΦ(−)

b (y)Φ(+)
a (x)

= ϵabΦ
(−)
b (y)Φ(+)

a (x) + [Φ(+)
a (x),Φ

(−)
b (y)]∓. (6.155)

这里 [ · , · ]− = [ · , · ] 代表对易子，[ · , · ]+ = { · , · } 代表反对易子。∓ 号仅当 Φa(x) 和 Φb(y) 都
是费米子算符时取正号，其余情况取负号。于是，由 (6.149) 式推出

T[Φa(x)Φb(y)] = N[Φa(x)Φb(y)] + [Φ(+)
a (x),Φ

(−)
b (y)]∓. (6.156)
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注意，[Φ
(+)
a (x),Φ

(−)
b (y)]∓ 必定是一个 c 数，因为 Φ

(+)
a (x) 中湮灭算符与 Φ

(−)
b (y) 中产生算符的

对易子或反对易子并不是算符，而是 c 数。从而，根据 (6.147) 和 (6.148) 式得到

[Φ(+)
a (x),Φ

(−)
b (y)]∓ = ⟨0| [Φ(+)

a (x),Φ
(−)
b (y)]∓ |0⟩ = ⟨0|Φ(+)

a (x)Φ
(−)
b (y) |0⟩ = ⟨0|Φa(x)Φb(y) |0⟩

= ⟨0|T[Φa(x)Φb(y)] |0⟩ . (6.157)

当 x0 < y0 时，Φa(x) 与 Φb(y) 的时序乘积变成

T[Φa(x)Φb(y)] = ϵabΦb(y)Φa(x)

= ϵab[Φ
(−)
b (y)Φ(−)

a (x) + Φ
(−)
b (y)Φ(+)

a (x) + Φ
(+)
b (y)Φ(+)

a (x) + Φ
(+)
b (y)Φ(−)

a (x)]

= ϵab{Φ(−)
b (y)Φ(−)

a (x) + Φ
(−)
b (y)Φ(+)

a (x) + Φ
(+)
b (y)Φ(+)

a (x)

+ ϵabΦ
(−)
a (x)Φ

(+)
b (y) + [Φ

(+)
b (y),Φ(−)

a (x)]∓}

= ϵab N[Φb(y)Φa(x)] + ϵab[Φ
(+)
b (y),Φ(−)

a (x)]∓

= N[Φa(x)Φb(y)] + ϵab[Φ
(+)
b (y),Φ(−)

a (x)]∓. (6.158)

最后一步用到 (6.151) 式。根据 (6.153) 式，有

ϵab[Φ
(+)
b (y),Φ(−)

a (x)]∓ = ϵab ⟨0| [Φ(+)
b (y),Φ(−)

a (x)]∓ |0⟩ = ϵab ⟨0|Φ(+)
b (y)Φ(−)

a (x) |0⟩

= ϵab ⟨0|Φb(y)Φa(x) |0⟩ = ϵab ⟨0|T[Φb(y)Φa(x)] |0⟩ = ⟨0|T[Φa(x)Φb(y)] |0⟩ . (6.159)

综合这两种情况，无论 x0 和 y0 孰大孰小，Φa(x)与 Φb(y)的时序乘积都可以统一地表达为

T[Φa(x)Φb(y)] = N[Φa(x)Φb(y)] + ⟨0|T[Φa(x)Φb(y)] |0⟩ . (6.160)

引入场算符的缩并 (contraction) 概念，将两个场算符 Φa(x) 与 Φb(y) 的缩并定义为

Φa(x)Φb(y) ≡ ⟨0|T[Φa(x)Φb(y)] |0⟩ =

 [Φ
(+)
a (x),Φ

(−)
b (y)]∓, x0 ≥ y0,

ϵab[Φ
(+)
b (y),Φ

(−)
a (x)]∓, x0 < y0.

(6.161)

上式仅当 Φ
(+)
a (x) 或 Φ

(+)
b (y) 中的湮灭算符与 Φ

(−)
b (y) 或 Φ

(−)
a (x) 中的产生算符属于同一套产生

湮灭算符时才能得到非零结果，不同类型的场算符的缩并为零，如

ϕ(x)Aµ(y) = ϕ(x)ψa(y) = Aµ(x)ψa(y) = 0. (6.162)

此外，根据 (6.153) 式，有

Φa(x)Φb(y) = ⟨0|T[Φa(x)Φb(y)] |0⟩ = ϵab ⟨0|T[Φb(y)Φa(x)] |0⟩ = ϵabΦb(y)Φa(x). (6.163)

通过 (6.161) 式定义的缩并将两个场算符转化为 c 数，这样的 c 数不会受到正规排序 N 的
影响。在正规乘积中出现缩并记号时，参与缩并的一对场算符可以不相邻，而多条缩并线可能
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会纠缠起来。为了使它们相邻，需要适当地交换场算符，并考虑交换费米子算符时引起的符号
差异，此时纠缠的缩并线将被解开，我们约定这样得到的式子与原先的式子相等。例如，

N(ΦaΦbΦcΦdΦeΦf ) = ϵcdϵefN(ΦaΦbΦdΦcΦfΦe) = ϵcdϵefΦbΦdΦcΦfN(ΦaΦe). (6.164)

于是，(6.160) 式可改记为

T[Φa(x)Φb(y)] = N[Φa(x)Φb(y) + Φa(x)Φb(y)]. (6.165)

上式表明，两个场算符的时序乘积等于它们的正规乘积加上它们的缩并。这个结论可以推广成
Wick 定理 [28]：

一组场算符的时序乘积可以分解为它们的正规乘积及所有可能缩并的正规乘积
之和，也就是说，

T[Φa1(x1)Φa2(x2) · · ·Φan(xn)] = N
[
Φa1(x1)Φa2(x2) · · ·Φan(xn)

+
(
Φa1Φa2 · · ·Φan的所有可能缩并

)]
. (6.166)

这里的缩并是在保持 Φa1Φa2 · · ·Φan 中各个场算符位置的情况下直接添加缩并线。例如，对于四
个场算符的情况，有

T(ΦaΦbΦcΦd) = N
(
ΦaΦbΦcΦd + ΦaΦbΦcΦd + ΦaΦbΦcΦd + ΦaΦbΦcΦd

+ ΦaΦbΦcΦd + ΦaΦbΦcΦd + ΦaΦbΦcΦd

+ ΦaΦbΦcΦd + ΦaΦbΦcΦd + ΦaΦbΦcΦd

)
. (6.167)

根据正规乘积的性质 (6.144)，上式的真空期待值为

⟨0|T(ΦaΦbΦcΦd) |0⟩ = ⟨0|N(ΦaΦbΦcΦd + ΦaΦbΦcΦd + ΦaΦbΦcΦd) |0⟩

= N(ΦaΦbΦcΦd + ϵbcΦaΦcΦbΦd + ϵcdϵbdΦaΦdΦbΦc)

= ⟨0|T(ΦaΦb) |0⟩ ⟨0|T(ΦcΦd) |0⟩+ ϵbc ⟨0|T(ΦaΦc) |0⟩ ⟨0|T(ΦbΦd) |0⟩

+ ϵcdϵbd ⟨0|T(ΦaΦd) |0⟩ ⟨0|T(ΦbΦc) |0⟩ . (6.168)

6.3.2 选读：Wick 定理的证明
为了证明 Wick 定理，我们先证明以下引理。
引理　如果场算符 Φb(xb) 的时间坐标比 n 个场算符 Φa1(x1), · · · ,Φan(xn) 的时间坐标都小，

即 x0b ≤ x01, · · · , x0n，那么，以下等式成立：

N[Φa1(x1) · · ·Φan(xn)]Φb(xb) = N
[
Φa1(x1) · · ·Φan(xn)Φb(xb) + Φa1(x1) · · ·Φan(xn)Φb(xb)
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+Φa1(x1)Φa2(x2) · · ·Φan(xn)Φb(xb) + · · · · · ·+ Φa1(x1) · · ·Φan(xn)Φb(xb)
]
. (6.169)

如果 Φa1 , · · · ,Φan 中有些算符已经先彼此缩并了，也存在与 (6.169) 形式相同的等式，如

N(Φa1Φa2Φa3Φa4Φa5 · · ·Φan)Φb = N
(
Φa1Φa2Φa3Φa4Φa5 · · ·ΦanΦb

+ Φa1Φa2Φa3Φa4Φa5 · · ·ΦanΦb + Φa1Φa2Φa3Φa4Φa5 · · ·ΦanΦb

+ Φa1Φa2Φa3Φa4Φa5 · · ·ΦanΦb + · · · · · ·+ Φa1Φa2Φa3Φa4Φa5 · · ·ΦanΦb

)
. (6.170)

证明　我们分四步来证明。
(1)将 Φb 分解为正能解部分和负能解部分，Φb = Φ

(+)
b +Φ

(−)
b ，则可以证明正能解部分 Φ

(+)
b

满足

N(Φa1 · · ·Φan)Φ
(+)
b = N

(
Φa1 · · ·ΦanΦ

(+)
b + Φa1 · · ·ΦanΦ

(+)
b + Φa1Φa2 · · ·ΦanΦ

(+)
b

+ · · · · · ·+ Φa1 · · ·ΦanΦ
(+)
b

)
. (6.171)

由于 x0b ≤ x01, · · · , x0n，Φa1(xi) (i = 1, · · · , n) 与 Φ
(+)
b 的缩并为零：

Φai(xi)Φ
(+)
b (xb) = ⟨0|T

[
Φai(xi)Φ

(+)
b (xb)

]
|0⟩ = ⟨0|Φai(xi)Φ

(+)
b (xb) |0⟩ = 0. (6.172)

因此，(6.171) 式右边除第一项外的其它项均为零。另一方面，(6.171) 式左边和右边第一项已经
是正规排序了，故 (6.171) 式成立。现在，只需要证明负能解部分 Φ

(−)
b 满足

N(Φa1 · · ·Φan)Φ
(−)
b = N

(
Φa1 · · ·ΦanΦ

(−)
b + Φa1 · · ·ΦanΦ

(−)
b + Φa1Φa2 · · ·ΦanΦ

(−)
b

+ · · · · · ·+ Φa1 · · ·ΦanΦ
(−)
b

)
. (6.173)

将 Φa1 , · · · ,Φan 都分解为正能解部分和负能解部分，则 N(Φa1 · · ·Φan) 将包含 2n 项，每一项是
j 个负能解部分 (j = 0, · · · , n) 与 n− j 个正能解部分之积

Φ(−)
a1
· · ·Φ(−)

aj
Φ(+)
aj+1
· · ·Φ(+)

an , (6.174)

负能解部分都处于正能解部分的左边。
(2) 可以证明，通项 (6.174) 中右边正能解部分之积 Φ

(+)
aj+1 · · ·Φ

(+)
an 满足

N
(
Φ(+)
aj+1
· · ·Φ(+)

an

)
Φ

(−)
b = N

(
Φ(+)
aj+1
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b + Φ(+)

aj+1
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b + Φ(+)

aj+1
Φ(+)
aj+2
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b

+ · · · · · ·+ Φ(+)
a1
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b

)
. (6.175)

下面用数学归纳法证明 (6.175) 式。
对于 N

(
Φ

(+)
an

)
Φ

(−)
b ，存在与 (6.175) 形式相同的等式，这是因为由 (6.165) 式可以得到

N
(
Φ(+)
an

)
Φ

(−)
b = Φ(+)

an Φ
(−)
b = T

(
Φ(+)
an Φ

(−)
b

)
= N

(
Φ(+)
an Φ

(−)
b + Φ(+)

an Φ
(−)
b

)
. (6.176)

这样的话，需要证明的是可以从上式递推地导出 (6.175) 式。
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假设 N
(
Φ

(+)
ak · · ·Φ

(+)
an

)
Φ

(−)
b (j + 2 ≤ k ≤ n) 满足与 (6.175) 形式相同的等式

N
(
Φ(+)
ak
· · ·Φ(+)

an

)
Φ

(−)
b = N

(
Φ(+)
ak
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b + Φ(+)

ak
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b + Φ(+)

ak
Φ(+)
ak+1
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b

+ · · · · · ·+ Φ(+)
ak
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b

)
, (6.177)

那么，可以得到

N
(
Φ(+)
ak−1

Φ(+)
ak
· · ·Φ(+)

an

)
Φ

(−)
b = Φ(+)

ak−1
N
(
Φ(+)
ak
· · ·Φ(+)

an

)
Φ

(−)
b

= Φ(+)
ak−1

N
(
Φ(+)
ak
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b

)
+ N

(
Φ(+)
ak−1

Φ(+)
ak
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b + Φ(+)

ak−1
Φ(+)
ak

Φ(+)
ak+1
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b

+ · · · · · ·+ Φ(+)
ak−1

Φ(+)
ak
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b

)
. (6.178)

进一步，我们整理上式第二步的第一项，

Φ(+)
ak−1

N
(
Φ(+)
ak
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b

)
= Φ(+)

ak−1
ϵ1 N

(
Φ

(−)
b Φ(+)

ak
· · ·Φ(+)

an

)
= ϵ1Φ

(+)
ak−1

Φ
(−)
b Φ(+)

ak
· · ·Φ(+)

an

= ϵ1T
(
Φ(+)
ak−1

Φ
(−)
b

)
Φ(+)
ak
· · ·Φ(+)

an = ϵ1 N
(
Φ(+)
ak−1

Φ
(−)
b + Φ(+)

ak−1
Φ

(−)
b

)
Φ(+)
ak
· · ·Φ(+)

an

= ϵ1 N
(
Φ(+)
ak−1

Φ
(−)
b

)
Φ(+)
ak
· · ·Φ(+)

an + ϵ1Φ
(+)
ak−1

Φ
(−)
b Φ(+)

ak
· · ·Φ(+)

an

= ϵ1ϵak−1b N
(
Φ

(−)
b Φ(+)

ak−1

)
Φ(+)
ak
· · ·Φ(+)

an + ϵ1 N
(
Φ(+)
ak−1

Φ
(−)
b Φ(+)

ak
· · ·Φ(+)

an

)
= ϵ1ϵak−1b N

(
Φ

(−)
b Φ(+)

ak−1
Φ(+)
ak
· · ·Φ(+)

an

)
+ N

(
Φ(+)
ak−1

Φ(+)
ak
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b

)
= N

(
Φ(+)
ak−1

Φ(+)
ak
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b

)
+ N

(
Φ(+)
ak−1

Φ(+)
ak
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b

)
. (6.179)

第一步多次利用 (6.151) 式，将 Φ
(−)
b 从正规乘积中的最右边移动到最左边，因而出现因子

ϵ1 = ϵanbϵan−1b · · · ϵak+1bϵakb. (6.180)

第三步利用到 x0b ≤ x0k−1 的条件。第四步使用了 (6.165) 式。第六至八步再多次利用 (6.151) 式。
将 (6.179) 式代入 (6.178) 式，立即得到

N
(
Φ(+)
ak−1

Φ(+)
ak
· · ·Φ(+)

an

)
Φ

(−)
b = N

(
Φ(+)
ak−1

Φ(+)
ak
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b + Φ(+)

ak−1
Φ(+)
ak
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b

+Φ(+)
ak−1

Φ(+)
ak
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b + · · · · · ·+ Φ(+)

ak−1
Φ(+)
ak
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b

)
. (6.181)

因此，N(Φ(+)
ak−1Φ

(+)
ak · · ·Φ

(+)
an

)
Φ

(−)
b 也满足与 (6.175)形式相同的等式。结合 (6.176)式，可知 (6.175)

式成立。
(3) 根据 (6.175) 式，通项 (6.174) 满足

N
(
Φ(−)
a1
· · ·Φ(−)

aj
Φ(+)
aj+1
· · ·Φ(+)

an

)
Φ

(−)
b = Φ(−)

a1
· · ·Φ(−)

aj
N
(
Φ(+)
aj+1
· · ·Φ(+)

an

)
Φ

(−)
b

= Φ(−)
a1
· · ·Φ(−)

aj
N
(
Φ(+)
aj+1
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b + Φ(+)

aj+1
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b

+ Φ(+)
aj+1

Φ(+)
aj+2
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b + · · · · · ·+ Φ(+)

a1
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b

)
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= N
(
Φ(−)
a1
· · ·Φ(−)

aj
Φ(+)
aj+1
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b + Φ(−)

a1
· · ·Φ(−)

aj
Φ(+)
aj+1
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b

+ Φ(−)
a1
· · ·Φ(−)

aj
Φ(+)
aj+1

Φ(+)
aj+2
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b + · · · · · ·+ Φ(−)

a1
· · ·Φ(−)

aj
Φ(+)
a1
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b

)
. (6.182)

由
Φ(−)
ai

(xi)Φ
(−)
b (xb) = ⟨0|T

[
Φ(−)
ai

(xi)Φ
(−)
b (xb)

]
|0⟩ = 0, (6.183)

可得

N
(
Φ(−)
a1
· · ·Φ(−)

aj
Φ(+)
aj+1
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b + Φ(−)

a1
Φ(−)
a2
· · ·Φ(−)

aj
Φ(+)
aj+1
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b

+ · · · · · ·+ Φ(−)
a1
· · ·Φ(−)

aj
Φ(+)
aj+1
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b

)
= 0. (6.184)

因此，将上式左边添加到 (6.182) 式右边，等式仍然成立：

N
(
Φ(−)
a1
· · ·Φ(−)

aj
Φ(+)
aj+1
· · ·Φ(+)

an

)
Φ

(−)
b

= N
(
Φ(−)
a1
· · ·Φ(−)

aj
Φ(+)
aj+1
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b + Φ(−)

a1
· · ·Φ(−)

aj
Φ(+)
aj+1
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b

+ Φ(−)
a1

Φ(−)
a2
· · ·Φ(−)

aj
Φ(+)
aj+1
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b + · · · · · ·+ Φ(−)

a1
· · ·Φ(−)

aj
Φ(+)
aj+1
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b

+ Φ(−)
a1
· · ·Φ(−)

aj
Φ(+)
aj+1
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b + Φ(−)

a1
· · ·Φ(−)

aj
Φ(+)
aj+1

Φ(+)
aj+2
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b

+ · · · · · ·+ Φ(−)
a1
· · ·Φ(−)

aj
Φ(+)
a1
· · ·Φ(+)

an Φ
(−)
b

)
. (6.185)

也就是说，N(Φa1 · · ·Φan) 分解后每一项都满足与 (6.173) 形式相同的等式，故 (6.173) 式成立。
结合第 (1) 步结论，(6.169) 式成立。

(4) 如果 Φa1 , · · · ,Φan 中有些算符已经先彼此缩并了，可以按照第 (1)、(2)、(3) 步的方法
进行类似的证明。因此，像 (6.170) 这样的等式也成立。引理证毕。
现在，我们利用这个引理来证明 Wick 定理。
证明　用数学归纳法证明。
当 n = 2 时，(6.166) 式变成

T[Φa1(x)Φa2(y)] = N[Φa1(x)Φa2(y) + Φa1(x)Φa2(y)]. (6.186)

这是成立的，因为它的形式与 (6.165) 式相同。
假设当 n = k 时，(6.166) 式成立，即

T[Φa1(x1) · · ·Φak(xk)] = N
[
Φa1(x1) · · ·Φak(xk) +

(
Φa1 · · ·Φak的所有可能缩并

)]
. (6.187)

如果 x0k+1 ≤ x01, · · · , x0k，我们就可以得到

T[Φa1(x1) · · ·Φak(xk)Φak+1
(xk+1)] = T[Φa1(x1) · · ·Φak(xk)]Φak+1

(xk+1)

= N(Φa1 · · ·Φak)Φak+1
+ N

(
Φa1 · · ·Φak的所有可能缩并

)
Φak+1

. (6.188)

根据上述引理中的 (6.169) 式，(6.188) 式第二行第一项为

N(Φa1 · · ·Φak)Φak+1
= N

(
Φa1 · · ·ΦakΦak+1

+ Φa1 · · ·ΦakΦak+1
+ Φa1Φa2 · · ·ΦakΦak+1
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+ · · ·+ Φa1 · · ·ΦakΦak+1

)
, (6.189)

上式右边的缩并项穷尽了只有一次缩并时与 Φak+1
有关的缩并。另一方面，上述引理中有些算

符已经先彼此缩并的情况可以应用到 (6.188)式第二行的其它项上，得到的项都包含缩并，在这
些项里面，只包含一次缩并的项中的缩并必定与 Φak+1

无关，余下的项则穷尽了 Φa1 · · ·Φak+1 的
包含一次以上缩并的所有情况。因此，(6.188) 式已经包含了 Φa1 · · ·Φak+1 的所有可能缩并，故

T[Φa1(x1) · · ·Φak+1
(xk+1)] = N

[
Φa1(x1) · · ·Φak+1

(xk+1) +
(
Φa1 · · ·Φak+1

的所有可能缩并)] .
(6.190)

因此，对于 x0k+1 ≤ x01, · · · , x0k 的情形，当 n = k + 1 时 (6.166) 式也成立。结合 (6.186) 式，我
们就证明了 (6.166) 式对 x01 ≥ x02 ≥ · · · ≥ x0n 成立。

当 x01 ≥ x02 ≥ · · · ≥ x0n 这个条件不成立时，我们可以交换 Φa1(x1)Φa2(x2) · · ·Φan(xn) 中各
个算符的位置，得到符合时序的乘积

Φ′
a1
(x′1)Φ

′
a2
(x′2) · · ·Φ′

an(x
′
n),

其中时间坐标已经按降序排列，x′01 ≥ x′02 ≥ · · · ≥ x′0n 。从而，等式

T[Φ′
a1
(x′1) · · ·Φ′

an(x
′
n)] = N

[
Φ′
a1
(x′1) · · ·Φ′

an(x
′
n) +

(
Φ′
a1
· · ·Φ′

an的所有可能缩并
)]

(6.191)

成立。(6.153) 和 (6.151) 式表明，时序乘积与正规乘积关于算符交换的性质是相同的。因此，如
果我们分别在时序乘积和正规乘积中通过交换算符将 Φ′

a1
(x′1)Φ

′
a2
(x′2) · · ·Φ′

an(x
′
n) 调回到原来的

形式 Φa1(x1)Φa2(x2) · · ·Φan(xn)，将出现一个共同的因子 ϵ2 = ±1，它由费米子算符的反对易性
所致。也就是说，我们得到了

T[Φ′
a1
(x′1) · · ·Φ′

an(x
′
n)] = ϵ2T[Φa1(x1) · · ·Φan(xn)], (6.192)

和

N
[
Φ′
a1
(x′1) · · ·Φ′

an(x
′
n) +

(
Φ′
a1
· · ·Φ′

an的所有可能缩并
)]

= ϵ2 N
[
Φa1(x1) · · ·Φan(xn) +

(
Φa1 · · ·Φan的所有可能缩并

)]
. (6.193)

将它们分别代入 (6.191) 式的左右两边，消去 ϵ2，我们就证明了 (6.166) 式对 x01, x
0
2, · · · , x0n 的

任意次序成立。证毕。

6.4 Feynman 传播子
在应用 Wick 定理时，两个场算符的缩并是一种基本要素。在上一节中我们已经指出，仅

当参与缩并的场算符中含有同一套产生湮灭算符时，缩并的结果才不为零。Feynman 传播子
(propagator) [29] 就是这样的非零缩并，在本节中，我们将导出它们的显式结果。
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6.4.1 实标量场的 Feynman 传播子
实标量场 ϕ(x) 的 Feynman 传播子 DF(x− y) 定义为

DF(x− y) ≡ ϕ(x)ϕ(y) = ⟨0|T[ϕ(x)ϕ(y)] |0⟩ . (6.194)

后面的计算结果表明，⟨0|T[ϕ(x)ϕ(y)] |0⟩ 只是 xµ − yµ 的函数，因而这里将它记成 DF(x− y)。
根据展开式 (6.132) 和 (6.133)，当 x0 > y0 时，有

⟨0|T[ϕ(x)ϕ(y)] |0⟩ = ⟨0|ϕ(x)ϕ(y) |0⟩ = ⟨0|ϕ(+)(x)ϕ(−)(y) |0⟩

=

∫ d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq
⟨0| ape−ip·xa†qeiq·y |0⟩ =

∫ d3p d3q e−i(p·x−q·y)

(2π)6
√
4EpEq

⟨0| [ap, a
†
q] |0⟩

=

∫ d3p d3q e−i(p·x−q·y)

(2π)3
√

4EpEq
δ(3)(p− q) =

∫ d3p

(2π)3
e−ip·(x−y)

2Ep

=

∫ d3p

(2π)3
eip·(x−y) e−iEp(x0−y0)

2Ep
. (6.195)

第四步用到产生湮灭算符的对易关系 (2.122)。注意，上式中 p0 = Ep，q0 = Eq。当 x0 < y0 时，
时间排序将改变 ϕ(x) 和 ϕ(y) 的次序，有

⟨0|T[ϕ(x)ϕ(y)] |0⟩ = ⟨0|ϕ(y)ϕ(x) |0⟩ =
∫ d3p

(2π)3
e−ip·(y−x)

2Ep
=

∫ d3p

(2π)3
eip·(x−y)

2Ep

=

∫ d3p

(2π)3
e−ip·(x−y) eiEp(x0−y0)

2Ep
=

∫ d3p

(2π)3
eip·(x−y) eiEp(x0−y0)

2Ep
. (6.196)

最后一步把积分变量 p 替换成 −p。结合以上两式，得到

⟨0|T[ϕ(x)ϕ(y)] |0⟩ =
∫ d3p

(2π)3
eip·(x−y)

[
θ(x0 − y0)e−iEp(x0−y0)

2Ep
+ θ(y0 − x0)eiEp(x0−y0)

2Ep

]
. (6.197)

借助复变函数的知识，可以将上式改写成四维动量积分，为此需要用到公式

lim
ϵ→0+

∫ +∞

−∞
dp0 e−ip0τ

[p0 − (Ep − iϵ)][p0 + (Ep − iϵ)] = −
πi
Ep

[
θ(τ)e−iEpτ + θ(−τ)eiEpτ

]
, (6.198)

它的证明如下。
证明　 (6.198) 式左边的被积函数是

f(p0) =
e−ip0τ

[p0 − (Ep − iϵ)][p0 + (Ep − iϵ)] , (6.199)

其中 ϵ > 0 是一个无穷小量，积分后要取 ϵ→ 0+ 的极限。现在将 p0 视作复变量，在 p0 的复平
面上考虑 f(p0) 的曲线积分。f(p0) 具有两个一阶极点 p0 = ±(Ep − iϵ)，它们在 p0 复平面上的
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b

b
_2 p0

AK p0

−ET + Bǫ

+ET − Bǫ

R−R ΓR

C
(−)
R

(a) τ > 0 时的积分路径

b

b
_2 p0

AK p0

−ET + Bǫ

+ET − Bǫ
R−R

ΓR

C
(+)
R

(b) τ < 0 时的积分路径

图 6.3: f(p0) 的极点和积分路径。

位置和一些积分路径如图 6.3 所示。路径 ΓR 是实轴上的区间 (−R,R)，它在 R→∞ 的极限下
变成整条实轴。

当 τ > 0时，在下半平面引入 6.3(a)图中的半圆弧 C
(−)
R 。它与 ΓR 组成一条围线 ΓR+C

(−)
R ，

方向为顺时针方向，即反方向。由于 τ > 0，e−ip0τ 中的因子 eIm(p0)τ 在下半平面 (Im p0 < 0) 随
着 R 增大而指数衰减，根据复分析的 Jordan 引理，有

lim
R→∞

∫
C

(−)
R

dp0f(p0) = lim
R→∞

∫
C

(−)
R

dp0 e−ip0τ

[p0 − (Ep − iϵ)][p0 + (Ep − iϵ)] = 0. (6.200)

当 R→∞ 时，通过留数定理计算积分主值，得

lim
R→∞

∫ R

−R
dp0 f(p0) = lim

R→∞

∫
ΓR+C

(−)
R

dp0 f(p0) = −2πi Res
p0=Ep−iϵ

f(p0)

= −2πi Res
p0=Ep−iϵ

e−ip0τ

[p0 − (Ep − iϵ)][p0 + (Ep − iϵ)]

= −2πi e−ip0τ

p0 + (Ep − iϵ)

∣∣∣∣∣
p0=Ep−iϵ

= −2πi e−i(Ep−iϵ)τ

2(Ep − iϵ) . (6.201)

取 ϵ→ 0+ 的极限，推出

lim
ϵ→0+

∫ +∞

−∞
dp0 e−ip0τ

[p0 − (Ep − iϵ)][p0 + (Ep − iϵ)] = −
πi
Ep

e−iEpτ . (6.202)

当 τ < 0时，在上半平面引入 6.3(b)图中的半圆弧 C
(+)
R 。它与 ΓR 组成一条围线 ΓR+C

(+)
R ，

方向为逆时针方向，即正方向。由于 τ < 0，e−ip0τ 中的因子 eIm(p0)τ 在上半平面 (Im p0 > 0) 随
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着 R 增大而指数衰减，由 Jordan 引理得

lim
R→∞

∫
C

(+)
R

dp0 f(p0) = lim
R→∞

∫
C

(+)
R

dp0 e−ip0τ

[p0 − (Ep − iϵ)][p0 + (Ep − iϵ)] = 0, (6.203)

从而在 R→∞ 时推出

lim
R→∞

∫ R

−R
dp0 f(p0) = lim

R→∞

∫
ΓR+C

(+)
R

dp0 f(p0) = 2πi Res
p0=−(Ep−iϵ)

f(p0)

= 2πi Res
p0=−(Ep−iϵ)

e−ip0τ

[p0 − (Ep − iϵ)][p0 + (Ep − iϵ)]

= 2πi e−ip0τ

p0 − (Ep − iϵ)

∣∣∣∣∣
p0=−(Ep−iϵ)

= −2πi ei(Ep−iϵ)τ

2(Ep − iϵ) . (6.204)

取 ϵ→ 0+ 的极限，得到

lim
ϵ→0+

∫ +∞

−∞
dp0 e−ip0τ

[p0 − (Ep − iϵ)][p0 + (Ep − iϵ)] = −
πi
Ep

eiEpτ . (6.205)

归纳 τ > 0 时的 (6.202) 式和 τ < 0 时的 (6.205) 式，即得 (6.198) 式，证毕。
现在改写 (6.198) 式，将里面被积函数的分母化为

[p0 − (Ep − iϵ)][p0 + (Ep − iϵ)] = (p0)2 − (Ep − iϵ)2 = (p0)2 − E2
p + 2iϵEp + ϵ2

≃ p2 −m2 + iϵ. (6.206)

注意 2ϵEp > 0 作为无穷小量等价于 ϵ，而 ϵ 的二阶小量在最后一步中忽略掉了。再对 (6.198)
式两边同时乘以 i/(2π)，推出

lim
ϵ→0+

∫ +∞

−∞

dp0
2π

i e−ip0τ

p2 −m2 + iϵ =
1

2Ep

[
θ(τ)e−iEpτ + θ(−τ)eiEpτ

]
. (6.207)

将 τ 替换成 x0 − y0，得到

θ(x0 − y0) e−iEp(x0−y0)

2Ep
+ θ(y0 − x0) eiEp(x0−y0)

2Ep
=

∫ dp0
2π

i e−ip0(x0−y0)

p2 −m2 + iϵ . (6.208)

在这个式子和以后的讨论中，不再显明写出 ϵ → 0+ 的极限，但需要谨记 ϵ 是大于零的无穷小
量。将 (6.208) 式代入 (6.197) 式，即得

⟨0|T[ϕ(x)ϕ(y)] |0⟩ =
∫ d3p

(2π)3

∫ dp0
2π

i eip·(x−y)e−ip0(x0−y0)

p2 −m2 + iϵ =

∫ d4p

(2π)4
i e−ip·(x−y)

p2 −m2 + iϵ . (6.209)

于是，实标量场的 Feynman 传播子表达为

DF(x− y) = ⟨0|T[ϕ(x)ϕ(y)] |0⟩ =
∫ d4p

(2π)4
i

p2 −m2 + iϵ e−ip·(x−y). (6.210)
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注意，上式对 pµ 的所有取值进行积分，因而 p0 不一定等于 Ep。可见，四维动量 pµ 不一定满
足质壳条件 p2 = m2，而满足质壳条件的 pµ 正好对应于被积函数的极点。DF(x− y)是 Lorentz
不变的，而且是偶函数，

DF(y − x) =
∫ d4p

(2π)4
i eip·(x−y)

p2 −m2 + iϵ =
∫ d4p

(2π)4
i e−ip·(x−y)

p2 −m2 + iϵ = DF(x− y), (6.211)

第二步作了变量替换 pµ → −pµ。可见

ϕ(y)ϕ(x) = ϕ(x)ϕ(y). (6.212)

6.4.2 复标量场的 Feynman 传播子
在相互作用绘景中，复标量场 ϕ(x) 的平面波展开式仍然具有 (2.187) 的形式。将 ϕ(x) 和

ϕ†(x) 分解为正能解和负能解部分，得

ϕ(x) = ϕ(+)(x) + ϕ(−)(x), ϕ†(x) = ϕ†(+)(x) + ϕ†(−)(x), (6.213)

其中，

ϕ(+)(x) ≡
∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

ape−ip·x, ϕ(−)(x) ≡
∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

b†peip·x, (6.214)

ϕ†(+)(x) ≡
∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

bpe−ip·x, ϕ†(−)(x) ≡
∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

a†peip·x. (6.215)

(ap, a
†
p) 和 (bp, b

†
p) 是两套相互独立的产生湮灭算符，根据场算符缩并的定义 (6.161)，有

ϕ(x)ϕ(y) = ⟨0|T[ϕ(x)ϕ(y)] |0⟩ = 0, ϕ†(x)ϕ†(y) = ⟨0|T[ϕ†(x)ϕ†(y)] |0⟩ = 0. (6.216)

复标量场的 Feynman 传播子是非平庸的缩并，定义为

DF(x− y) ≡ ϕ(x)ϕ†(y) = ⟨0|T[ϕ(x)ϕ†(y)] |0⟩ . (6.217)

类似于上一小节的计算，利用产生湮灭算符的对易关系 (2.193)，得到

⟨0|ϕ(x)ϕ†(y) |0⟩ = ⟨0|ϕ(+)(x)ϕ†(−)(y) |0⟩

=

∫ d3p d3q

(2π)6
√
4EpEq

⟨0| ape−ip·xa†qeiq·y |0⟩ =
∫ d3p

(2π)3
e−ip·(x−y)

2Ep
, (6.218)

以及

⟨0|ϕ†(y)ϕ(x) |0⟩ = ⟨0|ϕ†(+)(y)ϕ(−)(x) |0⟩ =
∫ d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq
⟨0| bpe−ip·yb†qeiq·x |0⟩

=

∫ d3p d3q e−i(p·y−q·x)

(2π)6
√

4EpEq
⟨0| [bp, b

†
q] |0⟩ =

∫ d3p d3q e−i(p·y−q·x)

(2π)3
√
4EpEq

δ(3)(p− q)
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=

∫ d3p

(2π)3
eip·(x−y)

2Ep
. (6.219)

利用 (6.208) 式推出∫ d3p

(2π)3
1

2Ep
[θ(x0 − y0)e−ip·(x−y) + θ(y0 − x0)eip·(x−y)]

=

∫ d3p

(2π)3
eip·(x−y)

[
θ(x0 − y0)e−iEp(x0−y0)

2Ep
+ θ(y0 − x0)eiEp(x0−y0)

2Ep

]

=

∫ d3p

(2π)3
eip·(x−y)

∫ dp0
2π

i e−ip0(x0−y0)

p2 −m2 + iϵ , (6.220)

第一步将方括号中第二项的积分变量 p 替换成 −p，从而把 eip·(x−y) 中的 e−ip·(x−y) 因子变成
eip·(x−y) 因子。将三维动量积分和 p0 积分合成四维动量积分，得∫ d3p

(2π)3
1

2Ep
[θ(x0 − y0)e−ip·(x−y) + θ(y0 − x0)eip·(x−y)] =

∫ d4p

(2π)4
i e−ip·(x−y)

p2 −m2 + iϵ . (6.221)

于是，复标量场的 Feynman 传播子表达为

DF(x− y) = ⟨0|T[ϕ(x)ϕ†(y)] |0⟩

= θ(x0 − y0) ⟨0|ϕ(x)ϕ†(y) |0⟩+ θ(y0 − x0) ⟨0|ϕ†(y)ϕ(x) |0⟩

=

∫ d3p

(2π)3
1

2Ep
[θ(x0 − y0)e−ip·(x−y) + θ(y0 − x0)eip·(x−y)]

=

∫ d4p

(2π)4
i

p2 −m2 + iϵ e−ip·(x−y). (6.222)

可以看出，复标量场与实标量场具有相同形式的 Feynman传播子。此外，由 (6.153)式和DF(x−y)
的偶函数性质得

ϕ†(x)ϕ(y) = ⟨0|T[ϕ†(x)ϕ(y)] |0⟩ = ⟨0|T[ϕ(y)ϕ†(x)] |0⟩ = DF(y − x) = DF(x− y). (6.223)

也就是说，ϕ†(x)ϕ(y) 与 ϕ(x)ϕ†(y) 相等。

6.4.3 有质量矢量场的 Feynman 传播子
有质量实矢量场 Aµ(x) 的 Feynman 传播子 ∆µν

F (x− y) 定义为

∆µν
F (x− y) ≡ Aµ(x)Aν(y) = ⟨0|T[Aµ(x)Aν(y)] |0⟩ . (6.224)

根据展开式 (6.135)和 (6.136)、产生湮灭算符的对易关系 (4.128)、及极化求和关系 (4.102)，有

⟨0|Aµ(x)Aν(y) |0⟩ = ⟨0|Aµ(+)(x)Aν(−)(y) |0⟩
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=

∫ d3p d3q

(2π)6
√
4EpEq

∑
λλ′

⟨0| εµ(p, λ)ap,λe−ip·xεν∗(q, λ′)a†q,λ′eiq·y |0⟩

=

∫ d3p d3q e−i(p·x−q·y)

(2π)6
√
4EpEq

∑
λλ′

εµ(p, λ)εν∗(q, λ′) ⟨0| [ap,λ, a
†
q,λ′ ] |0⟩

=

∫ d3p d3q e−i(p·x−q·y)

(2π)3
√
4EpEq

∑
λλ′

εµ(p, λ)εν∗(q, λ′)δλλ′δ(3)(p− q)

=

∫ d3p e−ip·(x−y)

(2π)32Ep

∑
λ

εµ(p, λ)εν∗(p, λ) =
∫ d3p

(2π)3

(
−gµν + pµpν

m2

)
e−ip·(x−y)

2Ep
, (6.225)

以及

⟨0|Aν(y)Aµ(x) |0⟩ =
∫ d3p

(2π)3

(
−gνµ + pνpµ

m2

)
e−ip·(y−x)

2Ep
=

∫ d3p

(2π)3

(
−gµν + pµpν

m2

)
eip·(x−y)

2Ep
.

(6.226)
从而，

∆µν
F (x− y) = ⟨0|T[Aµ(x)Aν(y)] |0⟩

= θ(x0 − y0) ⟨0|Aµ(x)Aν(y) |0⟩+ θ(y0 − x0) ⟨0|Aν(y)Aµ(x) |0⟩

=

∫ d3p

(2π)3

(
−gµν + pµpν

m2

)
1

2Ep
[θ(x0 − y0)e−ip·(x−y) + θ(y0 − x0)eip·(x−y)]. (6.227)

由于最后一行大圆括号中的 pµpν/m2 项包含 p0 = Ep，不能应用 (6.208) 式直接将结果写成

∆µν
F (x− y) =

∫ d4p

(2π)4
−i(gµν − pµpν/m2)

p2 −m2 + iϵ e−ip·(x−y). (6.228)

为了得到简洁的表达式，我们需要将 pµpν/m2 转换为求导运算。记 ∂µx ≡ ∂/∂xµ，利用阶跃
函数与 δ 函数的关系

θ′(x) = δ(x), (6.229)

推出

∂µx∂
ν
x [θ(x

0 − y0)e−ip·(x−y) + θ(y0 − x0)eip·(x−y)]

= ∂µx [− ipνθ(x0 − y0)e−ip·(x−y) + gν0δ(x0 − y0)e−ip·(x−y) + ipνθ(y0 − x0)eip·(x−y)

− gν0δ(y0 − x0)eip·(x−y)]

= − pµpνθ(x0 − y0)e−ip·(x−y) − igµ0pνδ(x0 − y0)e−ip·(x−y) − ipµgν0δ(x0 − y0)e−ip·(x−y)

+ gµ0gν0∂0xδ(x
0 − y0)e−ip·(x−y) − pµpνθ(y0 − x0)eip·(x−y) − igµ0pνδ(y0 − x0)eip·(x−y)

− ipµgν0δ(y0 − x0)eip·(x−y) + gµ0gν0∂0xδ(y
0 − x0)eip·(x−y)

= − pµpν [θ(x0 − y0)e−ip·(x−y) + θ(y0 − x0)eip·(x−y)]

− i(gµ0pν + gν0pµ)δ(x0 − y0)[e−ip·(x−y) + eip·(x−y)]

+ gµ0gν0∂0xδ(x
0 − y0)[e−ip·(x−y) − eip·(x−y)], (6.230)
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故
pµpν

m2
[θ(x0 − y0)e−ip·(x−y) + θ(y0 − x0)eip·(x−y)]

= − ∂
µ
x∂

ν
x

m2
[θ(x0 − y0)e−ip·(x−y) + θ(y0 − x0)eip·(x−y)]

− i
m2

(gµ0pν + gν0pµ)δ(x0 − y0)[e−ip·(x−y) + eip·(x−y)]

+
gµ0gν0

m2
∂0xδ(x

0 − y0)[e−ip·(x−y) − eip·(x−y)]. (6.231)

由此将 ∆µν
F (x− y) 分解成三个部分，

∆µν
F (x− y) = fµν1 (x, y) + fµν2 (x, y) + fµν3 (x, y), (6.232)

它们分别是

fµν1 (x, y) ≡ −
(
gµν +

∂µx∂
ν
x

m2

)∫ d3p

(2π)3
1

2Ep
[θ(x0 − y0)e−ip·(x−y) + θ(y0 − x0)eip·(x−y)], (6.233)

fµν2 (x, y) ≡ − i
m2

∫ d3p

(2π)3
1

2Ep
(gµ0pν + gν0pµ)δ(x0 − y0)[e−ip·(x−y) + eip·(x−y)], (6.234)

fµν3 (x, y) ≡ gµ0gν0

m2

∫ d3p

(2π)3
1

2Ep
∂0xδ(x

0 − y0)[e−ip·(x−y) − eip·(x−y)]. (6.235)

根据 (6.221) 式，fµν1 (x, y) 化为

fµν1 (x, y) = −
(
gµν +

∂µx∂
ν
x

m2

)∫ d4p

(2π)4
i e−ip·(x−y)

p2 −m2 + iϵ =
∫ d4p

(2π)4
−i(gµν − pµpν/m2)

p2 −m2 + iϵ e−ip·(x−y).

(6.236)
δ(x0 − y0) 只在 x0 − y0 = 0 处非零，该处有 e−iEp(x0−y0) = eiEp(x0−y0) = 1，故

f i02 (x, y) = f 0i
2 (x, y) = − i

m2

∫ d3p

(2π)3
pi

2Ep
δ(x0 − y0)[e−ip·(x−y) + eip·(x−y)] = 0. (6.237)

上式中被积函数是关于 p的奇函数，因而对整个三维动量空间积分为零。此外，利用 Fourier变
换公式 ∫ d3p

(2π)3
eip·x =

∫ d3p

(2π)3
e−ip·x = δ(3)(x), (6.238)

导出

f 00
2 (x, y) = − i

m2

∫ d3p

(2π)3
2p0

2Ep
δ(x0 − y0)[eip·(x−y) + e−ip·(x−y)]

= − 2i
m2

δ(x0 − y0)δ(3)(x− y) = − 2i
m2

δ(4)(x− y). (6.239)

归纳起来，得到
fµν2 (x, y) = − 2i

m2
gµ0gν0δ(4)(x− y). (6.240)
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另一方面，根据 δ 函数的导数的定义，有∫
dx f(x)δ′(x− a) = −f ′(a) = −

∫
dx f ′(x)δ(x− a), (6.241)

因而对 (6.235) 式中的被积函数可作替换

∂0xδ(x
0 − y0)[e−ip·(x−y) − eip·(x−y)]→ −δ(x0 − y0)∂0x[e−ip·(x−y) − eip·(x−y)], (6.242)

故

fµν3 (x, y) = −g
µ0gν0

m2

∫ d3p

(2π)3
1

2Ep
δ(x0 − y0)∂0x[e−ip·(x−y) − eip·(x−y)]

= −g
µ0gν0

m2

∫ d3p

(2π)3
1

2Ep
δ(x0 − y0)[−ip0e−ip·(x−y) − ip0eip·(x−y)]

=
i

2m2
gµ0gν0

∫ d3p

(2π)3
δ(x0 − y0)[eip·(x−y) + e−ip·(x−y)] =

i
m2

gµ0gν0δ(4)(x− y). (6.243)

综合起来，有质量矢量场 Feynman 传播子的表达式为

∆µν
F (x− y) =

∫ d4p

(2π)4
−i(gµν − pµpν/m2)

p2 −m2 + iϵ e−ip·(x−y) − i
m2

gµ0gν0δ(4)(x− y). (6.244)

第一项是 Lorentz 张量，因而是 Lorentz 协变的，但第二项是非协变的。幸好，这个非协变项在
微扰论中的贡献被相互作用哈密顿量密度中非协变项 (6.92) 的贡献精确抵消（见 7.4 节），从而
理论是 Lorentz 协变的。因此，在实际计算中可以只保留协变项：

∆µν
F (x− y)→

∫ d4p

(2π)4
−i(gµν − pµpν/m2)

p2 −m2 + iϵ e−ip·(x−y). (6.245)

6.4.4 无质量矢量场的 Feynman 传播子
无质量实矢量场的 Feynman传播子依赖于规范的选择，这里我们取 Feynman规范 (ξ = 1)。

在相互作用绘景中，无质量实矢量场 Aµ(x) 的平面波展开式仍然具有 (4.229) 的形式，正能解
和负能解部分由 (4.252) 和 (4.253) 式给出：

Aµ(+)(x) =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

3∑
σ=0

eµ(p, σ)bp,σe−ip·x, (6.246)

Aµ(−)(x) =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

3∑
σ=0

eµ(p, σ)b†p,σeip·x. (6.247)

相应的 Feynman 传播子定义为

∆µν
F (x− y) ≡ Aµ(x)Aν(y) = ⟨0|T[Aµ(x)Aν(y)] |0⟩ . (6.248)
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根据产生湮灭算符的对易关系 (4.233) 和极化矢量的完备性关系 (4.67)，得到

⟨0|Aµ(x)Aν(y) |0⟩ = ⟨0|Aµ(+)(x)Aν(−)(y) |0⟩

=

∫ d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq

∑
σσ′

⟨0| eµ(p, σ)bp,σe−ip·xeν(q, σ′)b†q,σ′eiq·y |0⟩

=

∫ d3p d3q e−i(p·x−q·y)

(2π)6
√

4EpEq

∑
σσ′

eµ(p, σ)eν(q, σ′) ⟨0| [bp,σ, b
†
q,σ′ ] |0⟩

= −
∫ d3p d3q e−i(p·x−q·y)

(2π)3
√

4EpEq

∑
σσ′

eµ(p, σ)eν(q, σ′)gσσ′δ(3)(p− q)

= −
∫ d3p e−ip·(x−y)

(2π)32Ep

∑
σ

gσσe
µ(p, σ)eν(p, σ) = −gµν

∫ d3p

(2π)3
e−ip·(x−y)

2Ep
, (6.249)

以及
⟨0|Aν(y)Aµ(x) |0⟩ = −gνµ

∫ d3p

(2π)3
e−ip·(y−x)

2Ep
= −gµν

∫ d3p

(2π)3
eip·(x−y)

2Ep
. (6.250)

相应的 Feynman 传播子表达为

∆µν
F (x− y) = ⟨0|T[Aµ(x)Aν(y)] |0⟩

= θ(x0 − y0) ⟨0|Aµ(x)Aν(y) |0⟩+ θ(y0 − x0) ⟨0|Aν(y)Aµ(x) |0⟩

= −gµν
∫ d3p

(2π)3
1

2Ep
[θ(x0 − y0)e−ip·(x−y) + θ(y0 − x0)eip·(x−y)]. (6.251)

当质量 m = 0 时，(6.221) 式化为∫ d3p

(2π)3
1

2Ep
[θ(x0 − y0)e−ip·(x−y) + θ(y0 − x0)eip·(x−y)] =

∫ d4p

(2π)4
i e−ip·(x−y)

p2 + iϵ . (6.252)

于是，Feynman 规范下无质量矢量场的 Feynman 传播子为

∆µν
F (x− y) =

∫ d4p

(2π)4
−igµν
p2 + iϵ e−ip·(x−y). (6.253)

6.4.5 Dirac 旋量场的 Feynman 传播子
现在讨论 Dirac旋量场 ψa(x)的缩并。在相互作用绘景中，ψ(±)

a (x)的平面波展开式是 (6.138)
和 (6.139)，而 ψ̄a(x) 的平面波展开式仍然具有 (5.218) 的形式，分解为正能解和负能解两个部
分，有

ψ̄a(x) = ψ̄(+)
a (x) + ψ̄(−)

a (x), (6.254)

其中，

ψ̄(+)
a (x) ≡

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±

v̄a(p, λ)bp,λe−ip·x, (6.255)
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ψ̄(−)
a (x) ≡

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±

ūa(p, λ)a†p,λeip·x. (6.256)

容易看出，
ψa(x)ψb(y) = ψ̄a(x)ψ̄b(y) = 0. (6.257)

Dirac 旋量场 ψa(x) 的 Feynman 传播子 SF,ab(x− y) 定义为

SF,ab(x− y) ≡ ψa(x)ψ̄b(y) = ⟨0|T[ψa(x)ψ̄b(y)] |0⟩ . (6.258)

利用产生湮灭算符的反对易关系 (5.246) 和自旋求和关系 (5.214)，得到

⟨0|ψa(x)ψ̄b(y) |0⟩ = ⟨0|ψ(+)
a (x)ψ̄

(−)
b (y) |0⟩

=

∫ d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq

∑
λλ′

⟨0| ua(p, λ)ap,λe−ip·xūb(q, λ′)a†q,λ′eiq·y |0⟩

=

∫ d3p d3q e−i(p·x−q·y)

(2π)6
√
4EpEq

∑
λλ′

ua(p, λ)ūb(q, λ′) ⟨0| {ap,λ, a
†
q,λ′} |0⟩

=

∫ d3p d3q e−i(p·x−q·y)

(2π)3
√
4EpEq

∑
λλ′

ua(p, λ)ūb(q, λ′)δλλ′δ(3)(p− q)

=

∫ d3p e−ip·(x−y)

(2π)32Ep

∑
λ

ua(p, λ)ūb(p, λ) =
∫ d3p

(2π)3
(/p+m)ab

e−ip·(x−y)

2Ep
, (6.259)

以及

⟨0| ψ̄b(y)ψa(x) |0⟩ = ⟨0| ψ̄(+)
b (y)ψ(−)

a (x) |0⟩

=

∫ d3p d3q

(2π)6
√

4EpEq

∑
λλ′

⟨0| v̄b(p, λ)bp,λe−ip·yva(q, λ′)b†q,λ′eiq·x |0⟩

=

∫ d3p d3q e−i(p·y−q·x)

(2π)6
√

4EpEq

∑
λλ′

va(q, λ′)v̄b(p, λ) ⟨0| {bp,λ, b
†
q,λ′} |0⟩

=

∫ d3p d3q e−i(p·y−q·x)

(2π)3
√

4EpEq

∑
λλ′

va(q, λ′)v̄b(p, λ)δλλ′δ(3)(p− q)

=

∫ d3p e−ip·(y−x)

(2π)32Ep

∑
λ

va(p, λ)v̄b(p, λ) =
∫ d3p

(2π)3
(/p−m)ab

eip·(x−y)

2Ep
. (6.260)

从而将 Feynman 传播子化为

SF,ab(x− y) = ⟨0|T[ψa(x)ψ̄b(y)] |0⟩
= θ(x0 − y0) ⟨0|ψa(x)ψ̄b(y) |0⟩ − θ(y0 − x0) ⟨0| ψ̄b(y)ψa(x) |0⟩

=

∫ d3p

(2π)3

[
θ(x0 − y0)(γµpµ +m)ab

e−ip·(x−y)

2Ep
− θ(y0 − x0)(γµpµ −m)ab

eip·(x−y)

2Ep

]
= (γ0)ab

∫ d3p

(2π)3
1

2Ep
[Epθ(x

0 − y0)e−ip·(x−y) − Epθ(y
0 − x0)eip·(x−y)]
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+ (γi)ab

∫ d3p

(2π)3
1

2Ep
[piθ(x0 − y0)e−ip·(x−y) − piθ(y0 − x0)eip·(x−y)]

+mδab

∫ d3p

(2π)3
1

2Ep

[
θ(x0 − y0)e−ip·(x−y) + θ(y0 − x0)eip·(x−y)] . (6.261)

对于任意解析函数 g(p0)，可将 (6.208) 式推广为

θ(x0 − y0) g(Ep)e−iEp(x0−y0)

2Ep
+ θ(y0 − x0) g(−Ep)eiEp(x0−y0)

2Ep
=

∫ dp0
2π

ig(p0)e−ip0(x0−y0)

p2 −m2 + iϵ , (6.262)

这是因为左边第一项对应于 p0 = Ep − iϵ 处的留数，第二项对应于 p0 = −Ep + iϵ 处的留数。类
似于 (6.221) 式，推出∫ d3p

(2π)3
1

2Ep
[g(Ep)θ(x

0 − y0)e−ip·(x−y) + g(−Ep)θ(y
0 − x0)eip·(x−y)] =

∫ d4p

(2π)4
ig(p0)e−ip·(x−y)

p2 −m2 + iϵ .

(6.263)
取 g(p0) = p0，把 (6.261) 式第一项变成

(γ0)ab

∫ d3p

(2π)3
1

2Ep
[Epθ(x

0 − y0)e−ip·(x−y) − Epθ(y
0 − x0)eip·(x−y)] =

∫ d4p

(2π)4
i(γ0p0)abe−ip·(x−y)

p2 −m2 + iϵ .

(6.264)
利用 (6.221) 式将 (6.261) 式后两项化成

(γi)ab

∫ d3p

(2π)3
1

2Ep
[piθ(x0 − y0)e−ip·(x−y) − piθ(y0 − x0)eip·(x−y)]

+mδab

∫ d3p

(2π)3
1

2Ep

[
θ(x0 − y0)e−ip·(x−y) + θ(y0 − x0)eip·(x−y)]

= [i(γi)ab∂ix +mδab]

∫ d3p

(2π)3
1

2Ep

[
θ(x0 − y0)e−ip·(x−y) + θ(y0 − x0)eip·(x−y)]

= [i(γi)ab∂ix +mδab]

∫ d4p

(2π)4
i e−ip·(x−y)

p2 −m2 + iϵ =
∫ d4p

(2π)4
i(γipi +m)ab
p2 −m2 + iϵ e−ip·(x−y). (6.265)

把这三项加起来，得到 Dirac 旋量场的 Feynman 传播子

SF,ab(x− y) =
∫ d4p

(2π)4
i(γ0p0 + γip

i +m)ab
p2 −m2 + iϵ e−ip·(x−y) =

∫ d4p

(2π)4
i(/p+m)ab

p2 −m2 + iϵ e−ip·(x−y). (6.266)

写成旋量空间矩阵的形式是

SF(x− y) =
∫ d4p

(2π)4
i(/p+m)

p2 −m2 + iϵ e−ip·(x−y). (6.267)

根据 (5.126) 式，有
/p/p = p2, (6.268)

从而得到
(/p+m)(/p−m) = /p/p−m2 = p2 −m2, (6.269)



– 234 – 第 6 章 量子场的相互作用

故
(/p+m)(/p−m+ iϵ) = p2 −m2 + iϵ(/p+m). (6.270)

iϵ(/p+m) 是一个无穷小量，因而上式右边与 p2 −m2 + iϵ 等价，因此 (6.267) 式也可以表示成

SF(x− y) =
∫ d4p

(2π)4
i(/p+m)

(/p+m)(/p−m+ iϵ) e−ip·(x−y) =

∫ d4p

(2π)4
i

/p−m+ iϵ e−ip·(x−y). (6.271)

在最后的表达式里，可以将 1/(/p−m+ iϵ) 理解为 /p−m+ iϵ 的逆矩阵。

6.5 散射截面和衰变宽度
在没有相互作用的理论中，S 算符就是恒等算符 I，因而 S 矩阵元为 Sfi = ⟨f |S |i⟩ = ⟨f |i⟩。

对于存在相互作用的理论，6.2节的讨论表明，S 算符可以展开为级数 (6.126)。这个级数的 n = 0

项也是恒等算符，因此可以将 S 算符分解为

S = I+ iT, (6.272)

其中 iT 包含所有 n ≥ 1 的项。T 算符在初态与末态之间的期待值是 T 矩阵元

Tfi ≡ ⟨f |T |i⟩ , (6.273)

从而，S 矩阵元分解为
Sfi = ⟨f |i⟩+ iTfi. (6.274)

右边第一项意味着，即使理论中存在相互作用，初态也有一定概率自由地演化，也就是说，初
态中的粒子仍然有一定概率不发生任何相互作用。由此可见，S 矩阵中真正描述相互作用的项
是 iTfi。由于能动量守恒定律，初态 |i⟩ 中所有粒子的四维动量之和 pµi 必定等于末态 |f⟩ 中所
有粒子的四维动量之和 pµf，这意味着 T 矩阵元的形式为

iTfi = ⟨f | iT |i⟩ = (2π)4δ(4)(pi − pf ) iM. (6.275)

这里四维 δ 函数体现了能动量守恒定律。M 是 Lorentz 不变的，称为不变矩阵元 (invariant
matrix element)，或者不变散射振幅 (invariant scattering amplitude)，它是初末态四维动量的
函数。

6.5.1 跃迁概率
在发生相互作用时，i→ f 的跃迁概率可以表示成

Pfi =
|⟨f | iT |i⟩|2

⟨i|i⟩ ⟨f |f⟩
=

|Tfi|2

⟨i|i⟩ ⟨f |f⟩
, (6.276)
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其中 ⟨i|i⟩ 和 ⟨f |f⟩ 分别是初态 |i⟩ 和末态 |f⟩ 的自我内积，除以它们使得跃迁概率具有合适的
归一化。根据 δ 函数的性质 (2.57)，上式右边的分子为

|Tfi|2 = [(2π)4δ(4)(pi − pf )]2|M|2 = (2π)4δ(4)(0) · (2π)4δ(4)(pi − pf )|M|2. (6.277)

由 (2.59) 和 (2.68) 式，有∫
d4x e±ip·x =

∫
dx0 e±ip0x0

∫
d3x e∓ip·x = 2π δ(p0) · (2π)3δ(3)(p), (6.278)

可见，四维 δ 函数满足 Fourier 变换公式
∫

d4x e±ip·x = (2π)4δ(4)(p). (6.279)

在四维时空中，对于时空坐标的函数 f(x)，我们将 Fourier 变换约定为

f̃(p) =

∫
d4x eip·xf(x), (6.280)

而逆变换为

f(x) =

∫ d4p

(2π)4
e−ip·xf̃(p). (6.281)

现在有
(2π)4δ(4)(0) =

∫
d4x = Ṽ T̃ . (6.282)

其中，Ṽ 是空间积分区域的体积，T̃ 是时间积分范围的长度，对于全空间全时间积分，它们趋
于无穷大。于是，(6.277) 式化为

|Tfi|2 = Ṽ T̃ (2π)4δ(4)(pi − pf )|M|2. (6.283)

现在，讨论 2 体初态到 n 体末态的跃迁过程，即初态包含 2 个粒子 A 和 B，它们通过相
互作用发生散射，从而产生包含 n 个粒子的末态。设初态中两个粒子的动量分别为 pA 和 pB，
则 |i⟩ 可以用相应的产生算符表达为

|i⟩ =
√

4EAEB a
†
pA
a†pB
|0⟩ , EA,B = p0A,B =

√
|pA,B|2 +m2

A,B . (6.284)

此处我们省略了产生算符的螺旋度指标（或者说，自旋指标）。|0⟩ 是真空态，理论中任意湮灭算
符作用到它身上都将得到零。类似地，末态 |f⟩ 可以写成

|f⟩ =

(
n∏
j=1

√
2Ej a

†
pj

)
|0⟩ , Ej = p0j =

√
|pj|2 +m2

j . (6.285)
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其中，pj (j = 1, · · · , n) 是 n 个末态粒子的动量。此时，初态和末态的四维总动量分别是

pµi = pµA + pµB, pµf =
n∑
j=1

pµj . (6.286)

当 A 和 B 粒子由两个不同的量子场描述时，可以把初态 |i⟩ 改写为单粒子态的张量积，

|i⟩ =
√

2EA a
†
pA
|0⟩A ⊗

√
2EB a

†
pB
|0⟩B = |pA⟩A ⊗ |pB⟩B . (6.287)

这里 |0⟩A 和 |0⟩B 分别是描述 A 和 B 的两个量子场所对应的真空态。如同 (2.157) 式，单粒子
态 |pA⟩A 和 |pB⟩B 的自我内积分别是

⟨pA | pA⟩A = 2EA(2π)
3δ(3)(0) = 2EAṼ , ⟨pB | pB⟩B = 2EB(2π)

3δ(3)(0) = 2EBṼ . (6.288)

此处用到 (2.134) 式。于是，我们得到

⟨i|i⟩ = ⟨pA | pA⟩A ⟨pB | pB⟩B = 4EAEBṼ
2. (6.289)

当 A 和 B 粒子是由同一个量子场描述的全同粒子时，若 pA ̸= pB，则根据 (2.171) 或 (5.294)
式也能推出这个结果。如果末态不包含全同粒子，同理可得

⟨f |f⟩ =
n∏
j=1

(2EjṼ ). (6.290)

从而将跃迁概率化为

Pfi =
|Tfi|2

⟨i|i⟩ ⟨f |f⟩
=
Ṽ T̃ (2π)4δ(4)(pi − pf )|M|2

4EAEBṼ 2
n∏
j=1

(2EjṼ )
=
T̃ (2π)4δ(4)(pi − pf ) |M|2

4EAEBṼ
n∏
j=1

(2EjṼ )
. (6.291)

系统从遥远过去的初态 |i⟩ 演化到遥远未来的末态 |f⟩ 所经历的时间为 T̃ ，对于一组特定的末
态动量 {pj}，单位时间内的跃迁概率为

R{pj} =
Pfi

T̃
=
[
4EAEBṼ

n∏
j=1

(2EjṼ )
]−1

(2π)4δ(4)
(
pA + pB −

n∑
j=1

pj

)
|M|2. (6.292)

此处四维 δ 函数可以分解为

δ(4)
(
pA + pB −

n∑
j=1

pj

)
= δ(3)

(
pA + pB −

n∑
j=1

pj
)
δ
(
EA + EB −

n∑
j=1

Ej

)
. (6.293)

在这样的 2→ n 散射过程中，末态中 n 个粒子的动量可以取任意满足运动学要求的值，而能动
量守恒定律对应的运动学条件

pµA + pµB −
n∑
j=1

pµj = 0 (6.294)
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已经体现在 (6.292) 式的四维 δ 函数中。为了计算总的跃迁率，我们需要将 {pj} 的所有可能取
值包含起来，也就是说，需要对末态的动量相空间积分。

接下来，我们讨论如何包含末态粒子所有可能的动量取值。考察一维情况，先假定粒子局
限在 x ∈ [−L/2, L/2] 范围内运动，最后让 L→∞。为了确保动量微分算符 p̂x = −i∂/∂x 在区
间 [−L/2, L/2] 上是厄米算符，必须要求描述粒子的波函数 φ(x) 满足周期性边界条件3

φ

(
−L
2

)
= φ

(
L

2

)
. (6.295)

作为动量本征态的波函数是平面波解 φp(x) ∝ exp(ipx)，结合周期性边界条件，有

exp
(
− i
2
pL

)
= exp

(
i
2
pL

)
, (6.296)

故 exp(ipL) = 1，这意味着 pL = 2kπ (k = 0,±1,±2, · · · )。因此，动量本征值是

pk =
2π

L
k, k ∈ Z. (6.297)

当 L→∞ 时，相邻动量本征值之差变成动量的微分，

∆pk = pk+1 − pk =
2π

L
→ dp. (6.298)

从而得到
+∞∑

k=−∞

∆pk =
+∞∑

k=−∞

2π

L
→
∫ +∞

−∞
dp, (6.299)

即
+∞∑

k=−∞

→ L

2π

∫ +∞

−∞
dp. (6.300)

推广到三维情况，先假定粒子局限在体积为 Ṽ = L3 的立方体中运动，周期性边界条件相当
于将立方体表面上任意一点视作与位于相对的面上的对应点等同。满足此条件的动量本征值为

p =
2π

L
(k1, k2, k3), k1, k2, k3 ∈ Z, (6.301)

这是 (6.297) 式的推广。当 L→∞ 时，我们得到∑
k1k2k3

→ L3

(2π)3

∫
d3p =

Ṽ

(2π)3

∫
d3p . (6.302)

上式最左边代表对所有动量取值求和，当动量可取连续数值时，这种求和就化作最右边的动量
相空间积分。将 n 个末态粒子的所有动量取值都考虑进来，要对 (6.292) 式积分，从而得到单
位时间内 2→ n 散射过程的总跃迁概率为

R =

(
n∏
j=1

Ṽ

(2π)3

∫
d3pj

)
R{pj}

3参考曾谨言《量子力学》卷 I（第四版）§4.4.3。
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=
1

4EAEBṼ

(
n∏
j=1

∫ d3pj
(2π)32Ej

)
(2π)4δ(4)

(
pA + pB −

n∑
j=1

pj

)
|M|2. (6.303)

根据 2.3.4 小节的讨论，我们知道体积元 (2.161) 是 Lorentz 不变的，因而上式中相空间体积元
d3pj

(2π)32Ej
(6.304)

也是 Lorentz不变的，而且 (2.159)式表明相应的动量积分正好囊括了满足质壳条件且能量为正
的所有物理动量。

以上讨论只对末态不包含全同粒子的情况成立。假如末态包含全同粒子，在做完上述末态
相空间积分之后，还要除以相应的末态对称性因子 S，从而避免对全同量子态的重复计数。如
果末态中第 k 种粒子包含 nk 个全同粒子，则

S =
∏
k

nk! , (6.305)

而跃迁概率变成

R =
1

S
1

4EAEBṼ

(
n∏
j=1

∫ d3pj
(2π)32Ej

)
(2π)4δ(4)

(
pA + pB −

n∑
j=1

pj

)
|M|2. (6.306)

6.5.2 散射截面
现在，我们讨论束流打靶实验。如图 6.4 所示，固定靶 (fixed target) 由静止的 A 粒子组成，

束流 (beam)由 B 粒子组成。设束流中每个 B 粒子的运动速度相同，记为 vB，根据 (1.84)式，有
vB = pB/EB。记束流的横截面积为 A，则 t时间内束流的一个横截面经过的体积为 V = A|vB|t。
再设束流中 B 粒子的数密度为 nB，从而，体积 V 中的粒子数为 NB = nBV = nBA|vB|t。在单
位时间内穿过单位面积的 B 粒子数称为流密度，记作 jB，通过下式计算，

jB =
NB

At
=
nBA|vB|t

At
= nB|vB|. (6.307)

考虑流密度为 jB 的束流打到由 NA 个 A 粒子组成的靶上，则 t 时间内散射发生的次数可
以表示为

N = NA jB σ t. (6.308)

这里引入了物理量 σ，由量纲分析知道它具有面积量纲，称为散射截面 (scattering cross section)，
简称为截面 (cross section)。散射截面相当于发生散射的有效面积，表征散射过程的强度，由 A
粒子与 B 粒子的相互作用性质决定。截面的常用单位是靶 (barn)，记作 b，

1 b = 10−28 m2 = 2.568× 103 GeV−2. (6.309)
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AB
σ

A
pB

V = AlA

l = |pB|t

图 6.4: 束流打靶示意图。

在实际应用中经常遇到带着词头的小单位，换算关系为

1 b = 109 nb = 1012 pb = 1015 fb = 1018 ab, (6.310)

从而
1 GeV−2 = 3.894× 10−4 b = 3.894× 108 pb = 3.894× 10−28 cm2. (6.311)

于是，单位时间单位体积内散射发生的次数为

R =
N

V t
=
NAjBσ

V
=
NAnB|vB|σ

V
= nAnBσ|vB|, (6.312)

其中 nA = NA/V 相当于 A 粒子在体积 V 中的数密度。
如果只考虑一个 B 粒子打到一个 A 粒子上，那么，可以看作在体积 Ṽ 中仅有这两个粒子，

因而 nA = nB = 1/Ṽ ，此时 R可以用单位时间内的跃迁概率 R表示为 R = R/Ṽ 。根据 (6.306)
式，2→ n 散射过程的截面为

σ =
R

nAnB|vB|
=
R

Ṽ

Ṽ 2

|vB|
=
RṼ

|vB|

=
1

S
1

4EAEB|vB|

(
n∏
j=1

∫ d3pj
(2π)32Ej

)
(2π)4δ(4)

(
pA + pB −

n∑
j=1

pj

)
|M|2. (6.313)

上式对 A 粒子静止的参考系成立。我们需要把它推广到任意惯性系，从而可以处理 A 粒
子和 B 粒子处于任意运动状态的情况。为此应将散射截面 σ 定义为 Lorentz不变量。(6.313)式
最后一行中，除了第二个因子 (4EAEB|vB|)−1 之外，其余部分是 Lorentz 不变的。在 A 粒子静
止的参考系中，|vB| 就是 B 粒子与 A 粒子之间的相对速度。一般地，相对速度定义为

vrel ≡ |vA − vB|, (6.314)

其中 vA = pA/EA 是 A 粒子的运动速度。然而，EAEB vrel 并不是 Lorentz 不变量。
引入 Møller 速度

vMøl ≡
1

EAEB

√
(pA · pB)2 −m2

Am
2
B , (6.315)
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则入射流因子 EAEB vMøl 是 Lorentz 不变量。现在，我们用 vMøl 取代 |vB|，将散射截面定义为

σ =
1

S
1

4EAEB vMøl

(
n∏
j=1

∫ d3pj
(2π)32Ej

)
(2π)4δ(4)

(
pA + pB −

n∑
j=1

pj

)
|M|2. (6.316)

它是 Lorentz不变的，而且 R = nAnBσvMøl 也是 Lorentz不变的。当 A粒子静止时，EA = mA，
pA = 0，故

vMøl =
1

mAEB

√
m2

AE
2
B −m2

Am
2
B =

√
E2

B −m2
B

EB
=
|pB|
EB

= |vB|, (6.317)

此时截面定义式 (6.316) 可以恢复到 (6.313) 式。
在 (6.316) 式右边，不变振幅模方 |M|2 是动力学因素，而其它部分都属于运动学因素。在

运动学因素中，对末态动量的积分具有如下形式，

∫
dΠn =

(
n∏
j=1

∫ d3pj
(2π)32Ej

)
(2π)4δ(4)

(
pA + pB −

n∑
j=1

pj

)
. (6.318)

这个积分称为 n 体不变相空间。用这个记号把 (6.316) 式写得简洁一些，

σ =
1

S
1

4EAEB vMøl

∫
dΠn |M|2. (6.319)

如果 (6.316) 式右边不作积分，则对应于微分散射截面

dσ =
1

4EAEB vMøl

(
n∏
j=1

d3pj
(2π)32Ej

)
(2π)4δ(4)

(
pA + pB −

n∑
j=1

pj

)
|M|2. (6.320)

注意，计算微分截面 dσ 时不会对全同量子态重复计数，因而不需要考虑末态对称性因子 S，于
是截面与微分截面之间的关系为

σ =
1

S

∫
dσ. (6.321)

如果末态不包含全同粒子，则 S = 1。
下面进一步考察 Møller 速度 vMøl 的性质。设 A 与 B 粒子运动方向之间的夹角为 α，则

vA · vB = |vA||vB| cosα, |vA × vB| = |vA||vB| sinα, (6.322)

故

(vA · vB)
2 = |vA|2|vB|2 cos2 α = |vA|2|vB|2(1− sin2 α) = |vA|2|vB|2 − |vA × vB|2. (6.323)

从而推出

(1− vA · vB)
2 = 1− 2 vA · vB + (vA · vB)

2 = 1− 2 vA · vB + |vA|2|vB|2 − |vA × vB|2
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= 1 + |vA − vB|2 − |vA|2 − |vB|2 + |vA|2|vB|2 − |vA × vB|2

= |vA − vB|2 − |vA × vB|2 + (1− |vA|2)(1− |vB|2). (6.324)

将 A 和 B 的四维动量分解为时间分量和空间分量，

pµA = (EA, pA) = EA(1, vA), pµB = (EB, pB) = EB(1, vB). (6.325)

这两个四维动量的内积为

pA · pB = EAEB − pA · pB = EAEB(1− vA · vB). (6.326)

于是导出

(pA · pB)2 −m2
Am

2
B = E2

AE
2
B(1− vA · vB)

2 −m2
Am

2
B

= E2
AE

2
B(|vA − vB|2 − |vA × vB|2) + E2

AE
2
B(1− |vA|2)(1− |vB|2)−m2

Am
2
B

= E2
AE

2
B(|vA − vB|2 − |vA × vB|2) + (E2

A − |pA|2)(E2
B − |pB|2)−m2

Am
2
B

= E2
AE

2
B(|vA − vB|2 − |vA × vB|2) +m2

Am
2
B −m2

Am
2
B

= E2
AE

2
B(|vA − vB|2 − |vA × vB|2). (6.327)

因此，由 Møller 速度的定义 (6.315) 得

vMøl =
1

EAEB

√
(pA · pB)2 −m2

Am
2
B =

1

EAEB

√
E2

AE
2
B(|vA − vB|2 − |vA × vB|2)

=
√
|vA − vB|2 − |vA × vB|2. (6.328)

在非相对论近似下，|vA|, |vB| ≪ 1，那么 |vA × vB|2 相比于 |vA − vB|2 是高阶小量，则 vMøl ≃
|vA − vB| = vrel 是 Newton 力学中粒子 A 与 B 之间的相对速度。因此，可以认为 vMøl 是相对
速度在狭义相对论中的推广。

一般地，如果 vA× vB = 0，则 vMøl = vrel 严格成立，入射流因子化为 EAEB vrel。满足这个
条件的一种情况是 vA 或 vB 为零，即 A 粒子或 B 粒子静止。另一种情况是 A 粒子与 B 粒子
的运动方向相同或相反，后者在对撞机 (collider) 实验中经常遇到。因为在束流迎头对撞时，两
股束流中的粒子具有相反的运动方向。当 vMøl = vrel 时，散射截面 (6.316) 化为

σ =
1

S
1

4EAEB|vA − vB|

(
n∏
j=1

∫ d3pj
(2π)32Ej

)
(2π)4δ(4)

(
pA + pB −

n∑
j=1

pj

)
|M|2. (6.329)

即
σ =

1

S
1

4EAEB|vA − vB|

∫
dΠn |M|2. (6.330)

注意，对于极端相对论极限下的束流对撞，|vA| = |vB| = 1且 vB = −vA，故 vrel = |vA−vB| = 2，
它是真空光速的 2 倍，不再是传统意义上的相对速度。
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对粒子能动量的实验测量是在实验室参考系中进行的。不过，对于多个粒子组成的系统，在
质量中心参考系（center-of-mass system，简称质心系）中描述粒子运动状态通常要比实验室系
容易得多。质心系定义为使系统总动量为零的参考系，满足

pA + pB =
n∑
j=1

pj = 0. (6.331)

质心系中系统的总能量称为质心能 (center-of-mass energy) ECM，满足

ECM = EA + EB =
n∑
j=1

Ej. (6.332)

由 (pA + pB)
2 = (EA + EB)

2 − (pA + pB)
2 = (EA + EB)

2 = E2
CM 可知，ECM 是 Lorentz 不变量。

在任意参考系中，可采用

ECM =
√

(pA + pB)2 =
√

(p1 + p2 + · · ·+ pn)2 (6.333)

来计算质心能。
根据狭义相对性原理，物理定律在一切惯性参考系中具有相同的形式。如果某个过程能够

在质心系中发生，则在其它惯性系中也能发生。因此，利用质心系可以简便地分析发生某个过
程需要满足的运动学条件。在质心系中，当所有末态粒子的动量 pj 都为零时，质心能最低，为∑

jmj。所以，发生 2→ n 散射过程的运动学条件是

ECM >
n∑
j=1

mj, (6.334)

即质心能应当大于末态粒子质量之和。若 ECM =
∑

jmj，则末态相空间体积为零，散射过程不
能发生。可以认为，质心能 ECM 是激发粒子系统内部相互作用的有效能量。

6.5.3 两体散射运动学
接下来讨论 2→ 2 散射，即 n = 2 的情况，此时末态包含 2 个粒子。在质心系中，有

pA + pB = p1 + p2 = 0, (6.335)

因而
|pA| = |pB|, |p1| = |p2|. (6.336)

可见，初态中 pA 与 pB 大小相等，方向相反，故 vMøl = vrel；末态中 p1 与 p2 也是大小相等，
方向相反。这些动量在质心系中的关系如图 6.5(a) 所示，其中 θ 是 p1 与 pA 之间的夹角，称为
散射角 (scattering angle)。质心能满足

ECM = EA + EB = E1 + E2. (6.337)
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(a) 动量关系
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θ

φ

(b) 球坐标系定义

图 6.5: 质心系中 2→ 2 散射过程示意图。

发生这个过程的运动学条件是
ECM > m1 +m2. (6.338)

根据 (6.329) 和 (6.318) 式，2→ 2 散射截面可以写成

σ =
1

S
1

4EAEB |vA − vB|

∫
dΠ2 |M|2. (6.339)

计算 2 体不变相空间中的积分，得到∫
dΠ2 =

∫ d3p1
(2π)32E1

d3p2
(2π)32E2

(2π)4δ(4)(pA + pB − p1 − p2)

=

∫ d3p1
(2π)24E1E2

δ(ECM − E1 − E2)

=

∫
dΩ d|p1|

|p1|2

16π2E1E2

δ
(
ECM −

√
|p1|2 +m2

1 −
√
|p1|2 +m2

2

)
. (6.340)

第二步结合三维 δ 函数 δ(3)(pA + pB − p1 − p2) 作出 p2 的三维积分，这样积分看起来没有效果，
但实际上是要求 p2 满足动量守恒条件 pA + pB − p1 − p2 = 0，因此后续计算中出现的 p2 应该
满足这个条件，在质心系中则体现为 p2 = −p1，故 E2 =

√
|p2|2 +m2

2 =
√
|p1|2 +m2

2。应当注
意，这里 ECM 是由 ECM = EA + EB 定义的。第三步建立球坐标系，如图 6.5(b) 所示，以 pA

方向为极轴方向，以散射角 θ 为极角 (polar angle)，将 p1 投影在垂直于 pA 的平面上以定义方
位角 (azimuthal angle) ϕ，从而将 p1 动量空间的体积元分解为 d3p1 = |p1|2 d|p1| dΩ，其中立体
角的微分

dΩ = sin θ dθ dϕ. (6.341)

θ 的取值范围为 [0, π]，ϕ 的取值范围为 [0, 2π]。现在，δ 函数的宗量是关于 |p1| 的函数，利用
(2.62)式，作出 |p1|的积分，从而要求 |p1|在后续计算中满足能量守恒条件，导致 ECM = E1+E2，
并得到 ∫

dΠ2 =

∫
dΩ |p1|2

16π2E1E2

∣∣∣∣ d
d|p1|

(
ECM −

√
|p1|2 +m2

1 −
√
|p1|2 +m2

2

)∣∣∣∣−1

=

∫
dΩ |p1|2

16π2E1E2

(
2|p1|

2
√
|p1|2 +m2

1

+
2|p1|

2
√
|p1|2 +m2

2

)−1
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=

∫
dΩ |p1|2

16π2E1E2

[
|p1|

(
1

E1

+
1

E2

)]−1

=

∫
dΩ |p1|2

16π2E1E2

E1E2

|p1|(E1 + E2)

=
|p1|

16π2ECM

∫
dΩ. (6.342)

将上式代入散射截面表达式 (6.339)，得

σ =
1

S
1

4EAEB |vA − vB|
|p1|

16π2ECM

∫
dΩ |M|2. (6.343)

注意，|M|2 是初末态四维动量的函数，这里已经将表征能动量守恒的四维 δ 函数积掉了，意味
着在后续计算 |M|2 时必须要求初末态动量满足能动量守恒关系 pµA + pµB = pµ1 + pµ2。另一方面，
质心系中关于立体角的微分散射截面表达为(

dσ
dΩ

)
CM

=
1

64π2

1

EAEB |vA − vB|
|p1|
ECM

|M|2. (6.344)

接下来把初末态粒子的能量和动量表达为质心能的函数。利用末态粒子在质心系中的动量
关系 |p1| = |p2|，得

ECM = E1 + E2 = E1 +
√
|p1|2 +m2

2 = E1 +
√
E2

1 −m2
1 +m2

2 , (6.345)

故
E2

1 −m2
1 +m2

2 = (ECM − E1)
2 = E2

CM − 2ECME1 + E2
1 , (6.346)

即
2ECME1 = E2

CM +m2
1 −m2

2, (6.347)

从而 E1 表示为
E1 =

1

2ECM
(E2

CM +m2
1 −m2

2). (6.348)

同理，E2 表示为
E2 =

1

2ECM
(E2

CM +m2
2 −m2

1). (6.349)

可见，质量较大的末态粒子在质心系中分得的能量较多。根据质壳条件，有

|p1|2 = E2
1 −m2

1 =
1

4E2
CM

(E2
CM +m2

1 −m2
2)

2 −m2
1

=
1

4E2
CM

[E4
CM +m4

1 +m4
2 + 2E2

CMm
2
1 − 2E2

CMm
2
2 − 2m2

1m
2
2 − 4E2

CMm
2
1]

=
1

4E2
CM

(E4
CM +m4

1 +m4
2 − 2E2

CMm
2
1 − 2E2

CMm
2
2 − 2m2

1m
2
2)

=
1

4E2
CM

λ(E2
CM,m

2
1,m

2
2). (6.350)

其中

λ(x, y, z) ≡ x2 + y2 + z2 − 2xy − 2xz − 2yz = (x− y − z)2 − 4yz (6.351)
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称为 Källén 函数，它关于 x, y, z 对称，是 Gunnar Källén 在其教科书《Elementary Particle
Physics》(1964) 中引入的。可见，末态粒子的动量满足

|p1| = |p2| =
1

2ECM
λ1/2(E2

CM,m
2
1,m

2
2) =

ECM

2
λ1/2

(
1,

m2
1

E2
CM

,
m2

2

E2
CM

)
. (6.352)

于是，质心系微分散射截面 (6.344) 式可以改写成
(

dσ
dΩ

)
CM

=
1

128π2EAEB |vA − vB|
λ1/2

(
1,

m2
1

E2
CM

,
m2

2

E2
CM

)
|M|2. (6.353)

将类似分析应用到初态上，同理得到质心系中初态粒子能量为

EA =
1

2ECM
(E2

CM +m2
A −m2

B), EB =
1

2ECM
(E2

CM +m2
B −m2

A), (6.354)

动量大小为
|pA| = |pB| =

ECM

2
λ1/2

(
1,
m2

A
E2

CM
,
m2

B
E2

CM

)
. (6.355)

下面讨论一些特殊情况。
(1) 如果散射过程关于对撞轴 ( pA 对应的直线) 具有旋转对称性，则不变振幅M 与 ϕ 无

关，只是 θ 的函数，从而∫
dΩ |M(θ)|2 =

∫ 2π

0

dϕ
∫ π

0

dθ sin θ |M(θ)|2 = 2π

∫ π

0

dθ sin θ |M(θ)|2. (6.356)

此时散射截面为

σ =
1

S

∫
dΩ
(

dσ
dΩ

)
CM

=
1

S
1

64πEAEB |vA − vB|
λ1/2

(
1,

m2
1

E2
CM

,
m2

2

E2
CM

)∫ π

0

dθ sin θ |M(θ)|2.

(6.357)
(2) 如果初态 2 个粒子的质量相同，mA = mB = mi，末态 2 个粒子的质量也相同，m1 =

m2 = mf，则 (6.348)、(6.349) 和 (6.354) 式意味着

EA = EB = E1 = E2 =
ECM

2
, (6.358)

即初态两个粒子平分质心能，末态两个粒子也平分质心能。此时，如果末态 2 个粒子是全同的，
那么末态对称性因子 S = 2，否则 S = 1。另一方面，由

λ(x, y, y) = x2 + 2y2 − 4xy − 2y2 = x(x− 4y) (6.359)

得
λ1/2

(
1,

m2

E2
CM

,
m2

E2
CM

)
=

√
1− 4m2

E2
CM

, (6.360)

故初末态动量大小为

|pA| = |pB| =
ECMβi

2
, |p1| = |p2| =

ECMβf
2

, (6.361)
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其中
βi ≡

√
1− 4m2

i

E2
CM

=
|pA|
EA

=
|pB|
EB

, βf ≡

√
1−

4m2
f

E2
CM

=
|p1|
E1

=
|p2|
E2

. (6.362)

根据狭义相对论中运动速度的定义，βi 是任一初态粒子在质心系中的运动速率，而 βf 是任一
末态粒子的运动速率。从而，由 pB = −pA 得

|vA − vB| =
∣∣∣∣ pA

EA
− pB

EB

∣∣∣∣ = 2|pA|
EA

= 2βi, (6.363)

入射流因子变成
EAEB|vA − vB| =

E2
CMβi
2

. (6.364)

于是，(6.353) 式化为 (
dσ
dΩ

)
CM

=
βf |M|2

64π2E2
CMβi

. (6.365)

(3) 如果初末态 4 个粒子的质量相同，mA = mB = m1 = m2，则 βi = βf，有(
dσ
dΩ

)
CM

=
|M|2

64π2E2
CM

. (6.366)

6.5.4 衰变宽度
即使没有与其它粒子散射，一个粒子也不一定是稳定的。不稳定粒子 A 自身可以通过相互

作用衰变 (decay) 成其它粒子。假设 t 时刻有 N(t) 个静止的 A 粒子，每个 A 粒子在单位时间
内发生衰变的概率是常数 Γ，那么 t+dt时刻衰变引起的 A粒子数量变化为 dN = −ΓNdt。以
此求得

N(t) = N(0) exp(−Γt), (6.367)

即 A 粒子数量随时间按指数规律下降。
于是，一个静止的 A 粒子在衰变之前存活的时间 t 服从指数分布，归一化概率密度为

P (t) = Γ exp(−Γt) = 1

τ
exp

(
− t
τ

)
, (6.368)

其中

τ ≡ 1

Γ
(6.369)

称为粒子的寿命 (lifetime)。由 t 的期待值

⟨t⟩ = 1

τ

∫ ∞

0

te−t/τdt = −
∫ ∞

0

t de−t/τ = −te−t/τ
∣∣∞
0
+

∫ ∞

0

e−t/τdt = −τe−t/τ
∣∣∞
0

= τ (6.370)

可知，寿命是粒子在静止系中存活的平均时间。在自然单位制中，Γ 具有质量的量纲，称为衰变
宽度 (decay width)，简称宽度。
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A 粒子可能有多种衰变过程。在一次衰变中，某个衰变过程 i→ f 发生的概率称为此过程
的分支比 (branching ratio)，记作 Bf。衰变过程 i→ f 的分宽度 (partial decay width) 定义为

Γf = ΓBf , (6.371)

它是 A粒子静止系中衰变过程 i→ f 在单位时间内发生的概率。所有衰变过程的分支比之和应
该是归一的，故 ∑

f

Bf =
1

Γ

∑
f

Γf = 1, Γ =
∑
f

Γf . (6.372)

总宽度 Γ 是所有分宽度之和。
我们可以通过跃迁概率计算衰变过程 i→ f 的分宽度。现在，初态 |i⟩ 只包含 1 个粒子 A，

末态 |f⟩ 则包含 n ≥ 2 个粒子。因此，|i⟩ 的自我内积为

⟨i|i⟩ = 2EAṼ , (6.373)

类似于 (6.291) 式，跃迁概率是

Pfi =
|Tfi|2

⟨i|i⟩ ⟨f |f⟩
=
Ṽ T̃ (2π)4δ(4)(pA − pf )|M|2

2EAṼ
n∏
j=1

(2EjṼ )
=
T̃ (2π)4δ(4)(pA − pf )|M|2

2EA
n∏
j=1

(2EjṼ )
. (6.374)

对于一组特定的末态动量 {pj}，单位时间内的跃迁概率为

R{pj} =
Pfi

T̃
=

[
2EA

n∏
j=1

(2EjṼ )

]−1

(2π)4δ(4)
(
pA −

n∑
j=1

pj

)
|M|2. (6.375)

将末态动量的所有取值考虑进来，可得单位时间内衰变过程 i→ f 的发生概率为

Rf =
1

S

(
n∏
j=1

Ṽ

(2π)3

∫
d3pj

)
R{pj} =

1

S
1

2EA

(
n∏
j=1

∫ d3pj
(2π)32Ej

)
(2π)4δ(4)

(
pA −

n∑
j=1

pj

)
|M|2,

(6.376)
其中 S 是末态对称性因子。在 A 粒子静止系中，EA = mA，而 Rf 的值就是分宽度 Γf，故

Γf =
1

S
1

2mA

(
n∏
j=1

∫ d3pj
(2π)32Ej

)
(2π)4δ(4)

(
pA −

n∑
j=1

pj

)
|M|2. (6.377)

由上式可以看出，衰变分宽度和总宽度是 Lorentz 不变的，因而寿命也是 Lorentz 不变量。
若 A 粒子是标量玻色子，自旋为 0，则 A 粒子静止系没有特殊的方向，于是，任何一个末

态粒子在动量方向上呈球对称分布。若 A 粒子具有非零自旋，则自旋方向是 A 粒子静止系的
特殊方向，于是，末态粒子在动量方向上呈轴对称分布，以 A 粒子自旋方向为轴；在实际情况
中，初态中 A 粒子自旋的取向往往是不确定的，但它取不同方向的概率往往相同，那么，我们
可以对 A 粒子的自旋方向取平均，从而末态粒子在动量方向上也呈球对称分布。
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由于 A粒子的静止系就是末态粒子的质心系，有 ECM = mA。因此，类似于 (6.334)式，发
生衰变的运动学条件是

mA >
n∑
j=1

mj, (6.378)

即 A 粒子只能向质量之和小于 mA 的其它粒子衰变。

6.5.5 衰变运动学
下面分别讨论两体和三体衰变的运动学。
(1) 对于两体衰变，n = 2。在 A 粒子的静止系中，由于 ECM = mA，(6.348) 和 (6.349) 式

化为
E1 =

1

2mA
(m2

A +m2
1 −m2

2), E2 =
1

2mA
(m2

A +m2
2 −m2

1). (6.379)

而 (6.352) 式化为
|p1| = |p2| =

mA

2
λ1/2

(
1,
m2

1

m2
A
,
m2

2

m2
A

)
. (6.380)

2 体不变相空间 (6.342) 变成 ∫
dΠ2 =

|p1|
16π2mA

∫
dΩ. (6.381)

此处 dΩ = sin θ dθ dϕ，而 θ 和 ϕ 分别是 p1 在球坐标系中的极角和方位角。于是，衰变过程
i→ f 的分宽度表达为

Γf =
1

S
1

2mA

∫
dΠ2 |M|2 =

1

S
|p1|

32π2m2
A

∫
dΩ |M|2

=
1

S
1

64π2mA
λ1/2

(
1,
m2

1

m2
A
,
m2

2

m2
A

)∫
dΩ |M|2. (6.382)

如果 m1 ̸= m2，则两个末态粒子必定不是全同粒子，而 S = 1。
如果 A 粒子的自旋为 0，或者对它的自旋方向取平均，按照前述讨论，末态粒子在动量方

向上呈球对称分布。此时，不变振幅模方 |M|2 与 θ、ϕ 无关，对立体角积分只给出一个 4π 因
子，故两体衰变分宽度为

Γf =
1

S
|p1|

8πm2
A
|M|2 = 1

S
|M|2

16πmA
λ1/2

(
1,
m2

1

m2
A
,
m2

2

m2
A

)
. (6.383)

进一步，如果末态 2 个粒子质量相同，m1 = m2 = m，则由 (6.360) 式得

λ1/2
(
1,
m2

1

m2
A
,
m2

2

m2
A

)
= λ1/2

(
1,
m2

m2
A
,
m2

m2
A

)
=

√
1− 4m2

m2
A
. (6.384)
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b
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µ

A
= (mA, y)

p
µ

1
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p
µ

3
= (E3, T3)

p
µ
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(a) A 粒子静止系
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T̃2

T̃3 = T̃A

θ̃23

(b) 粒子 1 和 2 的质心系

图 6.6: 三体衰变过程的动量示意图。

从而，分宽度化为
Γf =

1

S
|M|2

16πmA

√
1− 4m2

m2
A
. (6.385)

如果两个末态粒子是全同粒子，则 S = 2。
(2) 对于三体衰变，n = 3，衰变过程 i→ f 的分宽度表示成

Γf =
1

S
1

2mA

∫
dΠ3 |M|2, (6.386)

其中，3 体不变相空间为∫
dΠ3 =

∫ d3p1
(2π)32E1

d3p2
(2π)32E2

d3p3
(2π)32E3

(2π)4δ(4)(pA − p1 − p2 − p3). (6.387)

这里，我们只在 A 粒子的静止系中讨论它没有自旋或者对它的自旋方向取平均的情况，如
前所述，此时末态粒子在动量方向上呈球对称分布，不变振幅模方 |M|2 与末态粒子的运动方
向无关。根据动量守恒定律，0 = pA = p1 + p2 + p3，即末态 3 个粒子的三维动量之和为零，因
而这 3 个三维动量矢量处在同一个平面内，如图 6.6(a) 所示。对于确定的 p1 和 p3，第 2 个
粒子的三维动量 p2 = −p1 − p3 由动量守恒定律决定。对 p2 积分，可消去代表动量守恒定律的
δ(3)(pA − p1 − p2 − p3)，得到∫

dΠ3 =
1

8(2π)5

∫ d3p1 d3p3
E1E2E3

δ(mA − E1 − E2 − E3)

=
1

8(2π)5

∫
dΩ1 d|p1| dΩ3 d|p3|

|p1|2|p3|2

E1E2E3

δ(mA − E1 − E2 − E3). (6.388)

其中，Ω1 和 Ω3 分别是 p1 和 p3 对应的立体角。
对粒子 1 的质壳条件 |p1|2 +m2

1 = E2
1 两边求微分，得 2|p1| d|p1| = 2E1dE1，对粒子 3 也

可以得到类似的式子，故

|p1| d|p1| = E1dE1, |p3| d|p3| = E3dE3. (6.389)
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从而 ∫
dΠ3 =

1

8(2π)5

∫
dE1

∫
dE3

∫
dΩ1

∫
dΩ3
|p1||p3|
E2

δ(mA − E1 − E2 − E3). (6.390)

这里将对 E1 和 E3 的积分放在外层，对 Ω1 和 Ω3 的积分放在内层。
将 p1 与 p3 方向之间的夹角记为 θ13，则粒子 3 的立体角微分表示为

dΩ3 = sin θ13 dθ13 dϕ3 = −d cos θ13 dϕ3, (6.391)

其中 ϕ3 是粒子 3 动量方向的方位角。对于确定的 E1 和 E3，|p1| =
√
E2

1 −m2
1 和 |p3| =√

E2
3 −m2

3 也是确定的，而 E2 依赖于 E1、E3 和 cos θ13，表达为

E2 =
√
m2

2 + |p2|2 =
√
m2

2 + |p1 + p3|2 =
√
m2

2 + |p1|2 + |p3|2 + 2|p1||p3| cos θ13 . (6.392)

从而，δ(mA − E1 − E2 − E3) 的宗量依赖于 cos θ13，导致对 cos θ13 的积分不是平庸的。由
∂E2

∂ cos θ13
=

2|p1||p3|
2
√
m2

2 + |p1|2 + |p3|2 + 2|p1||p3| cos θ13
=
|p1||p3|
E2

(6.393)

有 ∣∣∣∣∂(mA − E1 − E2 − E3)

∂ cos θ13

∣∣∣∣ = |p1||p3|
E2

, (6.394)

再利用 (2.62) 式，作出对 cos θ13、ϕ3、Ω1 的积分，得∫
dΠ3 =

1

8(2π)5

∫
dE1

∫
dE3

∫
dΩ1

∫ 2π

0

dϕ3

∫ 1

−1

d cos θ13
|p1||p3|
E2

δ(mA − E1 − E2 − E3)

=
1

8(2π)5

∫
dE1

∫
dE3

∫
dΩ1

∫ 2π

0

dϕ3
|p1||p3|
E2

∣∣∣∣∂(mA − E1 − E2 − E3)

∂ cos θ13

∣∣∣∣−1

=
1

4(2π)3

∫
dE1

∫
dE3. (6.395)

从而，分宽度 (6.386) 化为

Γf =
1

S
1

(2π)3
1

8mA

∫ Emax
1

Emin
1

dE1

∫ Emax
3

Emin
3

dE3 |M(E1, E3)|2. (6.396)

注意，使用上式计算时需要把不变振幅M 表达为 E1 和 E3 的函数，而且要仔细考虑 E1 和 E3

的积分上下限。
在实践中，把 E1 和 E3 当作积分变量并不方便，我们可以将它们替换成更加便利的变量。

引入两个 Lorentz 不变量

s12 ≡ (p1 + p2)
2 = (pA − p3)2 = m2

A +m2
3 − 2mAE3, (6.397)

s23 ≡ (p2 + p3)
2 = (pA − p1)2 = m2

A +m2
1 − 2mAE1, (6.398)

它们在不同参考系中具有相同的值。我们可以把粒子 1 和 2 组成的系统看成一个等效粒子，四
维动量为 pµ12 = pµ1 + pµ2。由于 p212 = (p1 + p2)

2 = s12，√s12 相当于这个等效粒子的质量，称
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为粒子 1 和 2 的不变质量 (invariant mass)，它也是粒子 1 和 2 组成的系统的质心能。类似地，
√
s23 是粒子 2 和 3 的不变质量。s12 和 s23 的微分分别正比于 E3 和 E1 的微分，

ds12 = −2mAdE3, ds23 = −2mAdE1. (6.399)

于是将三体衰变分宽度的积分式 (6.396) 改写为

Γf =
1

S
1

256π3m3
A

∫ smax
12

smin
12

ds12
∫ smax

23

smin
23

ds23 |M(s12, s23)|2. (6.400)

使用上式计算时，需要把不变振幅M 表达为 s12 和 s23 的函数。接下来，我们讨论 s12 和 s23

的积分上下限。这里把对 s23 的积分放在内层，积分上下限会依赖于 s12。
如图 6.6(b) 所示，在粒子 1 和 2 的质心系中，p̃1 + p̃2 = 0，质心能 ẼCM =

√
s12。这里我

们用波浪线标记此参考系中的物理量。根据 (6.349) 式，粒子 2 的能量为

Ẽ2 =
1

2
√
s12

(s12 +m2
2 −m2

1). (6.401)

动量守恒定律给出 p̃3 = p̃A − p̃1 − p̃2 = p̃A，由 s12 的 Lorentz 不变性有

s12 = (p1 + p2)
2 = (p̃1 + p̃2)

2 = (p̃A − p̃3)2 = p̃2A + p̃23 − 2 p̃A · p̃3
= m2

A +m2
3 − 2ẼAẼ3 + 2 p̃A · p̃3 = m2

A +m2
3 − 2

√
|p̃3|2 +m2

A Ẽ3 + 2|p̃3|2

= m2
A +m2

3 − 2

√
Ẽ2

3 −m2
3 +m2

A Ẽ3 + 2Ẽ2
3 − 2m2

3

= m2
A − 2

√
Ẽ2

3 −m2
3 +m2

A Ẽ3 + 2Ẽ2
3 −m2

3. (6.402)

整理得 2
√
Ẽ2

3 −m2
3 +m2

A Ẽ3 = m2
A − s12 + 2Ẽ2

3 −m2
3，两边平方，推出

4(Ẽ2
3 −m2

3 +m2
A)Ẽ

2
3 = (m2

A − s12 + 2Ẽ2
3 −m2

3)
2

= (m2
A − s12 −m2

3)
2 + 4Ẽ4

3 + 4(m2
A − s12 −m2

3)Ẽ
2
3 . (6.403)

再整理，得 4s12Ẽ
2
3 = (m2

A − s12 −m2
3)

2，故粒子 3 的能量为

Ẽ3 =
1

2
√
s12

(m2
A − s12 −m2

3). (6.404)

(6.401) 和 (6.404) 式右边是 Lorentz 不变的，而且，对于确定的 s12，Ẽ2 和 Ẽ3 是确定的。
另一方面，由 s23 的 Lorentz 不变性有

s23 = (p2 + p3)
2 = (p̃2 + p̃3)

2 = (Ẽ2 + Ẽ3)
2 − |p̃2 + p̃3|2, (6.405)

这里，
|p̃2 + p̃3|2 = |p̃2|2 + |p̃3|2 + 2|p̃2||p̃3| cos θ̃23, (6.406)



– 252 – 第 6 章 量子场的相互作用

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

s12 in units of m2
A

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

s 2
3

in
u
n
it
s

o
f
m

2 A

(m2 +m3)
2

(mA −m1)
2

(m
1
+
m

2
)2 (m

A
−
m

3
)2

smin
23

smax
23

mA = 4m1 = 5m2 = 8m3

图 6.7: 当 mA = 4m1 = 5m2 = 8m3 时，三体衰变运动学的积分区域。

其中 θ̃23 是 p̃2 与 p̃3 方向之间的夹角。当 cos θ̃23 = 1 时，|p̃2 + p̃3|2 = |p̃2|2 + |p̃3|2 + 2|p̃2||p̃3| =
(|p̃2|+ |p̃3|)2，而 s23 取得最小值

smin
23 = (Ẽ2 + Ẽ3)

2 − (|p̃2|+ |p̃3|)2 = (Ẽ2 + Ẽ3)
2 −

(√
Ẽ2

2 −m2
2 +

√
Ẽ2

3 −m2
3

)2
. (6.407)

当 cos θ̃23 = −1 时，|p̃2 + p̃3|2 = |p̃2|2 + |p̃3|2 − 2|p̃2||p̃3| = (|p̃2| − |p̃3|)2，而 s23 取得最大值

smax
23 = (Ẽ2 + Ẽ3)

2 − (|p̃2| − |p̃3|)2 = (Ẽ2 + Ẽ3)
2 −

(√
Ẽ2

2 −m2
2 −

√
Ẽ2

3 −m2
3

)2
. (6.408)

对于确定的 s12，(6.407) 和 (6.408) 式分别给出 s23 的积分下限和上限。注意，它们是 Lorentz
不变的。

在粒子 1 和 2 的质心系中，

s12 = (p̃1 + p̃2)
2 = (Ẽ1 + Ẽ2)

2 − |p̃1 + p̃2|2 = (Ẽ1 + Ẽ2)
2. (6.409)

可见，当 Ẽ1 = m1 且 Ẽ2 = m2 时，s12 取得最小值

smin
12 = (m1 +m2)

2. (6.410)

在 A 粒子的静止系中，根据 (6.397) 式，当 E3 = m3 时，s12 取得最大值

smax
12 = m2

A +m2
3 − 2mAm3 = (mA −m3)

2. (6.411)

注意 s12 的积分下限 (6.410) 和积分上限 (6.411) 也是 Lorentz 不变的。
图 6.7 画出三体衰变运动学的积分区域，设 mA = 4m1 = 5m2 = 8m3。
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习　题
6.1 考虑 d 维时空中的作用量

S =

∫
ddxL(x), (6.412)

其中拉氏量

L =
1

2
(∂µϕ)∂µϕ−

1

2
(∂µAν)∂

µAν +
1

2
(∂νAµ)∂

µAν + iψ̄γµ∂µψ (6.413)

由实标量场 ϕ(x)、实矢量场 Aµ(x) 和 Dirac 旋量场 ψ(x) 构成的。在自然单位制下，依然
有 [S] = [E]0 和 [xµ] = [E]−1，据此分析 L、ϕ、Aµ 和 ψ 的量纲。

6.2 根据有质量实矢量场的平面波展开式 (4.110)，证明

[Aµ(x), Aν(y)] = 0, (x− y)2 < 0. (6.414)

6.3 证明级数 (6.106) 中 n = 3 的项

I ≡
∫ t

t0

dt1
∫ t1

t0

dt2
∫ t2

t0

dt3H1(t1)H1(t2)H1(t3) (6.415)

满足
3! I =

∫ t

t0

dt1
∫ t

t0

dt2
∫ t

t0

dt3 T[H1(t1)H1(t2)H1(t3)]. (6.416)

6.4 对于 Dirac 旋量场 ψ(x) 和实矢量场 Aµ(x)，根据 Wick 定理写出

T[Aµ(x)ψ̄(x)γµψ(x)Aν(y)ψ̄(y)γνψ(y)] (6.417)

的正规乘积表达式，只需包含非零缩并。

6.5 对于拉氏量 (4.290) 描述的有质量复矢量场 Aµ(x)，推出 Feynman 传播子

Aµ(x)Aν†(y) = ⟨0|T[Aµ(x)Aν†(y)] |0⟩ (6.418)

的表达式

Aµ(x)Aν†(y) =

∫ d4p

(2π)4
−i(gµν − pµpν/m2)

p2 −m2 + iϵ e−ip·(x−y) − i
m2

gµ0gν0δ(4)(x− y). (6.419)

6.6 在质心系中考虑 2→ n 散射过程，将入射流因子表达为

EAEB|vA − vB| =
E2

CM
2

λ1/2
(
1,
m2

A
E2

CM
,
m2

B
E2

CM

)
. (6.420)
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z

T

Tz

Th

θ

图 6.8: 纵向和横向动量示意图。

6.7 一个粒子的质量为 m，四维动量为 pµ = (E, px, py, pz)。将 z 轴方向视作纵向，则快度

ξ = tanh−1 pz
E

(6.421)

对应于沿纵向的 Lorentz 增速变换。定义赝快度 (pseudorapidity)

η ≡ − ln tan θ
2
, (6.422)

其中 θ 是动量 p 与 z 轴之间的夹角，如图 6.8 所示。横向动量表达为 pT = (px, py, 0)，定
义横向能量

ET ≡
√
m2 + |pT|2 =

√
m2 + p2x + p2y . (6.423)

(a) 证明 η = ξ 对 m = 0 成立。
(b) 证明

E = ET cosh ξ, pz = ET sinh ξ. (6.424)

(c) 证明
ξ = ln E + pz

ET
, (6.425)

且
ξ =

1

2
ln E + pz
E − pz

. (6.426)

(d) 假设这个粒子衰变为粒子 1 和粒子 2，证明

m =
√
m2

1 +m2
2 + 2[E1TE2T cosh(ξ1 − ξ2)− p1T · p2T] , (6.427)

其中 mi、EiT、piT 和 ξi 分别是粒子 i 的质量、横向能量、横向动量和快度。
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上一章告诉我们，为了预言散射截面和衰变宽度这样的实验观测量，需要从理论上计算不
变振幅 iM。因此，根据 (6.275) 式，我们需要计算 T 矩阵元 iTfi = ⟨f | iT |i⟩。对于 T 矩阵
元所涉及的场算符的时序乘积，Wick 定理提供了处理方法。在本章中我们将看到，对微扰论某
一阶应用 Wick 定理，能够得到散射振幅的表达式，而且相应的相互作用过程可以用 Feynman
图 (diagram) 表示出来。Feynman 图上的元素具有对应的表达式，这种对应就是 Feynman 规则
(rule)。

将一个相互作用理论的 Feynman 图元素和 Feynman 规则归纳出来之后，我们就可以绕开
应用Wick定理时出现的繁琐计算，直接画出特定相互作用过程的 Feynman图，并依照 Feynman
规则写出散射振幅表达式，大大地简化计算过程。

7.1 Yukawa 理论
接下来，我们以实标量场 ϕ(x) 和 Dirac 旋量场 ψ(x) 的 Yukawa 理论为例进行讨论，相应

的拉氏量是 (6.6) 式。在这个理论中，根据 (6.12) 式，相互作用拉氏量 (6.9) 的相反数就是相互
作用哈密顿量密度，

H1(x) = −LY(x) = κϕ(x)ψ̄(x)ψ(x). (7.1)

由 (6.126) 和 (6.272) 式，有

S = I+ iT =
∞∑
n=0

(−i)n
n!

∫
d4x1 · · · d4xn T[H1(x1) · · ·H1(xn)]. (7.2)

可见，S 算符的相互作用部分
iT =

∞∑
n=1

iT (n), (7.3)

其中

iT (n) ≡ (−i)n
n!

∫
d4x1 · · · d4xn T[H1(x1) · · ·H1(xn)]. (7.4)

这是 iT 在微扰论中的级数展开式，n 是展开式的阶 (order)。将 (7.1) 式代入 (7.4) 式，即得
Yukawa 理论中通项 iT (n) 的表达式

iT (n) =
(−iκ)n
n!

∫
d4x1 · · · d4xn T[ϕ(x1)ψ̄(x1)ψ(x1) · · ·ϕ(xn)ψ̄(xn)ψ(xn)]. (7.5)

255
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在第 n 阶，iT (n) 包含一个 (−iκ)n 因子。当耦合常数 κ 比较小时，计算贡献到相互作用过程的
最低阶就能够得到比较精确的结果。

在 iT 展开式的第 1 阶，即 κ1 阶，根据 Wick 定理 (6.166)，有

iT (1) = −iκ
∫

d4xT[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)] = −iκ
∫

d4xN[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x) + ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)]. (7.6)

此处，非平庸的场缩并只有一项，这是因为实标量场 ϕ(x) 和 Dirac 旋量场 ψ(x) 具有不同的产
生湮灭算符，故

ϕ(x)ψ̄(x) = ϕ(x)ψ(x) = 0. (7.7)

(6.144) 式表明，对产生湮灭算符的乘积取正规排序之后，真空期待值为零。因此，为了得到非
零的 T 矩阵元 ⟨f | iT |i⟩，初态 |i⟩ 和末态 |f⟩ 应当包含适当类型和数量的产生湮灭算符，使它
们刚好能够与场算符一一发生缩并（定义见下）。

引入三种具有确定动量和螺旋度的单粒子态，

旋量场 ψ 的正费米子态 ∣∣p+, λ
〉
=
√

2Ep a
†
p,λ |0⟩ , (7.8)

旋量场 ψ 的反费米子态 ∣∣p−, λ
〉
=
√

2Ep b
†
p,λ |0⟩ , (7.9)

标量场 ϕ 的玻色子态 |p⟩ =√2Ep c
†
p|0⟩. (7.10)

为避免混淆，此处将 ϕ(x)的产生算符改记为 c†p。对于正反粒子不同的情况，我们在动量的右上
角用正号代表正粒子态，负号代表反粒子态。这些右矢可以单独作为 T 矩阵元 ⟨f | iT |i⟩ 中的初
态 |i⟩，相应的左矢可以单独作为末态 ⟨f |。对真空态作用多个产生算符，就得到包含多个粒子
的初态。比如， ∣∣p+, λ; q−, λ′; k

〉
=
√

8EpEqEk a
†
p,λb

†
q,λ′c

†
k |0⟩ (7.11)

描述的初态包含 1 个动量为 p、螺旋度为 λ 的 Dirac 正费米子 ψ，1 个动量为 q、螺旋度为 λ′

的 Dirac 反费米子 ψ̄，以及 1 个动量为 k 的实标量玻色子 ϕ。这里，我们用 ψ、ψ̄ 和 ϕ 分别作
为正费米子、反费米子和实标量玻色子的名称，符号与场的符号相同，但意义不同。另一方面，〈

p+, λ; q−, λ′; k
∣∣ =√8EpEqEk ⟨0| ap,λbq,λ′ck (7.12)

描述相应的末态。注意，在上面两个式子中，特意让态矢符号中的动量排列次序与相应产生湮
灭算符的排列次序相同，使得下文在表示场算符与初末态缩并方面比较方便。这种约定与一般
的左矢定义不同，使末态记法不同于 2.3.4 和 5.5.4 两个小节中关于双粒子态的记法，对双费米
子态实际上相差一个负号，但在振幅模方上不会造成差别。

现在，利用 Dirac旋量场和实标量场的正负能解展开式 (6.138)、(6.139)、(6.255)、(6.256)、
(6.132) 和 (6.133)，我们讨论场算符与初末态的非零缩并，并要求这种缩并将算符转化为 c 数。
场算符的正能解部分包含湮灭算符，将它作用在具有相应产生算符的初态上可以给出非零的 c
数，我们将这种作用定义为场算符与初态的缩并。从而，ψ(x) 与正费米子初态的缩并定义为

ψa(x)
∣∣p+, λ

〉
≡ ψ(+)

a (x)
∣∣p+, λ

〉
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=

∫ d3q

(2π)3
1√
2Eq

∑
λ′=±

ua(q, λ′)aq,λ′e−iq·x√2Ep a
†
p,λ |0⟩

=

∫ d3q

(2π)3

√
Ep√
Eq

∑
λ′=±

ua(q, λ′)e−iq·x{aq,λ′ , a
†
p,λ} |0⟩

=

∫
d3q

√
Ep√
Eq

∑
λ′=±

ua(q, λ′)e−iq·xδλ′λδ
(3)(q− p) |0⟩ = ua(p, λ)e−ip·x |0⟩ . (7.13)

第四步用到产生湮灭算符的反对易关系 (5.246)。类似地，ψ̄(x) 与反费米子初态的缩并定义为

ψ̄a(x)
∣∣p−, λ

〉
≡ ψ̄(+)

a (x)
∣∣p−, λ

〉
=

∫ d3q

(2π)3
1√
2Eq

∑
λ′=±

v̄a(q, λ′)bq,λ′e−iq·x√2Ep b
†
p,λ|0⟩

= v̄a(p, λ)e−ip·x |0⟩ . (7.14)

此外，ϕ(x) 与实标量玻色子初态的缩并定义为

ϕ(x) |p⟩ ≡ ϕ(+)(x) |p⟩ =
∫ d3q

(2π)3
1√
2Eq

cqe−iq·x√2Ep c
†
p |0⟩

=

∫ d3q

(2π)3

√
Ep√
Eq

e−iq·x[cq, c
†
p] |0⟩ =

∫
d3q

√
Ep√
Eq

e−iq·xδ(3)(q− p) |0⟩ = e−ip·x |0⟩ . (7.15)

第四步用到产生湮灭算符的对易关系 (2.122)。这三种缩并均包含正能解因子 e−ip·x。
另一方面，场算符的负能解部分包含产生算符，将它作用在具有相应湮灭算符的末态上可

以得到非零的 c 数，我们将这种作用定义为场算符与末态的缩并。ψ̄(x) 与正费米子末态的缩并
定义为 〈

p+, λ
∣∣ ψ̄a(x) ≡ 〈p+, λ

∣∣ ψ̄(−)
a (x) =

∫ d3q

(2π)3
⟨0|
√

2Ep ap,λ
1√
2Eq

∑
λ′=±

ūa(q, λ′)a†q,λ′eiq·x

=

∫ d3q

(2π)3

√
Ep√
Eq

∑
λ′=±

ūa(q, λ′) ⟨0| {ap,λ, a
†
q,λ′}eiq·x = ⟨0| ūa(p, λ)eip·x. (7.16)

ψ(x) 与反费米子末态的缩并定义为
〈
p−, λ

∣∣ψa(x) ≡ 〈p−, λ
∣∣ψ(−)

a (x) =

∫ d3q

(2π)3
⟨0|
√

2Ep bp,λ
1√
2Eq

∑
λ′=±

va(q, λ′)b†q,λ′eiq·x

= ⟨0| va(p, λ)eip·x. (7.17)

ϕ(x) 与实标量玻色子末态的缩并定义为

⟨p|ϕ(x) ≡ ⟨p|ϕ(−)(x) =

∫ d3q

(2π)3
⟨0|
√

2Ep cp
1√
2Eq

c†qeiq·x

=

∫ d3q

(2π)3

√
Ep√
Eq

eiq·x ⟨0| [cp, c
†
q] =

∫
d3q

√
Ep√
Eq

eiq·x ⟨0| δ(3)(q− p) = ⟨0| eip·x. (7.18)

这三种缩并均包含负能解因子 eip·x。
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7.1.1 κ1 阶 Feynman 图
根据 (7.6) 式，可以将 iT (1) 分为两项，iT (1) = iT (1)

1 + iT (1)
2 ，这两项分别是

iT (1)
1 ≡ −iκ

∫
d4xN[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)], (7.19)

iT (1)
2 ≡ −iκ

∫
d4xN[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)]. (7.20)

我们先来讨论 iT (1)
1 。要得到非平庸的 T 矩阵元 ⟨f | iT (1)

1 |i⟩，初态和末态中需要包含 3 个粒子，
可列出 8 种情况。

第 1种情况中，考虑初态包含 1对正反费米子和 1个实标量玻色子，|i⟩ = |p+, λ; q−, λ′; k⟩，
末态是真空态，⟨f | = ⟨0|，相应的 T 矩阵元为

⟨0| iT (1)
1

∣∣p+, λ; q−, λ′; k
〉
= −iκ

∫
d4x ⟨0|N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)]

∣∣p+, λ; q−, λ′; k
〉

= −iκ
∫

d4x ⟨0|ϕ(+)(x)ψ̄(+)
a (x)ψ(+)

a (x)
∣∣p+, λ; q−, λ′; k

〉
= −iκ

∫
d4x ⟨0|N[ϕ(x)ψ̄a(x)ψa(x)]

∣∣p+, λ; q−, λ′; k
〉

= −iκ
∫

d4x ⟨0| e−ik·xv̄a(q, λ′)e−iq·xua(p, λ)e−ip·x |0⟩

= −iκ
∫

d4x v̄(q, λ′)u(p, λ)e−i(p+q+k)·x ⟨0|0⟩

= −iκ v̄(q, λ′)u(p, λ) (2π)4δ(4)(p+ q + k). (7.21)

第二步将场算符分解为正能解和负能解部分，本来应该有 8 项，但只有 1 项贡献非零。第三步
用到场算符与初态缩并的定义。最后一步用到 ⟨0|0⟩ = 1以及 Fourier变换公式 (6.279)，对 x积
分，得出一个体现初末态能动量守恒的四维 δ 函数。此处，对时空坐标积分意味着将所有时空
点的贡献叠加起来。这个结果符合 (6.275) 式的形式，可见，相应的不变振幅为

iM = −iκ v̄(q, λ′)u(p, λ). (7.22)

图 7.1(a) 用图形表示这个过程，时间方向自左向右。这种图形化表示称为 Feynman 图。
在 Feynman 图中，我们用虚线表示实标量玻色子的运动，带箭头的实线表示 Dirac 费米子的运
动。图上用箭头标明三个粒子的四维动量 pµ、qµ 和 kµ 的方向；这只是示意性的，不用精确对应
于三维空间中三维动量的实际方向；此外，可以认为这些四维动量的相反数 −pµ、−qµ 和 −kµ
的方向与图上方向相反。

费米子线上的箭头代表费米子线的方向，可以认为是费米子所携带的某种 U(1) 荷（ψ 和
ψ̄ 携带的 U(1) 荷相反）流动的方向，或者说费米子数 (fermion number) 流动的方向。对于费
米子数守恒的理论，比如这里的 Yukawa 理论，一条连续费米子线只有一个方向，它与正费米
子的运动方向相同，而与反费米子的运动方向相反。因此，正费米子的动量方向与费米子线上
的箭头方向相同，反费米子则相反。实标量场 ϕ(x) 描述的玻色子是自身的反粒子，不具有任何
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图 7.1: iT (1)
1 贡献的 8 种三外线 Feynman 图。时间方向自左向右。

U(1) 荷，因而不需要在线上标注箭头，即纯中性粒子的线上没有箭头。反过来，凡是正反粒子
不一样的情况（对应于复场），都应当在粒子线上标注箭头。三条粒子线相交代表相互作用的发
生，称为顶点 (vertex)。在顶点附近注明相应的时空坐标。从顶点到初末态粒子的连线称为外
线 (external line)，也称为外腿 (external leg)。图 7.1(a) 包含 1 个顶点和 3 条外线，并标注了
顶点对应的时空坐标 xµ。

可以看到，Feynman 图清晰地体现了运动情况和相互作用过程。此外，还可以让 Feynman
图的每个部分对应于一个代数表达式，将这些表达式拼接起来，就得到 T 矩阵元 ⟨f | iT |i⟩ 的表
达式。这样的对应关系形成一套 Feynman 规则。以图 7.1(a) 为例，根据 (7.21) 式，三条外线
分别对应于场算符 ϕ(x)、ψ̄(x)、ψ(x)与初态的缩并，从而可以归纳出如下位置空间中的入射外
线 Feynman 规则，

ψ, λ x
p

= ⟨0|ψ(x)
∣∣p+, λ

〉
= ⟨0|ψ(+)(x)

∣∣p+, λ
〉
= u(p, λ)e−ip·x, (7.23)

ψ̄, λ x

p

= ⟨0| ψ̄(x)
∣∣p−, λ

〉
= ⟨0| ψ̄(+)(x)

∣∣p−, λ
〉
= v̄(p, λ)e−ip·x, (7.24)

φ x

p

= ⟨0|ϕ(x) |p⟩ = ⟨0|ϕ(+)(x) |p⟩ = e−ip·x. (7.25)

由于正费米子动量方向与线上方向相同，我们省略了标明动量方向的箭头；反费米子动量方向
与线上方向相反，因而将两个箭头都标示出来。也就是说，如果没有标明动量的方向，则它与
粒子线上的方向相同。
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另一方面，位置空间中 Yukawa 相互作用的顶点 Feynman 规则为

x

= −iκ
∫

d4x . (7.26)

注意，图中从顶点引出来的三条线不是外线，而是三个“线头”，用于连接相应类型的外线或下
文引入的内线。Yukawa 相互作用项 LY = −κϕψ̄ψ 中的三个场算符分别对应于顶点上的三个线
头，ϕ(x)对应于虚线头，ψ(x)对应于指向顶点的实线头，ψ̄(x)对应于背向顶点的实线头。可见，
如果拉氏量中一个相互作用项包括 n 个场算符，就会从相应顶点处引出 n 个线头。

现在，我们可以绕过Wick 定理，直接从图 7.1(a) 出发，根据 Feynman 规则写出 T 矩阵元

⟨0| iT (1)
1

∣∣p+, λ; q−, λ′; k
〉
= −iκ

∫
d4x v̄(q, λ′)u(p, λ)e−i(p+q+k)·x. (7.27)

在写下费米子的贡献时，应当注意次序，要逆着费米子线上的方向逐项写出来，这样得到的是
数 v̄(q, λ′)u(p, λ)，而非矩阵 u(p, λ)v̄(q, λ′)。
第 2 种情况中，考虑初态是真空态，|i⟩ = |0⟩，末态包含 1 对正反费米子和 1 个实标量玻

色子，⟨f | = ⟨p+, λ; q−, λ′; k|，相应的 T 矩阵元为〈
p+, λ; q−, λ′; k

∣∣ iT (1)
1 |0⟩ = −iκ

∫
d4x

〈
p+, λ; q−, λ′; k

∣∣N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)] |0⟩
= +iκ

∫
d4x

〈
p+, λ; q−, λ′; k

∣∣ϕ(−)(x)ψ(−)
a (x)ψ̄(−)

a (x) |0⟩

= +iκ
∫

d4x
〈
p+, λ; q−, λ′; k

∣∣N[ϕ(x)ψa(x)ψ̄a(x)] |0⟩
= +iκ

∫
d4x ⟨0| eik·xva(q, λ′)eiq·xūa(p, λ)eip·x |0⟩

= +iκ
∫

d4x ū(p, λ)v(q, λ′)ei(p+q+k)·x

= +iκ ū(p, λ)v(q, λ′) (2π)4δ(4)(p+ q + k)

= −iκ
∫

d4x
〈
p+, λ; q−, λ′; k

∣∣N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)] |0⟩ , (7.28)

Feynman 图如图 7.1(e) 所示。由此可以归纳出如下位置空间中的出射外线 Feynman 规则，

x ψ, λ
p

=
〈
p+, λ

∣∣ ψ̄(x) |0⟩ = 〈p+, λ
∣∣ ψ̄(−)(x) |0⟩ = ū(p, λ)eip·x, (7.29)

x ψ̄, λ

p

=
〈
p−, λ

∣∣ψ(x) |0⟩ = 〈p−, λ
∣∣ψ(−)(x) |0⟩ = v(p, λ)eip·x, (7.30)

x φ

p

= ⟨p|ϕ(x) |0⟩ = ⟨p|ϕ(−)(x) |0⟩ = eip·x. (7.31)
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初末态粒子满足质壳条件 (1.79)，而且能量为正，属于在壳 (on-shell) 粒子。入射外线联系着初
态粒子，出射外线联系着末态粒子，因而外线上的动量是在壳的。

在 (7.28) 式的第二步中，为了让各个场算符依次对末态中相应的粒子进行缩并，我们交换
了两个费米子场算符的位置，因而带来一个额外的负号，使最前面的符号从负号变为正号，这
样的符号一直保留到倒数第二步的表达式中。不过，不应该认为这改变了顶点 Feynman 规则。
应该认为顶点规则 (7.26) 仍然适用，只是在应用时需要考虑交换两个费米子场算符带来的额外
负号。T 矩阵元是概率振幅，计算观测量时使用的是它的模方，因而额外的负号对观测量没有
影响。然而，在下文中我们会看到，如果一个过程存在多个概率振幅，则振幅之间的相对符号会
影响观测量。

在最后一步里面，我们调换第三步中两个费米子场算符的次序，回到相互作用拉氏量中的
次序，从而将最前面的符号改回来，但代表场算符缩并的线会纠缠起来。经过这样的处理，我
们可以看出第一步与最后一步之间的联系：

计算 T 矩阵元时，正规乘积的非平庸期待值等于将场算符与初末态缩并
之后的结果，而且，当场算符次序保持相互作用拉氏量中的次序时，不会出
现额外的负号。

这就是 T 矩阵元的缩并规律。熟悉这个规律之后，我们可以在第一步结果上添加缩并线，直接
写出最后一步，再调换场算符将纠缠的缩并线解开，使各个场算符依次与初末态中相应粒子缩
并，得到第三步，从而跳过用正负能解表达的第二步。这个规律是普遍的，后面的计算会不断
地验证它，并且，我们将利用它确定多个振幅之间的相对符号。

剩下的 6 种情况对应于 Feynman 图 7.1(b)、7.1(c)、7.1(d)、7.1(f)、7.1(g)、7.1(h)，相应
的 T 矩阵元如下。

图 7.1(b) :
〈
p+, λ; q−, λ′

∣∣ iT (1)
1 |k⟩

= −iκ
∫

d4x
〈
p+, λ; q−, λ′

∣∣N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)] |k⟩
= +iκ

∫
d4x

〈
p+, λ; q−, λ′

∣∣ψ(−)
a (x)ψ̄(−)

a (x)ϕ(+)(x) |k⟩

= +iκ
∫

d4x
〈
p+, λ; q−, λ′

∣∣N[ψa(x)ψ̄a(x)ϕ(x)] |k⟩
= +iκ

∫
d4x va(q, λ′)ūa(p, λ)e−i(k−p−q)·x = +iκ

∫
d4x ū(p, λ)v(q, λ′)e−i(k−p−q)·x

= +iκ ū(p, λ)v(q, λ′) (2π)4δ(4)(k − p− q)

= −iκ
∫

d4x
〈
p+, λ; q−, λ′

∣∣N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)] |k⟩ . (7.32)

图 7.1(c) :
〈
q+, λ′; k

∣∣ iT (1)
1

∣∣p+, λ
〉

= −iκ
∫

d4x
〈
q+, λ′; k

∣∣N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)] ∣∣p+, λ
〉
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= −iκ
∫

d4x
〈
q+, λ′; k

∣∣ϕ(−)(x)ψ̄(−)(x)ψ(+)(x)
∣∣p+, λ

〉
= −iκ

∫
d4x

〈
q+, λ′; k

∣∣N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)] ∣∣p+, λ
〉

= −iκ
∫

d4x ū(q, λ′)u(p, λ)e−i(p−q−k)·x

= −iκ ū(q, λ′)u(p, λ) (2π)4δ(4)(p− q − k). (7.33)

图 7.1(d) :
〈
q−, λ′; k

∣∣ iT (1)
1

∣∣p−, λ
〉

= −iκ
∫

d4x
〈
q−, λ′; k

∣∣N[ϕ(x)ψ̄a(x)ψa(x)] ∣∣p−, λ
〉

= +iκ
∫

d4x
〈
q−, λ′; k

∣∣ϕ(−)(x)ψ(−)
a (x)ψ̄(+)

a (x)
∣∣p−, λ

〉
= +iκ

∫
d4x

〈
q−, λ′; k

∣∣N[ϕ(x)ψa(x)ψ̄a(x)] ∣∣p−, λ
〉

= +iκ
∫

d4x va(q, λ′)v̄a(p, λ)e−i(p−q−k)·x = +iκ
∫

d4x v̄(p, λ)v(q, λ′)e−i(p−q−k)·x

= +iκ v̄(p, λ)v(q, λ′) (2π)4δ(4)(p− q − k)

= −iκ
∫

d4x
〈
q−, λ′; k

∣∣N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)] ∣∣p−, λ
〉
. (7.34)

图 7.1(f) : ⟨k| iT (1)
1

∣∣p+, λ; q−, λ′
〉

= −iκ
∫

d4x ⟨k|N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)]
∣∣p+, λ; q−, λ′

〉
= −iκ

∫
d4x ⟨k|ϕ(−)(x)ψ̄(+)(x)ψ(+)(x)

∣∣p+, λ; q−, λ′
〉

= −iκ
∫

d4x ⟨k|N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)]
∣∣p+, λ; q−, λ′

〉
= −iκ

∫
d4x v̄(q, λ′)u(p, λ)e−i(p+q−k)·x

= −iκ v̄(q, λ′)u(p, λ) (2π)4δ(4)(p+ q − k). (7.35)

图 7.1(g) :
〈
q+, λ′

∣∣ iT (1)
1

∣∣p+, λ; k
〉

= −iκ
∫

d4x
〈
q+, λ′

∣∣N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)] ∣∣p+, λ; k
〉

= −iκ
∫

d4x
〈
q+, λ′

∣∣ ψ̄(−)
a (x)ϕ(+)(x)ψ(+)

a (x)
∣∣p+, λ; k

〉
= −iκ

∫
d4x

〈
q+, λ′

∣∣N[ψ̄a(x)ϕ(x)ψa(x)] ∣∣p+, λ; k
〉

= −iκ
∫

d4x ū(q, λ′)u(p, λ)e−i(p+k−q)·x

= −iκ ū(q, λ′)u(p, λ) (2π)4δ(4)(p+ k − q)
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= −iκ
∫

d4x
〈
q+, λ′

∣∣N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)] ∣∣p+, λ; k
〉
. (7.36)

图 7.1(h) :
〈
q−, λ′

∣∣ iT (1)
1

∣∣p−, λ; k
〉

= −iκ
∫

d4x
〈
q−, λ′

∣∣N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)] ∣∣p−, λ; k
〉

= +iκ
∫

d4x
〈
q−, λ′

∣∣ψ(−)
a (x)ϕ(+)(x)ψ̄(+)

a (x)
∣∣p−, λ; k

〉
= +iκ

∫
d4x

〈
q−, λ′

∣∣N[ψa(x)ϕ(x)ψ̄a(x)] ∣∣p−, λ; k
〉

= +iκ
∫

d4x va(q, λ′)v̄a(p, λ)e−i(p+k−q)·x = +iκ
∫

d4x v̄(p, λ)v(q, λ′)e−i(p+k−q)·x

= +iκ v̄(p, λ)v(q, λ′) (2π)4δ(4)(p+ k − q)

= −iκ
∫

d4x
〈
q−, λ′

∣∣N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)] ∣∣p−, λ; k
〉
. (7.37)

可以验证，对于这 6 种情况，我们也能够从 Feynman 图出发，根据 Feynman 规则把 T 矩阵元
写出来。注意，顶点规则只有一种形式，即 (7.26) 式；不需要为顶点规则指定时间方向，它适
用于各种不同的时间方向和动量方向。

接下来，我们讨论 iT (1)
2 ，即 (7.20) 式。它包含两个场算符之间的缩并，也就是 6.4 节讨论

的 Feynman 传播子。为了使用 Feynman 图，我们需要为 Feynman 传播子设置 Feynman 规则。
在位置空间中，Dirac 旋量场和实标量场 Feynman 传播子的 Feynman 规则分别为

x y

p

= ψ(y)ψ̄(x) = SF(y − x) =
∫ d4p

(2π)4
i(/p+mψ)

p2 −m2
ψ + iϵ e−ip·(y−x), (7.38)

x y

p

= ϕ(y)ϕ(x) = DF(y − x) =
∫ d4p

(2π)4
i

p2 −m2
ϕ + iϵ e−ip·(y−x). (7.39)

这里用到 Feynman 传播子表达式 (6.267) 和 (6.210)，而 mψ 和 mϕ 分别是 ψ 粒子和 ϕ 粒子的
质量。在位置空间中，Feynman 传播子是粒子从 x 处顶点传播到 y 处顶点的振幅，我们用一条
连接两个顶点的粒子线表示，这样的线称为内线 (internal line)。如前，Dirac费米子的 Feynman
传播子用带箭头的实线表示，动量方向与箭头方向一致；标量玻色子的 Feynman 传播子用虚线
表示，动量方向另外标明。在内线规则的表达式中，需要对四维动量 pµ 的所有取值积分，因此，
内线动量可以是在壳的，但更一般的情况是离壳 (off-shell) 的，即不满足质壳条件 (1.79)，而且
p0 也不一定是正数。用内线表示的粒子称为虚粒子 (virtual particle)，描述场的传播行为。虚粒
子可以是在壳粒子，也可以是离壳粒子。反过来，用外线表示的粒子称为实粒子 (real particle)，
它一定是在壳粒子。

iT (1)
2 剩下一个标量场 ϕ(x) 未参与缩并，我们可以让它与初态或末态缩并。考虑初态包含 1

个实标量玻色子，|i⟩ = |k⟩，末态是真空态，⟨f | = ⟨0|，相应的 T 矩阵元为

⟨0| iT (1)
2 |k⟩ = −iκ

∫
d4x ⟨0|N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)] |k⟩ = −iκ

∫
d4x ⟨0| ψ̄a(x)ψa(x)ϕ(+)(x) |k⟩
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p

φ x
k

(a)

p

φx
k

(b)

图 7.2: iT (1)
2 贡献的 2 种蝌蚪图。

= −iκ
∫

d4x ⟨0|N[ψ̄a(x)ψa(x)ϕ(x)] |k⟩ = +iκ
∫

d4x ⟨0|N[ψa(x)ψ̄a(x)ϕ(x)] |k⟩

= +iκ
∫

d4xSF,aa(x− x)e−ik·x = +iκ
∫

d4x e−ik·x tr[SF(0)]

= +iκ (2π)4δ(4)(k)
∫ d4p

(2π)4
i tr(/p+mψ)

p2 −m2
ψ + iϵ

= −iκ
∫

d4x ⟨0|N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)] |k⟩ . (7.40)

第四步交换正规乘积中两个费米子场算符的次序以符合 Feynman传播子的形式，从而带来一个
额外的负号。第六步用到矩阵的迹的定义 tr[SF(0)] = SF,aa(0)。
相应 Feynman 图如图 7.2(a) 所示。iT (1)

2 中参与缩并的费米子场算符 ψ(x) 和 ψ̄(x) 具有相
同的时空坐标 x，因而 Feynman 传播子从 x 处的顶点出发，传播回到 x 处的顶点，形成一个
封闭的圈。这种包含圈结构的 Feynman 图称为圈图 (loop diagram)。相反地，不包含圈结构的
Feynman 图称为树图 (tree diagram)，例如，图 7.1 中的 8 种 Feynman 图都是树图。

从上述计算过程可以看到，圈图里出现对一个四维动量 pµ 的积分 ∫
d4p/(2π)4；这个 pµ 的

值不能通过初末态的四维动量确定，因而是一个未定的四维动量，称为圈动量 (loop momentum)，
在积分时考虑了它的所有取值。此外，一个封闭的费米子圈贡献一个额外的负号，而且需要对
Dirac 矩阵（或其乘积）求迹。这是两个普遍结论，下文还有更多实例。
在另一种情况中，考虑初态是真空态，|i⟩ = |0⟩，末态包含 1 个标量玻色子，⟨f | = ⟨k|，相

应的 T 矩阵元为

⟨k| iT (1)
2 |0⟩ = −iκ

∫
d4x ⟨k|N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)] |0⟩ = −iκ

∫
d4x ⟨k|ϕ(−)(x)ψ̄a(x)ψa(x) |0⟩

= −iκ
∫

d4x ⟨k|N[ϕ(x)ψ̄a(x)ψa(x)] |0⟩ = +iκ
∫

d4x ⟨k|N[ϕ(x)ψa(x)ψ̄a(x)] |0⟩

= +iκ
∫

d4x eik·xSF,aa(x− x) = +iκ
∫

d4x eik·x tr[SF(0)]

= +iκ (2π)4δ(4)(k)
∫ d4p

(2π)4
i tr(/p+mψ)

p2 −m2
ψ + iϵ

= −iκ
∫

d4x ⟨k|N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)] |0⟩ . (7.41)

图 7.2(b)是相应的 Feynman图。像图 7.2(a)和 7.2(b)这样只包含一条外线的 Feynman图称为



7.1 Yukawa 理论 – 265 –

蝌蚪图 (tadpole diagram)。
图 7.1 和 7.2 中列举的 10 个 Feynman 图对应于 10 个动力学允许的过程。但是，其中大多

数过程在运动学上并不允许，因为初态和末态不能同时满足能量和动量守恒定律，也就是说，不
能满足运动学条件。当 mϕ > 2mψ 时，有 2 个过程是例外的，运动学允许它们发生：Feynman
图 7.1(b) 对应于一个 ϕ 粒子衰变成一对正反 ψ 粒子的过程 ϕ → ψψ̄，Feynman 图 7.1(f) 对应
于一对正反 ψ 粒子融合 (fusion) 成一个 ϕ 粒子的过程 ψψ̄ → ϕ。

接着，我们计算 ϕ → ψψ̄ 过程对应的衰变宽度。根据 (6.275) 式，将 (7.32) 式中的 δ 函数
因子 (2π)4δ(4)(k − p− q) 扔掉，就得到 ϕ→ ψψ̄ 衰变过程的不变振幅

iM = iκū(p, λ)v(q, λ′). (7.42)

这是 iT 展开式第 1 阶的结果，它是贡献到这个过程的最低阶，即领头阶 (leading order)。当
Yukawa 耦合常数 κ 比较小时，领头阶的贡献远大于更高阶的贡献。对上式取复共轭（等同于
厄米共轭），得

(iM)∗ = [iκu†(p, λ)γ0v(q, λ′)]† = −iκv†(q, λ′)γ0u(p, λ) = −iκv̄(q, λ′)u(p, λ). (7.43)

进而，不变振幅的模方是

|M|2 = κ2ū(p, λ)v(q, λ′)v̄(q, λ′)u(p, λ) = κ2ūa(p, λ)va(q, λ′)v̄b(q, λ′)ub(p, λ)

= κ2ub(p, λ)ūa(p, λ)va(q, λ′)v̄b(q, λ′) = κ2 tr[u(p, λ)ū(p, λ)v(q, λ′)v̄(q, λ′)]. (7.44)

在第一步的结果中，旋量空间中的行矢量 ū(p, λ)与列矢量 v(q, λ′)相乘得到一个数，再乘以行矢
量 v̄(q, λ′) 与列矢量 u(p, λ) 相乘得到的数。第二步将行矢量和列矢量的旋量指标明显地写出来，
可以看成是对它们的分量进行求和，求和指标是 a 和 b。第三步将最右边的 ub(p, λ) 移动到左
边，从而，ub(p, λ)ūa(p, λ)和 va(q, λ′)v̄b(q, λ′)可以分别看作矩阵 u(p, λ)ū(p, λ)和 v(q, λ′)v̄(q, λ′)
的 ba 分量和 ab 分量，因此，对 a 求和表示两个矩阵相乘，对 b 求和表示矩阵乘积的迹。

在计算 ϕ的衰变宽度时，应当包含所有可能的末态，除了包含所有可能的动量取值之外，还
要计及所有可能的螺旋态。因此，需要使用对末态粒子螺旋度求和的非极化不变振幅模方

|M|2 ≡
∑
λλ′

|M|2 = κ2
∑
λλ′

tr[u(p, λ)ū(p, λ)v(q, λ′)v̄(q, λ′)]

= κ2
∑
λ′

tr[(/p+mψ)v(q, λ′)v̄(q, λ′)] = κ2 tr[(/p+mψ)(/q −mψ)]. (7.45)

第三、四步用到自旋求和关系 (5.214)。这种把非极化振幅模方中的旋量计算转化为求迹运算的
方法称为 Casimir 技巧 (Casimir’s trick)。
现在，我们需要对 Dirac 矩阵及其乘积求迹。对于 Dirac 矩阵的迹，有

tr(γµ) = tr(γµγ5γ5) = − tr(γ5γµγ5) = − tr(γ5γ5γµ) = − tr(γµ). (7.46)

第一步用到 (5.37) 式，第二步用到 (5.40) 式，第三步用到矩阵乘积的性质

tr(AB) = tr(BA), (7.47)
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第四步再用一次 (5.37) 式。可见，
tr(γµ) = 0, (7.48)

故
tr(/p) = tr(pµγµ) = pµ tr(γµ) = 0. (7.49)

根据 (5.2) 式，两个 Dirac 矩阵乘积的迹满足

tr(γµγν) = tr(2gµν − γνγµ) = 2gµν tr(1)− tr(γνγµ) = 8gµν − tr(γµγν), (7.50)

从而
tr(γµγν) = 4gµν , (7.51)

于是得到
tr(/p/q) = pµqν tr(γµγν) = 4pµqνg

µν = 4 p · q. (7.52)

利用这些公式，可将 (7.45) 式化为

|M|2 = κ2 tr(/p/q −mψ/p+mψ/q −m2
ψ) = κ2[ tr(/p/q)−m2

ψ tr(1)] = 4κ2(p · q −m2
ψ). (7.53)

根据质壳条件 k2 = m2
ϕ、p2 = q2 = m2

ψ 和能动量守恒关系 kµ = pµ + qµ，有

m2
ϕ = k2 = (p+ q)2 = p2 + q2 + 2 p · q = 2(m2

ψ + p · q), (7.54)

故
p · q =

m2
ϕ

2
−m2

ψ, p · q −m2
ψ =

1

2
(m2

ϕ − 4m2
ψ) =

m2
ϕ

2

(
1−

4m2
ψ

m2
ϕ

)
. (7.55)

ψ 与 ψ̄ 是不全同的正反粒子，末态对称性因子 S = 1，由 (6.385) 式得到 ϕ→ ψψ̄ 过程的领头
阶衰变宽度

Γ(ϕ→ ψψ̄) =
|M|2
16πmϕ

√
1−

4m2
ψ

m2
ϕ

=
κ2

4πmϕ

√
1−

4m2
ψ

m2
ϕ

(p · q −m2
ψ)

=
κ2mϕ

8π

(
1−

4m2
ψ

m2
ϕ

)3/2

. (7.56)

如果 mϕ = 2mψ，则 Γ(ϕ→ ψψ̄) = 0，ϕ→ ψψ̄ 衰变过程不能发生。

7.1.2 κ2 阶 Feynman 图
在 iT 展开式的第 2 阶，即 κ2 阶，由 (7.5) 式得

iT (2) =
(−iκ)2

2!

∫
d4x d4y T[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)] =

14∑
j=1

iT (2)
j , (7.57)
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根据 Wick 定理，共有 14 个非平庸的项 iT (2)
j 。首先，有 1 项不包含缩并，

iT (2)
1 =

(−iκ)2
2!

∫
d4x d4yN[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)]. (7.58)

其次，有 5 项包含 1 次缩并，

iT (2)
2 =

(−iκ)2
2!

∫
d4x d4yN[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)], (7.59)

iT (2)
3 =

(−iκ)2
2!

∫
d4x d4yN[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)], (7.60)

iT (2)
4 =

(−iκ)2
2!

∫
d4x d4yN[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)], (7.61)

iT (2)
5 =

(−iκ)2
2!

∫
d4x d4yN[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)], (7.62)

iT (2)
6 =

(−iκ)2
2!

∫
d4x d4yN[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)]. (7.63)

再次，有 6 项包含 2 次缩并，

iT (2)
7 =

(−iκ)2
2!

∫
d4x d4yN[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)], (7.64)

iT (2)
8 =

(−iκ)2
2!

∫
d4x d4yN[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)], (7.65)

iT (2)
9 =

(−iκ)2
2!

∫
d4x d4yN[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)], (7.66)

iT (2)
10 =

(−iκ)2
2!

∫
d4x d4yN[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)], (7.67)

iT (2)
11 =

(−iκ)2
2!

∫
d4x d4yN[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)]. (7.68)

iT (2)
12 =

(−iκ)2
2!

∫
d4x d4yN[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)], (7.69)

最后，有 2 项包含 3 次缩并，

iT (2)
13 =

(−iκ)2
2!

∫
d4x d4yN[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)], (7.70)

iT (2)
14 =

(−iκ)2
2!

∫
d4x d4yN[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)]. (7.71)

下面讨论几个相关过程。
(1) 首先，考虑 ψψ̄ → ψψ̄ 散射过程，初态记为 |i⟩ = ∣∣p+

1 , λ1; p−
2 , λ2

〉，末态记为 ⟨f | =〈
q+
1 , λ

′
1; q−

2 , λ
′
2

∣∣。根据 (7.59) 式，iT (2)
2 对这个过程贡献的 T 矩阵元是〈

q+
1 , λ

′
1; q−

2 , λ
′
2

∣∣ iT (2)
2

∣∣p+
1 , λ1; p−

2 , λ2
〉

=
(−iκ)2

2!

∫
d4x d4y

〈
q+
1 , λ

′
1; q−

2 , λ
′
2

∣∣N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)] ∣∣p+
1 , λ1; p−

2 , λ2
〉
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=
(−iκ)2

2!

∫
d4x d4y

〈
q+
1 , λ

′
1; q−

2 , λ
′
2

∣∣N[−ψ(−)
a (x)ψ̄(−)

a (x)ϕ(x)ϕ(y)ψ̄
(+)
b (y)ψ

(+)
b (y)

− ψ(−)
b (y)ψ̄

(−)
b (y)ϕ(x)ϕ(y)ψ̄(+)

a (x)ψ(+)
a (x) + ψ(−)

a (x)ψ̄
(−)
b (y)ϕ(x)ϕ(y)ψ̄(+)

a (x)ψ
(+)
b (y)

+ ψ
(−)
b (y)ψ̄(−)

a (x)ϕ(x)ϕ(y)ψ̄
(+)
b (y)ψ(+)

a (x)]
∣∣p+

1 , λ1; p−
2 , λ2

〉
= −(−iκ)2

∫
d4x d4y

〈
q+
1 , λ

′
1; q−

2 , λ
′
2

∣∣N[ψ(−)
a (x)ψ̄(−)

a (x)ϕ(x)ϕ(y)ψ̄
(+)
b (y)ψ

(+)
b (y)

− ψ(−)
a (x)ψ̄

(−)
b (y)ϕ(x)ϕ(y)ψ̄(+)

a (x)ψ
(+)
b (y)]

∣∣p+
1 , λ1; p−

2 , λ2
〉

= −(−iκ)2
∫

d4x d4y

×
{〈

q+
1 , λ

′
1; q−

2 , λ
′
2

∣∣N[ψa(x)ψ̄a(x)ϕ(x)ϕ(y)ψ̄b(y)ψb(y)] ∣∣p+
1 , λ1; p−

2 , λ2
〉

−
〈
q+
1 , λ

′
1; q−

2 , λ
′
2

∣∣N[ψa(x)ψ̄b(y)ϕ(x)ϕ(y)ψ̄a(x)ψb(y)] ∣∣p+
1 , λ1; p−

2 , λ2
〉}

= (−iκ)2
∫

d4x d4y
{〈

q+
1 , λ

′
1; q−

2 , λ
′
2

∣∣N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)] ∣∣p+
1 , λ1; p−

2 , λ2
〉

+
〈
q+
1 , λ

′
1; q−

2 , λ
′
2

∣∣N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)] ∣∣p+
1 , λ1; p−

2 , λ2
〉}

. (7.72)

第二步将场算符分解为正负能解，得到 4个非零项。根据 (6.212)式，ϕ(y)ϕ(x) = ϕ(x)ϕ(y)，
可以看出，对第 2 项交换时空坐标 x 和 y 得到的结果与第 1 项相同，从而两项对 x 和 y 积分
的结果相等，因此可以只保留一项，再乘上一个 2! 因子，它刚好与最前面的 1/2! 因子抵消。类
似地，第 3 项与第 4 项也具有这种交换 x 和 y 的对称性。在第三步中，我们只保留第 1 项和第
3 项，消去前面的 1/2! 因子，并提取一个整体负号出来。这个规律是普遍的1：

(7.4) 式里面 iT (n) 中的 1/n! 因子恰好与时空坐标的交换对称性引起的
n! 因子抵消。

第四步写成场算符与初末态缩并的形式，花括号中两项相差一个负号，即相对符号为负。第五
步将场算符调回 (7.59) 式中的次序，不再出现额外的负号，验证了前述 T 矩阵元的缩并规律。

相应的 Feynman 图如图 7.3 所示，包含 2 个子图，分别具有 2 个顶点、4 条外线和 1 条
内线。相应地，这个过程的总不变振幅 iM 是 2 个不变振幅的叠加，两者之间的相对符号为负，
根据 (6.316) 式计算散射截面时，用到的是总不变振幅的模方 |M|2，这样的相对符号决定其中
干涉项的符号，因此，对于正确地计算散射截面至关重要。

由 (7.72) 式倒数第二步的结果得
〈
q+
1 , λ

′
1; q−

2 , λ
′
2

∣∣ iT (2)
2

∣∣p+
1 , λ1; p−

2 , λ2
〉

= −(−iκ)2
∫

d4x d4y

1不过，此规律不适用于下文中的气泡图。



7.1 Yukawa 理论 – 269 –
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ψ, λ′
1

ψ̄, λ′
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y x
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k
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q2

−

ψ, λ1

ψ̄, λ2

ψ, λ′
1

ψ̄, λ′
2

y

x

p1

p2

k
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q2

图 7.3: iT (2)
2 贡献的 ψψ̄ → ψψ̄ 散射过程 Feynman 图，包含两个子图，相对符号为负。时间方

向自左向右。

×
[
va(q2, λ

′
2)eiq2·xūa(q1, λ

′
1)eiq1·x

∫ d4k

(2π)4
i e−ik·(x−y)

k2 −m2
ϕ + iϵ v̄b(p2, λ2)e−ip2·yub(p1, λ1)e−ip1·y

− va(q2, λ
′
2)eiq2·xūb(q1, λ

′
1)eiq1·y

∫ d4k

(2π)4
i e−ik·(x−y)

k2 −m2
ϕ + iϵ v̄a(p2, λ2)e−ip2·xub(p1, λ1)e−ip1·y

]
= −(−iκ)2

∫ d4k

(2π)4

[
ū(q1, λ

′
1)v(q2, λ

′
2)

i
k2 −m2

ϕ + iϵ v̄(p2, λ2)u(p1, λ1)

×(2π)4δ(4)(k − q1 − q2)(2π)4δ(4)(p1 + p2 − k)

− v̄(p2, λ2)v(q2, λ
′
2)

i
k2 −m2

ϕ + iϵ ū(q1, λ
′
1)u(p1, λ1)

×(2π)4δ(4)(k + p2 − q2)(2π)4δ(4)(p1 − q1 − k)
]

= −(−iκ)2
[
ū(q1, λ

′
1)v(q2, λ

′
2)

i
(p1 + p2)2 −m2

ϕ + iϵ v̄(p2, λ2)u(p1, λ1)

− v̄(p2, λ2)v(q2, λ
′
2)

i
(p1 − q1)2 −m2

ϕ + iϵ ū(q1, λ
′
1)u(p1, λ1)

]
×(2π)4δ(4)(p1 + p2 − q1 − q2). (7.73)

第二步对 x 和 y 分别积分，使方括号中每一项都具有 2 个四维 δ 函数，它们分别代表 2 个
顶点处的能动量守恒关系；第一项的关系为 kµ = qµ1 + qµ2 和 kµ = pµ1 + pµ2，第二项的关系为
kµ = qµ2 − p

µ
2 和 kµ = pµ1 − q

µ
1 。可见，

与同一顶点相连的内外线的四维动量应满足能动量守恒定律。

第三步对 k 积分，消去 1 个四维 δ 函数，剩下的 1 个四维 δ 函数 δ(4)(p1 + p2 − q1 − q2) 代表初
末态 4 个粒子满足的能动量守恒定律。这符合 (6.275) 式的形式，相应的不变振幅为

iM = −(−iκ)2
[
ū(q1, λ

′
1)v(q2, λ

′
2)

i
(p1 + p2)2 −m2

ϕ + iϵ v̄(p2, λ2)u(p1, λ1)

− v̄(p2, λ2)v(q2, λ
′
2)

i
(p1 − q1)2 −m2

ϕ + iϵ ū(q1, λ
′
1)u(p1, λ1)

]
. (7.74)

这个表达式不包含积分，内线动量由外线动量完全确定，这是树图的特征。
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(2) iT (2)
2 也可以贡献到 ψψ → ψψ 散射过程，记初态为 |i⟩ =

∣∣p+
1 , λ1; p+

2 , λ2
〉，末态为

⟨f | =
〈
q+
1 , λ

′
1; q+

2 , λ
′
2

∣∣，由 (7.59) 式得 T 矩阵元为
〈
q+
1 , λ

′
1; q+

2 , λ
′
2

∣∣ iT (2)
2

∣∣p+
1 , λ1; p+

2 , λ2
〉

=
(−iκ)2

2!

∫
d4x d4y

〈
q+
1 , λ

′
1; q+

2 , λ
′
2

∣∣N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)] ∣∣p+
1 , λ1; p+

2 , λ2
〉

= −(−iκ)2
2!

∫
d4x d4y

〈
q+
1 , λ

′
1; q+

2 , λ
′
2

∣∣N[ψ̄(−)
a (x)ψ̄

(−)
b (y)

×ϕ(x)ϕ(y)ψ(+)
a (x)ψ

(+)
b (y)]

∣∣p+
1 , λ1; p+

2 , λ2
〉
. (7.75)

上式最后一行出现了两个正能解旋量场算符对全同费米子初态的作用，类似于计算双费米子态
内积 (5.294) 的过程，多次运用产生湮灭算符的反对易关系，得到作用结果为

ψ(+)
a (x)ψ

(+)
b (y)

∣∣p+
1 , λ1; p+

2 , λ2
〉

=

∫ d3k1 d3k2

(2π)6
√

4Ek1Ek2

∑
σ1σ2

ua(k1, σ1)e−ik1·xub(k2, σ2)e−ik2·y
√

4Ep1Ep2 ak1,σ1ak2,σ2a
†
p1,λ1

a†p2,λ2
|0⟩

=

∫ d3k1 d3k2
(2π)6

√
Ep1Ep2

Ek1Ek2
e−i(k1·x+k2·y)

∑
σ1σ2

ua(k1, σ1)ub(k2, σ2)

×ak1,σ1 [(2π)
3δσ2λ1δ

(3)(k2 − p1)− a†p1,λ1
ak2,σ2 ]a

†
p2,λ2
|0⟩

=

∫ d3k1 d3k2
(2π)6

√
Ep1Ep2

Ek1Ek2
e−i(k1·x+k2·y)

∑
σ1σ2

ua(k1, σ1)ub(k2, σ2)

×(2π)6[δσ2λ1δ(3)(k2 − p1)δσ1λ2δ
(3)(k1 − p2)− δσ1λ1δ(3)(k1 − p1)δσ2λ2δ

(3)(k2 − p2)] |0⟩

= [ua(p2, λ2)ub(p1, λ1)e−i(p2·x+p1·y) − ua(p1, λ1)ub(p2, λ2)e−i(p1·x+p2·y)] |0⟩

= N[ψa(x)ψb(y)]
∣∣p+

1 , λ1; p+
2 , λ2

〉
− N[ψb(y)ψa(x)]

∣∣p+
1 , λ1; p+

2 , λ2
〉

= N[ψa(x)ψb(y)]
∣∣p+

1 , λ1; p+
2 , λ2

〉
+ N[ψa(x)ψb(y)]

∣∣p+
1 , λ1; p+

2 , λ2
〉
. (7.76)

可见，这种作用对应于场算符与初态的两种可能缩并。倒数第二、三步中第二项前面的负号体
现了交换全同费米子的反对称性；交换两个场算符恢复原来的次序之后，这个负号没有出现在
最后一步中，此时表示缩并的线纠缠起来。

(7.75) 式倒数第二行出现了两个负能解旋量场算符对全同费米子末态的作用，作用结果为
〈
q+
1 , λ

′
1; q+

2 , λ
′
2

∣∣ ψ̄(−)
a (x)ψ̄

(−)
b (y)

=

∫ d3k1 d3k2

(2π)6
√

4Ek1Ek2

∑
σ1σ2

ūa(k1, σ1)eik1·xūb(k2, σ2)eik2·y
√

4Eq1Eq2 ⟨0| aq1,λ′1aq2,λ′2a
†
k1,σ1a

†
k2,σ2

=

∫ d3k1 d3k2
(2π)6

√
Eq1Eq2
Ek1Ek2

ei(k1·x+k2·y)
∑
σ1σ2

ūa(k1, σ1)ūb(k2, σ2)

× ⟨0| aq1,λ′1 [(2π)
3δλ′2σ1δ

(3)(q2 − k1)− a†k1,σ1aq2,λ′2 ]a
†
k2,σ2
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=

∫ d3k1 d3k2
(2π)6

√
Eq1Eq2
Ek1Ek2

ei(k1·x+k2·y)
∑
σ1σ2

ūa(k1, σ1)ūb(k2, σ2)

× ⟨0| (2π)6[δλ′2σ1δ
(3)(q2 − k1)δλ′1σ2δ

(3)(q1 − k2)− δλ′1σ1δ
(3)(q1 − k1)δλ′2σ2δ

(3)(q2 − k2)]

= ⟨0| [ūa(q2, λ
′
2)ūb(q1, λ

′
1)ei(q2·x+q1·y) − ūa(q1, λ

′
1)ūb(q2, λ

′
2)ei(q1·x+q2·y)]

=
〈
q+
1 , λ

′
1; q+

2 , λ
′
2

∣∣N[ψ̄a(x)ψ̄b(y)]− 〈q+
1 , λ

′
1; q+

2 , λ
′
2

∣∣N[ψ̄b(y)ψ̄a(x)]
=
〈
q+
1 , λ

′
1; q+

2 , λ
′
2

∣∣N[ψ̄a(x)ψ̄b(y)] + 〈q+
1 , λ

′
1; q+

2 , λ
′
2

∣∣N[ψ̄a(x)ψ̄b(y)]. (7.77)

可见，这种作用对应于场算符与末态的两种可能缩并。
于是，(7.75) 式化为

〈
q+
1 , λ

′
1; q+

2 , λ
′
2

∣∣ iT (2)
2

∣∣p+
1 , λ1; p+

2 , λ2
〉

= −(−iκ)2
2!

∫
d4x d4y

×
{〈

q+
1 , λ

′
1; q+

2 , λ
′
2

∣∣N[ψ̄a(x)ψ̄b(y)ϕ(x)ϕ(y)ψa(x)ψb(y)] ∣∣p+
1 , λ1; p+

2 , λ2
〉

−
〈
q+
1 , λ

′
1; q+

2 , λ
′
2

∣∣N[ψ̄b(y)ψ̄a(x)ϕ(x)ϕ(y)ψa(x)ψb(y)] ∣∣p+
1 , λ1; p+

2 , λ2
〉

−
〈
q+
1 , λ

′
1; q+

2 , λ
′
2

∣∣N[ψ̄a(x)ψ̄b(y)ϕ(x)ϕ(y)ψb(y)ψa(x)] ∣∣p+
1 , λ1; p+

2 , λ2
〉

+
〈
q+
1 , λ

′
1; q+

2 , λ
′
2

∣∣N[ψ̄b(y)ψ̄a(x)ϕ(x)ϕ(y)ψb(y)ψa(x)] ∣∣p+
1 , λ1; p+

2 , λ2
〉}

= −(−iκ)2
∫

d4x d4y

×
{〈

q+
1 , λ

′
1; q+

2 , λ
′
2

∣∣N[ψ̄a(x)ψ̄b(y)ϕ(x)ϕ(y)ψa(x)ψb(y)] ∣∣p+
1 , λ1; p+

2 , λ2
〉

−
〈
q+
1 , λ

′
1; q+

2 , λ
′
2

∣∣N[ψ̄b(y)ψ̄a(x)ϕ(x)ϕ(y)ψa(x)ψb(y)] ∣∣p+
1 , λ1; p+

2 , λ2
〉}

= (−iκ)2
∫

d4x d4y

×
{〈

q+
1 , λ

′
1; q+

2 , λ
′
2

∣∣N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)] ∣∣p+
1 , λ1; p+

2 , λ2
〉

+
〈
q+
1 , λ

′
1; q+

2 , λ
′
2

∣∣N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)] ∣∣p+
1 , λ1; p+

2 , λ2
〉}

. (7.78)

第一步花括号中有 4 项，对应于初态和末态各自的 2 种缩并；第 1 项与第 4 项、第 2 项与第 3
项分别具有交换时空坐标 x 和 y 的对称性，贡献相等，因此，在第二步中只保留第 1 项和第 2
项，并消去最前面的 1/2! 因子。第三步将场算符调回 (7.59) 式中的次序，不再出现额外的负号，
符合 T 矩阵元的缩并规律。根据这个规律，也可以直接写出第三步的结果，接着把纠缠的缩并
线解开成第二步的形式，使得花括号中的两项相差一个负号，再往下计算。

这个 ψψ → ψψ 散射过程的 Feynman 图如图 7.4 所示，它包含 2 个子图，第 2 个子图可以
通过交换第 1 个子图中两条费米子出射外线（即改变两个顶点与两条出射外线的连接方式）来
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图 7.4: iT (2)
2 贡献的 ψψ → ψψ 散射过程 Feynman 图，包含两个子图，相对符号为负。
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图 7.5: 与图 7.4 拓扑等价的 Feynman 图。

得到。相应地，这个过程的总不变振幅 iM是 2个不变振幅的叠加，两者之间相差一个负号，它
体现了交换末态全同费米子的反对称性。

如果交换图 7.4 第 1 个子图中初态的两条费米子外线，会得到图 7.5 的第 2 个子图，它与
图 7.4 第 2 个子图在拓扑结构上是等价的，即可以通过连续变形相互转换；两者的差别是两个
顶点上的 x 和 y 标签位置相反，因而它们具有交换时空坐标 x 和 y 的对称性。同理，交换图
7.4 第 2 个子图中初态两条费米子外线，将得到图 7.5 的第 1 个子图，它与图 7.4 第 1 个子图是
拓扑等价的。实际上，图 7.5 里面的两个子图分别对应于 (7.78) 式第一步花括号中的第 4 项和
第 3 项，已经在前文讨论交换时空坐标的对称性时合并掉了。可见，图 7.4 中的两个子图就是
我们需要考虑的所有 Feynman 图，它们已经包含了 iT (2)

2 贡献到 ψψ → ψψ 散射过程的全部可
能拓扑结构。

由 (7.78) 式第二步的结果得

〈
q+
1 , λ

′
1; q+

2 , λ
′
2

∣∣ iT (2)
2

∣∣p+
1 , λ1; p+

2 , λ2
〉

= −(−iκ)2
∫

d4x d4y [ūa(q2, λ
′
2)ūb(q1, λ

′
1)ei(q2·x+q1·y) − ūb(q2, λ

′
2)ūa(q1, λ

′
1)ei(q2·y+q1·x)]

×
∫ d4k

(2π)4
i e−ik·(x−y)

k2 −m2
ϕ + iϵ ua(p2, λ2)ub(p1, λ1)e−i(p1·y+p2·x)

= −(−iκ)2
∫ d4k

(2π)4

[
ū(q2, λ

′
2)u(p2, λ2)

i
k2 −m2

ϕ + iϵ ū(q1, λ
′
1)u(p1, λ1)

× (2π)4δ(4)(k + p2 − q2)(2π)4δ(4)(p1 − q1 − k)
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− ū(q1, λ
′
1)u(p2, λ2)

i
k2 −m2

ϕ + iϵ ū(q2, λ
′
2)u(p1, λ1)

× (2π)4δ(4)(k + p2 − q1)(2π)4δ(4)(p1 − q2 − k)
]

= −(−iκ)2
[
ū(q2, λ

′
2)u(p2, λ2)

i
(p1 − q1)2 −m2

ϕ + iϵ ū(q1, λ
′
1)u(p1, λ1)

− ū(q1, λ
′
1)u(p2, λ2)

i
(p1 − q2)2 −m2

ϕ + iϵ ū(q2, λ
′
2)u(p1, λ1)

]
×(2π)4δ(4)(p1 + p2 − q1 − q2). (7.79)

可见，Feynman 图 7.4 第 1 个子图两个顶点处的能动量守恒关系是 q2 − p2 = k = p1 − q1，而
第 2 个子图的相应关系是 q1 − p2 = k = p1 − q2。消去 k，均得到初末态的能动量守恒关系
p1 + p2 = q1 + q2。

(3) 接着，讨论一对正反 ψ 费米子湮灭 (annihilation) 成一对 ϕ 玻色子的过程 ψψ̄ → ϕϕ，
初末态分别为 |i⟩ = ∣∣p+

1 , λ1; p−
2 , λ2

〉 和 ⟨f | = ⟨k1; k2|。此处“湮灭”指的是初态中的一对正反粒
子（或两个全同的纯中性粒子）通过相互作用湮灭掉了，不再出现于末态之中。iT (2)

3 和 iT (2)
4 都

会贡献到这个过程，根据 (7.60) 和 (7.61) 式，有

iT (2)
4 =

(−iκ)2
2!

∫
d4x d4yN[ϕ(x)ψ̄a(x)ψa(x)ϕ(y)ψ̄b(y)ψb(y)]

=
(−iκ)2

2!

∫
d4x d4yN[ϕ(y)ψ̄b(y)ψb(y)ϕ(x)ψ̄a(x)ψa(x)]

=
(−iκ)2

2!

∫
d4y d4xN[ϕ(x)ψ̄b(x)ψb(x)ϕ(y)ψ̄a(y)ψa(y)] = iT (2)

3 . (7.80)

第二步在正规乘积内移动了场算符的位置，第三步交换了时空坐标 x 和 y。从而可得

iT (2)
3 + iT (2)

4 = 2iT (2)
3 = (−iκ)2

∫
d4x d4yN[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)]. (7.81)

可见，iT (2)
3 和 iT (2)

4 具有交换时空坐标的对称性，两项相加刚好抵消 1/2! 因子。于是，T 矩阵
元为

⟨k1; k2| (iT (2)
3 + iT (2)

4 )
∣∣p+

1 , λ1; p−
2 , λ2

〉
= (−iκ)2

∫
d4x d4y ⟨k1; k2|N[ϕ(x)ψ̄a(x)ψa(x)ϕ(y)ψ̄b(y)ψb(y)]

∣∣p+
1 , λ1; p−

2 , λ2
〉

= (−iκ)2
∫

d4x d4y ⟨k1; k2|N[ϕ(−)(x)ϕ(−)(y)ψa(x)ψ̄b(y)ψ̄
(+)
a (x)ψ

(+)
b (y)]

∣∣p+
1 , λ1; p−

2 , λ2
〉
.

(7.82)

这里出现两个负能解标量场算符对全同玻色子末态的作用，类似于计算双玻色子态内积
(2.171) 的过程，多次运用产生湮灭算符的对易关系，得到作用结果为

⟨k1; k2|ϕ(−)(x)ϕ(−)(y)
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=

∫ d3q1 d3q2

(2π)6
√
4Eq1Eq2

ei(q1·x+q2·y)
√
4Ek1Ek2 ⟨0| ak1ak2a

†
q1a

†
q2

=

∫ d3q1 d3q2
(2π)6

√
Ek1Ek2
Eq1Eq2

ei(q1·x+q2·y) ⟨0| ak1 [(2π)
3δ(3)(k2 − q1) + a†q1ak2 ]a

†
q2

=

∫ d3q1 d3q2
(2π)6

√
Ek1Ek2
Eq1Eq2

ei(q1·x+q2·y)

× ⟨0| (2π)6[δ(3)(k2 − q1)δ
(3)(k1 − q2) + δ(3)(k1 − q1)δ

(3)(k2 − q2)]

= ⟨0| [ei(k2·x+k1·y) + ei(k1·x+k2·y)] = ⟨k1; k2|N[ϕ(x)ϕ(y)] + ⟨k1; k2|N[ϕ(y)ϕ(x)]

= ⟨k1; k2|N[ϕ(x)ϕ(y)] + ⟨k1; k2|N[ϕ(x)ϕ(y)], (7.83)

对应于场算符与末态的两种可能缩并，倒数第二、三步中第二项前面的正号体现了交换全同玻
色子的对称性。另一方面，两个正能解标量场算符对全同玻色子初态的作用结果为

ϕ(+)(x)ϕ(+)(y) |k1; k2⟩

=

∫ d3q1 d3q2

(2π)6
√

4Eq1Eq2
e−i(q1·x+q2·y)

√
4Ek1Ek2 aq1aq2a

†
k1a

†
k2 |0⟩

=

∫ d3q1 d3q2
(2π)6

√
Ek1Ek2
Eq1Eq2

e−i(q1·x+q2·y)aq1 [(2π)
3δ(3)(q2 − k1) + a†k1aq2 ]a

†
k2 |0⟩

=

∫ d3q1 d3q2
(2π)6

√
Ek1Ek2
Eq1Eq2

e−i(q1·x+q2·y)

× (2π)6[δ(3)(q2 − k1)δ
(3)(q1 − k2) + δ(3)(q1 − k1)δ

(3)(q2 − k2)] |0⟩

= [e−i(k2·x+k1·y) + e−i(k1·x+k2·y)] |0⟩ = N[ϕ(x)ϕ(y)] |k1; k2⟩ + N[ϕ(y)ϕ(x)] |k1; k2⟩

= N[ϕ(x)ϕ(y)] |k1; k2⟩ + N[ϕ(x)ϕ(y)] |k1; k2⟩ , (7.84)

对应于场算符与初态的两种可能缩并。类似地可以证明，

n 个全同正（负）能解场算符对 n 个相应全同粒子初（末）态的作用等价
于这些场算符与初（末）态的 n! 种缩并。

现在，T 矩阵元 (7.82) 化为

⟨k1; k2| (iT (2)
3 + iT (2)

4 )
∣∣p+

1 , λ1; p−
2 , λ2

〉
= (−iκ)2

∫
d4x d4y {⟨k1; k2|N[ϕ(x)ϕ(y)ψa(x)ψ̄b(y)ψ̄a(x)ψb(y)]

∣∣p+
1 , λ1; p−

2 , λ2
〉

+ ⟨k1; k2|N[ϕ(y)ϕ(x)ψa(x)ψ̄b(y)ψ̄a(x)ψb(y)]
∣∣p+

1 , λ1; p−
2 , λ2

〉
}

= (−iκ)2
∫

d4x d4y {⟨k1; k2|N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)]
∣∣p+

1 , λ1; p−
2 , λ2

〉
+ ⟨k1; k2|N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)]

∣∣p+
1 , λ1; p−

2 , λ2
〉
}. (7.85)
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+
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图 7.6: iT (2)
3 + iT (2)

4 贡献的 ψψ̄ → ϕϕ 湮灭过程 Feynman 图，包含两个子图，相对符号为正。

第二步结果符合 T 矩阵元的缩并规律。相应的 Feynman 图如图 7.6 所示。它包含 2 个拓扑不
等价的子图，相对符号为正，体现了交换末态两个全同玻色子的对称性。拓扑不等价指的是不
能通过连续变形相互转换。

由 (7.85) 式第一步的结果得

⟨k1; k2| (iT (2)
3 + iT (2)

4 )
∣∣p+

1 , λ1; p−
2 , λ2

〉
= (−iκ)2

∫
d4x d4y [ei(k2·x+k1·y) + ei(k1·x+k2·y)]

∫ d4q

(2π)4
i(/q +mψ)ab

q2 −m2
ψ + iϵ e−iq·(x−y)

×v̄a(p2, λ2)e−ip2·xub(p1, λ1)e−ip1·y

= (−iκ)2
∫ d4q

(2π)4

[
v̄(p2, λ2)

i(/q +mψ)

q2 −m2
ψ + iϵ u(p1, λ1)(2π)

4δ(4)(q + p2 − k2)(2π)4δ(4)(p1 − k1 − q)

+ v̄(p2, λ2)
i(/q +mψ)

q2 −m2
ψ + iϵ u(p1, λ1)(2π)

4δ(4)(q + p2 − k1)(2π)4δ(4)(p1 − k2 − q)
]

= (−iκ)2
[
v̄(p2, λ2)

i(/p1 − /k1 +mψ)

(p1 − k1)2 −m2
ψ + iϵ u(p1, λ1) + v̄(p2, λ2)

i(/p1 − /k2 +mψ)

(p1 − k2)2 −m2
ψ + iϵ u(p1, λ1)

]
×(2π)4δ(4)(p1 + p2 − k1 − k2). (7.86)

可见，Feynman 图 7.6 第 1 个子图两个顶点处的能动量守恒关系是 k2 − p2 = q = p1 − k1，而
第 2 个子图的相应关系是 k1 − p2 = q = p1 − k2。消去 q，均得到初末态的能动量守恒关系
p1 + p2 = k1 + k2。

(4) 根据 (7.62) 和 (7.63) 式，有

iT (2)
5 =

(−iκ)2
2!

∫
d4x d4yN[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)]

=
(−iκ)2

2!

∫
d4x d4yN[ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)]

=
(−iκ)2

2!

∫
d4y d4xN[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)] = iT (2)

6 , (7.87)

故
iT (2)

5 + iT (2)
6 = 2iT (2)

5 = (−iκ)2
∫

d4x d4yN[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)]. (7.88)
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图 7.7: iT (2)
5 + iT (2)

6 贡献的 Feynman 图。

考虑初态是一对正反费米子，|i⟩ = ∣∣p+
1 , λ1; p−

2 , λ2
〉，末态是一对全同玻色子，⟨f | = ⟨k1; k2|，则

iT (2)
5 + iT (2)

6 对 T 矩阵元的贡献为

⟨k1; k2| (iT (2)
5 + iT (2)

6 )
∣∣p+

1 , λ1; p−
2 , λ2

〉
= (−iκ)2

∫
d4x d4y ⟨k1; k2|N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)]

∣∣p+
1 , λ1; p−

2 , λ2
〉

= (−iκ)2
∫

d4x d4y {⟨k1; k2|N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)]
∣∣p+

1 , λ1; p−
2 , λ2

〉
+ ⟨k1; k2|N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)]

∣∣p+
1 , λ1; p−

2 , λ2
〉
}. (7.89)

在第二步中，我们跳过用正负能解表达的步骤，直接按照前述规律写下场算符与初末态的 2 种
可能缩并。图 7.7 是相应的 Feynman 图，包含 2 个子图。每个子图都具有 2 个不相连的部分，
这些部分是上一小节讨论过的，它们之间不会相互影响。由于末态中有一个 ϕ 粒子没有跟其它
粒子连接起来，这种图既不满足能动量守恒定律，也不会贡献到 ψψ̄ → ϕϕ 散射过程。

(5) 根据 (7.64) 和 (7.65) 式，有

iT (2)
7 =

(−iκ)2
2!

∫
d4x d4yN[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)]

=
(−iκ)2

2!

∫
d4x d4yN[ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)]

=
(−iκ)2

2!

∫
d4y d4xN[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)] = iT (2)

8 , (7.90)

故
iT (2)

7 + iT (2)
8 = 2iT (2)

7 = (−iκ)2
∫

d4x d4yN[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)]. (7.91)

考虑初态和末态均是一个动量为 p、螺旋度为 λ 的 ψ 粒子，即 |i⟩ = |p+, λ⟩，⟨f | = ⟨p+, λ|，T
矩阵元是〈

p+, λ
∣∣ (iT (2)

7 + iT (2)
8 )

∣∣p+, λ
〉

= (−iκ)2
∫

d4x d4y
〈
p+, λ

∣∣N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)] ∣∣p+, λ
〉

= (−iκ)2
∫

d4x d4y
〈
p+, λ

∣∣N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)] ∣∣p+, λ
〉
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10 贡献的自能图

图 7.8: ψ 粒子的单圈自能图。

= (−iκ)2
∫

d4x d4y
〈
p+, λ

∣∣N[ψ̄(x)ϕ(x)ϕ(y)ψ(x)ψ̄(y)ψ(y)] ∣∣p+, λ
〉

= (−iκ)2
∫

d4x d4y ū(p, λ)eip·x
∫ d4k

(2π)4
i e−ik·(x−y)

k2 −m2
ϕ + iϵ

∫ d4q

(2π)4
i(/q +mψ)e−iq·(x−y)

q2 −m2
ψ + iϵ u(p, λ)e−ip·y

= (−iκ)2
∫ d4k d4q

(2π)8
ū(p, λ) i

k2 −m2
ϕ + iϵ

i(/q +mψ)

q2 −m2
ψ + iϵ u(p, λ)

×(2π)4δ(4)(q + k − p)(2π)4δ(4)(p− q − k)

= (−iκ)2
∫ d4q

(2π)4
ū(p, λ) i

(p− q)2 −m2
ϕ + iϵ

i(/q +mψ)

q2 −m2
ψ + iϵ u(p, λ)(2π)

4δ(4)(0). (7.92)

相应的 Feynman图如图 7.8(a)所示，是一个圈图。这种初末态都是同一个粒子的圈图称为
该粒子的自能图 (self-energy diagram)。倒数第二步对时空坐标 x 和 y 积分，得到 2 个相等的
四维 δ 函数，说明 2 个顶点处的能动量守恒关系相同，都是 k = p− q。最后一步对 k 积分，剩
下 1 个四维 δ 函数 δ(4)(0) = δ(4)(p− p) 以体现初末态满足的能动量守恒定律；此时，还剩下一
个未定的圈动量 qµ，需要对它的所有取值积分。相应的不变振幅是

iM = (−iκ)2
∫ d4q

(2π)4
ū(p, λ) i

(p− q)2 −m2
ϕ + iϵ

i(/q +mψ)

q2 −m2
ψ + iϵ u(p, λ). (7.93)

一般地，具有 n个未定圈动量的圈图称为 n 圈图。1圈图也称为单圈图。Feynman图 7.8(a)
以及 7.2(a)、7.2(b) 都是单圈图。在这些图上再连接一条合适的内线，就可以得到 2 圈图。

(6) 根据 (7.66) 和 (7.67) 式，有

iT (2)
9 =

(−iκ)2
2!

∫
d4x d4yN[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)]

=
(−iκ)2

2!

∫
d4x d4yN[ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)]

=
(−iκ)2

2!

∫
d4y d4xN[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)] = iT (2)

10 , (7.94)

故
iT (2)

9 + iT (2)
10 = 2iT (2)

9 = (−iκ)2
∫

d4x d4yN[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)]. (7.95)
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iT (2)
9 + iT (2)

10 也会贡献到 ψ 粒子的单圈自能图，对应的 T 矩阵元为〈
p+, λ

∣∣ (iT (2)
9 + iT (2)

10 )
∣∣p+, λ

〉
= (−iκ)2

∫
d4x d4y

〈
p+, λ

∣∣N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)] ∣∣p+, λ
〉

= (−iκ)2
∫

d4x d4y
〈
p+, λ

∣∣N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)] ∣∣p+, λ
〉
, (7.96)

Feynman 图如图 7.8(b) 所示。
(7) 考虑初态和末态均是一个动量为 k 的 ϕ 粒子，即 |i⟩ = |k⟩，⟨f | = ⟨k|，根据 (7.68) 式，

iT (2)
11 对 T 矩阵元的贡献是

⟨k| iT (2)
11 |k⟩ =

(−iκ)2
2!

∫
d4x d4y ⟨k|N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)] |k⟩

=
(−iκ)2

2!

∫
d4x d4y {⟨k|N[ϕ(x)ψ̄a(x)ψa(x)ϕ(y)ψ̄b(y)ψb(y)] |k⟩

+ ⟨k|N[ϕ(x)ψ̄a(x)ψa(x)ϕ(y)ψ̄b(y)ψb(y)] |k⟩ }

= −(−iκ)2
2!

∫
d4x d4y {⟨k|N[ϕ(x)ψa(x)ψ̄b(y)ψb(y)ψ̄a(x)ϕ(y)] |k⟩

+ ⟨k|N[ϕ(y)ψb(y)ψ̄a(x)ψa(x)ψ̄b(y)ϕ(x)] |k⟩ }

= −(−iκ)2
∫

d4x d4y ⟨k|N[ϕ(x)ψb(y)ψ̄a(x)ψa(x)ψ̄b(y)ϕ(y)] |k⟩

= −(−iκ)2
∫

d4x d4y eik·xSF,ba(y − x)SF,ab(x− y)e−ik·y

= −(−iκ)2
∫

d4x d4y eik·x
∫ d4p d4q

(2π)8
tr
[

i(/p+mψ)e−ip·(y−x)

p2 −m2
ψ + iϵ

i(/q +mψ)e−iq·(x−y)

q2 −m2
ψ + iϵ

]
e−ik·y

= −(−iκ)2
∫ d4p d4q

(2π)8
tr
[

i(/p+mψ)

p2 −m2
ψ + iϵ

i(/q +mψ)

q2 −m2
ψ + iϵ

]
(2π)4δ(4)(q − p− k)(2π)4δ(4)(k + p− q)

= −(−iκ)2
∫ d4p

(2π)4
tr
[

i(/p+mψ)

p2 −m2
ψ + iϵ

i(/k + /p+mψ)

(k + p)2 −m2
ψ + iϵ

]
(2π)4δ(4)(0). (7.97)

第三步通过调换场算符位置将纠缠的缩并线解开，并将费米子场算符排列成 Feynman 传播子
的形式，则花括号中两项均需要交换奇数次相邻费米子场算符，因而产生一个额外的负号；这
两项具有交换时空坐标 x 和 y 的对称性，因而在第四步中合为一项，消去 1/2! 因子。相应的
Feynman 图如图 7.9 所示，这是 ϕ 粒子的单圈自能图。

类似于 Feynman 图 7.2(a) 和 7.2(b)，这里验证了一个普遍的结论：

一个封闭的费米子圈贡献一个额外的负号，并且需要对 Dirac 矩阵的乘积求迹。

这种负号是重要的，有可能影响观测量。如果一个封闭的费米子圈上有 n 个顶点，则具有 n 条
费米子内线，求迹是对 n 个 Feynman 传播子的乘积进行的。我们已经验证了 n = 1 和 n = 2



7.2 动量空间 Feynman 规则 – 279 –

q

p

φ φy x
k k

图 7.9: iT (2)
11 贡献的 ϕ 粒子单圈自能图。
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图 7.10: 由 3 个传播子构成的封闭费米子圈。
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(a) iT (2)
13 对应的图

x y

(b) iT (2)
14 对应的图

图 7.11: iT (2)
13 和 iT (2)

14 对应的气泡图。

的情形。当 n = 3 时，如图 7.10 所示，场算符的缩并结构为

N[ψ̄a(x)ψa(x)ψ̄b(y)ψb(y)ψ̄c(z)ψc(z)] = −N[ψc(z)ψ̄a(x)ψa(x)ψ̄b(y)ψb(y)ψ̄c(z)]
= −SF,ca(z − x)SF,ab(x− y)SF,bc(y − z)

= − tr[SF(z − x)SF(x− y)SF(y − z)], (7.98)

确实出现了负号和求迹。这个结论显然可以推广到任意 n 的情形。
(8) 在这里，我们再次写下 iT (2)

13 和 iT (2)
14 的表达式 (7.70) 和 (7.71)：

iT (2)
13 =

(−iκ)2
2!

∫
d4x d4yN[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)], (7.99)

iT (2)
14 =

(−iκ)2
2!

∫
d4x d4yN[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)]. (7.100)

在这两个式子中，正规乘积里面所有场算符都已经参与缩并了，可以直接画出相应的 Feynman
图，分别如图 7.11(a)和 7.11(b)所示。这种不包含任何外线的圈图称为气泡图 (bubble diagram)，
也称为真空图 (vacuum diagram)。由于没有余下需要与初末态缩并的场算符，iT (2)

13 和 iT (2)
14 可

以贡献到任意初末态的 T 矩阵元中。不过，这些气泡图只会产生一些相位因子，没有可观测的
物理效应。

7.2 动量空间 Feynman 规则
在上一节中，我们利用 Wick 定理计算 T 矩阵元 ⟨f | iT |i⟩，将计算过程中的各个部分表达

成图形，画出 Feynman 图，并从中归纳出一套位置空间中的 Feynman 规则。理解这些规律之
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后，反过来，我们可以对各个过程画出所有拓扑不等价的 Feynman 图，然后通过 Feynman 规
则写出相应 T 矩阵元 ⟨f | iT |i⟩ 的代数表达式。不过，当同一过程存在多个子图且涉及费米子场
算符时，需要回到带着缩并的表达式，将纠缠的缩并线解开，以确定各个子图之间的相对符号。

在位置空间 Feynman 规则中，每个顶点对应于一个时空积分，积分的结果是使得出入顶
点的内外线上的四维动量满足能动量守恒关系。最后，我们得到依赖于外线动量、但不依赖于
时空坐标的结果，而 T 矩阵元 ⟨f | iT |i⟩ 分解为不变振幅 iM 与表示能动量守恒定律的因子
(2π)4δ(4)(pi−pf )之积。利用这个规律，我们将 Feynman规则改成不依赖于时空坐标的形式，称
为动量空间中的 Feynman 规则，然后从 Feynman 图直接给出不变振幅 iM 的代数表达式，进
一步简化计算。

根据上一节体现的规律，Yukawa 理论在动量空间中的 Feynman 规则如下。

1. Dirac 正费米子入射外线：ψ, λ
p

= u(p, λ) .

2. Dirac 反费米子入射外线： ψ̄, λ

p

= v̄(p, λ) .

3. Dirac 正费米子出射外线： ψ, λ
p

= ū(p, λ) .

4. Dirac 反费米子出射外线： ψ̄, λ

p

= v(p, λ) .

5. Dirac 费米子传播子：
p

=
i(/p+mψ)

p2 −m2
ψ + iϵ =

i
/p−mψ + iϵ .

6. 实标量玻色子入射外线： φ

p

= 1 .

7. 实标量玻色子出射外线： φ

p

= 1 .

8. 实标量玻色子传播子：
p

=
i

p2 −m2
ϕ + iϵ .

9. Yukawa 相互作用顶点： = −iκ .

10. 出入每个顶点的内外线四维动量满足能动量守恒关系。
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11. 每个未定的圈动量 pµ 贡献一个积分
∫ d4p

(2π)4
。

12. 每个封闭的费米子圈贡献一个额外的负号，并需要对费米子传播子的乘积求迹。

除了关于顶点的第 9 条规则具有 Yukawa 相互作用特有的形式之外，其它规则具有一般性。
注意，顶点规则与拉氏量中的相互作用项直接对应：将 Yukawa相互作用项 LY = −κϕψ̄ψ 中的
场算符 ϕ、ψ 和 ψ̄ 剥离，再乘以 i，就得到顶点规则的表达式 −iκ。场算符 ϕ 对应于顶点上的
虚线头，场算符 ψ 和 ψ̄ 分别对应于指向顶点和背向顶点的实线头。

对于某个具有确定初末态的物理过程，我们可以根据这些 Feynman规则画出微扰论某一阶
上所有拓扑不等价的 Feynman 图，再给出不变振幅的表达式。下面举一些上一节中已经出现
过的例子予以比较，我们将画出相关过程的所有拓扑不等价 Feynman 图，再根据动量空间中的
Feynman 规则，逆着费米子线上的箭头方向将图形翻译成代数表达式。

(1) ϕ→ ψψ̄ 衰变过程的领头阶不变振幅为

iM = φ

ψ, λ

ψ̄, λ′

p

q

k

= −iκū(p, λ)v(q, λ′). (7.101)

对于上式中的 Feynman图，我们在不引起混淆的情况下省略了顶点上的圆点。这个结果与 (7.42)
式整体相差一个负号，这是因为此处没有像 (7.32) 式的计算过程那样调换旋量场算符的位置以
符合末态中湮灭算符的次序。不过，这个过程只有一个 Feynman 图，没有干涉效应，额外的负
号不会影响衰变宽度。像这样的整体符号差异无关紧要，它不会改变振幅模方，因而不会影响
观测量的计算结果。

(2) 在领头阶，ψψ̄ → ψψ̄ 散射过程具有 2 个拓扑不等价的 Feynman 图，它们之间的相对
符号至关重要，不变振幅为

iM =

ψ, λ1

ψ̄, λ2

ψ, λ′
1

ψ̄, λ′
2

p1

p2

p1+p2

q1

q2

−

ψ, λ1

ψ̄, λ2

ψ, λ′
1

ψ̄, λ′
2

p1

p2

p1−q1

q1

q2

= (−iκ)2
[
ū(q1, λ

′
1)v(q2, λ

′
2)

i
(p1 + p2)2 −m2

ϕ + iϵ v̄(p2, λ2)u(p1, λ1)

− v̄(p2, λ2)v(q2, λ
′
2)

i
(p1 − q1)2 −m2

ϕ + iϵ ū(q1, λ
′
1)u(p1, λ1)

]
. (7.102)
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这里利用顶点处的能动量守恒关系，从外线动量决定内线动量。从 Feynman 图本身看不出它们
之间的相对符号，我们应当写出缩并表达式进行考察，先保持场算符位置写出 2 种拓扑不等价
的缩并方式，再调换场算符位置将缩并线解开：

〈
q+
1 , λ

′
1; q−

2 , λ
′
2

∣∣N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)] ∣∣p+
1 , λ1; p−

2 , λ2
〉

+
〈
q+
1 , λ

′
1; q−

2 , λ
′
2

∣∣N[ϕ(x)ψ̄(x)ψ(x)ϕ(y)ψ̄(y)ψ(y)] ∣∣p+
1 , λ1; p−

2 , λ2
〉

= −
〈
q+
1 , λ

′
1; q−

2 , λ
′
2

∣∣N[ψa(x)ψ̄a(x)ϕ(x)ϕ(y)ψ̄b(y)ψb(y)] ∣∣p+
1 , λ1; p−

2 , λ2
〉

+
〈
q+
1 , λ

′
1; q−

2 , λ
′
2

∣∣N[ψa(x)ψ̄b(y)ϕ(x)ϕ(y)ψ̄a(x)ψb(y)] ∣∣p+
1 , λ1; p−

2 , λ2
〉
. (7.103)

由此可知，两个子振幅的符号相反，从而确定 (7.102) 式第一步两个子图之间的相对符号为负。
最后的 iM 表达式与 (7.74) 式在整体上相差一个负号，但不会影响散射截面的计算结果。

(3) ψψ → ψψ 散射过程在领头阶具有 2 个拓扑不等价的 Feynman 图，不变振幅为

iM =

ψ, λ1

ψ, λ2

ψ, λ′
1

ψ, λ′
2

p1

p2

p1−q1

q1

q2

−

ψ, λ1

ψ, λ2

ψ, λ′
1

ψ, λ′
2

p1

p2

p1−q2

q1

q2

= (−iκ)2
[
ū(q2, λ

′
2)u(p2, λ2)

i
(p1 − q1)2 −m2

ϕ + iϵ ū(q1, λ
′
1)u(p1, λ1)

− ū(q1, λ
′
1)u(p2, λ2)

i
(p1 − q2)2 −m2

ϕ + iϵ ū(q2, λ
′
2)u(p1, λ1)

]
. (7.104)

在这里，画出拓扑不等价 Feynman 图的关键在于注意外线与顶点连接情况的不同：在第一个图
中，p1 外线与 q1 外线交于同一顶点；在第二个图中，p1 外线则与 q2 外线交于同一顶点。相关
的缩并表达式为

〈
q+
1 , λ

′
1; q+

2 , λ
′
2

∣∣N[ϕ(x)ψ̄a(x)ψa(x)ϕ(y)ψ̄b(y)ψb(y)] ∣∣p+
1 , λ1; p+

2 , λ2
〉

+
〈
q+
1 , λ

′
1; q+

2 , λ
′
2

∣∣N[ϕ(x)ψ̄a(x)ψa(x)ϕ(y)ψ̄b(y)ψb(y)] ∣∣p+
1 , λ1; p+

2 , λ2
〉

= −
〈
q+
1 , λ

′
1; q+

2 , λ
′
2

∣∣N[ψ̄a(x)ψ̄b(y)ϕ(x)ϕ(y)ψa(x)ψb(y)] ∣∣p+
1 , λ1; p+

2 , λ2
〉

+
〈
q+
1 , λ

′
1; q+

2 , λ
′
2

∣∣N[ψ̄b(y)ψ̄a(x)ϕ(x)ϕ(y)ψa(x)ψb(y)] ∣∣p+
1 , λ1; p+

2 , λ2
〉
. (7.105)

可见，两个 Feynman 图的相对符号为负，体现了交换末态全同费米子的反对称性。
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(4) 在领头阶，ψψ̄ → ϕϕ 湮灭过程具有 2 个拓扑不等价的 Feynman 图，不变振幅为

iM =

ψ, λ1

ψ̄, λ2

φ

φ

p1

p2

p1−k1

k1

k2

+

ψ, λ1

ψ̄, λ2

φ

φ

p1

p2

p1−k2

k1

k2

= (−iκ)2
[
v̄(p2, λ2)

i(/p1 − /k1 +mψ)

(p1 − k1)2 −m2
ψ + iϵ u(p1, λ1)

+ v̄(p2, λ2)
i(/p1 − /k2 +mψ)

(p1 − k2)2 −m2
ψ + iϵ u(p1, λ1)

]
. (7.106)

这两个 Feynman 图中的费米子线结构相同，因而相对符号为正，体现交换末态全同玻色子的对
称性。这里的 iM 表达式与 (7.86) 式最后一步的结果完全一致。

(5) 对于 iT (2)
7 + iT (2)

8 贡献的 ψ 粒子单圈自能图，不变振幅为

iM =

q
ψ, λ ψ, λ

p p

p− q

= (−iκ)2
∫ d4q

(2π)4
ū(p, λ)

i(/q +mψ)

q2 −m2
ψ + iϵ u(p, λ)

i
(p− q)2 −m2

ϕ + iϵ . (7.107)

这个结果与 (7.93) 式相同。
(6) 对于 ϕ 粒子的单圈自能图，不变振幅为

iM =

k + p

p

φ φ
k k

= −(−iκ)2
∫ d4p

(2π)4
tr
[

i(/k + /p+mψ)

(k + p)2 −m2
ψ + iϵ

i(/p+mψ)

p2 −m2
ψ + iϵ

]
. (7.108)

由于这个 Feynman图包含一个封闭的费米子圈，上式出现了负号和求迹。这个结果与 (7.97)式
最后一步的结果一致。

7.3 ϕ4 理论与对称性因子
如果拉氏量的相互作用项中含有多个全同的量子场，那么，在应用 Wick 定理时需要考虑

一些等价的缩并方式，涉及到一些组合因子和对称性因子。在本节中，我们以实标量场的 ϕ4 理
论为例讨论这种情况。
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由 (6.5) 式，ϕ4 理论的相互作用拉氏量为

L1 = −
λ

4!
ϕ4, (7.109)

根据 (6.12) 式，相互作用哈密顿量密度是

H1 = −L1 =
λ

4!
ϕ4. (7.110)

(7.4) 式表明，iT 展开式的第 n 阶通项为

iT (n) =
(−i)n
n!

∫
d4x1 · · · d4xn T[H1(x1) · · ·H1(xn)]

=
1

n!

(
−iλ
4!

)n ∫
d4x1 · · · d4xn T[ϕ4(x1) · · ·ϕ4(xn)]. (7.111)

iT 展开式的第 1 阶（即 λ1 阶）涉及 4 个实标量场算符的时序乘积，由 Wick 定理将得到
(6.167) 的形式。这里的 4 个场算符是全同的，因此，C2

4 = 6 种包含 1 次缩并的项彼此相等，
C1

3 = 3 种包含 2 次缩并的项也彼此相等，有

iT (1) =
−iλ
4!

∫
d4xT[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)] =

3∑
j=1

iT (1)
j , (7.112)

其中，

iT (1)
1 =

−iλ
4!

∫
d4xN[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)], (7.113)

iT (1)
2 =

−iλ
4!

6

∫
d4xN[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)], (7.114)

iT (1)
3 =

−iλ
4!

3

∫
d4xN[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)]. (7.115)

现在，考虑 ϕϕ → ϕϕ 散射过程，设初态为 |i⟩ = |k1; k2⟩，末态为 ⟨f | = ⟨p1; p2|，则 iT (1)
1

贡献到这个过程的 T 矩阵元是

⟨p1; p2| iT (1)
1 |k1; k2⟩ =

−iλ
4!

∫
d4x ⟨p1; p2|N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)] |k1; k2⟩

=
−iλ
4!

4!

∫
d4x ⟨p1; p2|N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)] |k1; k2⟩

= −iλ
∫

d4x ei(p1+p2)·xe−i(k1+k2)·x = −iλ (2π)4δ(4)(k1 + k2 − p1 − p2). (7.116)

第二步根据 (7.83) 和 (7.84) 式让 2 个场算符与全同玻色子初态缩并、另外 2 个场算符与全同玻
色子末态缩并，一共有 A4

4 = 4! 种缩并方式，因而出现一个组合因子 4!，这个因子恰好与前面
的 1/4! 因子抵消。第三步用到 (7.15) 和 (7.18) 式。

图 7.12是相应的 Feynman图。可以看出，在位置空间中，实标量玻色子入射和出射外线的
Feynman 规则就是 (7.25) 和 (7.31) 式。实际上，外线和内线的 Feynman 规则是由拉氏量中的
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φ

φ

φ

φ

xk1

k2

p1

p2

图 7.12: iT (1)
1 贡献的 ϕϕ→ ϕϕ 散射过程 Feynman 图。

自由部分决定的，因而不依赖于相互作用理论，具有一般性。(7.39) 式也是 ϕ4 理论中实标量玻
色子的内线规则，此时 (7.39) 式中的 mϕ 就是拉氏量 (6.5) 中的 m。ϕ4 理论的顶点 Feynman
规则由拉氏量中的相互作用项 (7.109) 决定，形式为

x

= −iλ
∫

d4x . (7.117)

应用这些规则，就可以根据 Feynman 图 7.12 直接写出 (7.116) 式的第三步。
相互作用拉氏量 (7.109) 包含 4 个全同的实标量场 ϕ(x) 之积，当它们与初末态缩并时，会

出现 4! 种等价的缩并方式，从而产生一个组合因子 4!，它恰好与 (7.109) 式中的 1/4! 因子抵
消。也就是说，我们在 (7.109) 式中引入一个 1/4! 因子是为了使顶点规则 (7.117) 中不会出现额
外的组合因子，方便 Feynman 图的计算。

从 Feynman图的角度也可以讨论组合因子 4!的来源：由于实标量玻色子是纯中性粒子，它
的粒子线上没有箭头（注意，并非指表示动量方向的箭头），四条粒子线对顶点而言是不可区分
的；第一条外线有 4 种连接顶点的选择，之后第二条外线有 3 种连接选择，而第三条外线只剩
2 种连接选择，第四条外线则只有 1 种连接选择，一共有 4 · 3 · 2 · 1 = 4! 种连接方式。

由 (7.116) 式的最后一步可以看出，ϕϕ→ ϕϕ 散射过程的领头阶不变振幅为

iM = −iλ. (7.118)

由于初末态四个粒子质量相同，根据 (6.366) 式，质心系中关于立体角的微分散射截面是(
dσ
dΩ

)
CM

=
|M|2

64π2E2
CM

=
λ2

64π2E2
CM

, (7.119)

它不依赖于 p1 的极角 θ 和方位角 ϕ。对 p1 的立体角 Ω 积分，就可以得到散射截面。
由于末态两个 ϕ 玻色子是全同的，末态对称性因子 S = 2，计算散射截面时需要除以 S 来

避免量子态的重复计算。具体来说，在质心系中，末态中两个 ϕ玻色子的动量大小相等，方向相
反；当 p1 的方向是 (θ, ϕ)时，p2 的方向是 (π− θ, ϕ+π)；反过来，当 p1 的方向是 (π− θ, ϕ+π)
时，p2 的方向则是 (θ, ϕ)；然而，因为这两个 ϕ 玻色子是全同的，这两个情况实际上对应于同
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φ φ
x

k k

图 7.13: iT (1)
2 贡献的 ϕ 粒子自能图。

x

图 7.14: iT (1)
3 贡献的气泡图。

一个量子态。因此，如果我们对 Ω 作 4π 立体角的积分，就会双重计算每个量子态，这是需要
除以 S = 2 的原因。于是，ϕϕ→ ϕϕ 的领头阶散射截面为

σ =
1

S

∫
dΩ
(

dσ
dΩ

)
CM

=
1

2
4π

λ2

64π2E2
CM

=
λ2

32πE2
CM

. (7.120)

接下来，我们讨论 iT (1)
2 贡献的 ϕ 粒子自能图。记初态为 |i⟩ = |k⟩，末态为 ⟨f | = ⟨k|，则

iT (1)
2 对 T 矩阵元的贡献为

⟨k| iT (1)
2 |k⟩ =

−iλ
4!

6

∫
d4x ⟨k|N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)] |k⟩

=
−iλ
4!

6 · 2
∫

d4x ⟨k|N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)] |k⟩

=
−iλ
2

∫
d4x ⟨k|N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)] |k⟩ . (7.121)

第一步中的组合因子 C2
4 = 6 是在 ϕ4(x) 中取 2 个场算符相互缩并的组合数，第二步中的组合

因子 A2
2 = 2 是余下 2 个场算符与初末态缩并的排列数。这两个组合因子将分母 4! = 24 约化为

2，得到第三步的结果，这样剩下的 2 称为 Feynman 图的对称性因子 (symmetry factor)。
Feynman 图如图 7.13 所示，它具有一条开始并结束于同一个顶点的内线，由于实标量玻色

子的内线上没有箭头，这条内线的两端对于这个顶点而言是不可分辨的，即是全同的，因而用
内线的两端连接顶点时的 2 种连接方式实际上是同一种，在计算时需要除以 2，否则就会双重
计算。这就是因子 2 称为 Feynman 图的对称性因子的原因，它体现了 Feynman 图关于全同粒
子线的对称性。实际上，

分析 Feynman 图对称性得到的因子总是与 T 矩阵元计算中剩下的因子相同。

下面将继续验证这个规律。如果先画出 Feynman 图，再利用位置空间的 Feynamn 规则写出 T

矩阵元，则最后必须除以 Feynman 图的对称性因子才能得出正确的结果。
在

iT (1)
3 =

−iλ
4!

3

∫
d4xN[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)] = −iλ

8

∫
d4xN[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)] (7.122)

的表达式中，正规乘积里面所有场算符都已经参与缩并了，因此它的 Feynman 图是气泡图，如
图 7.14 所示。由上式第二步可见，对称性因子为 8。从 Feynman 图的角度看，图中 2 个始末端
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φ φ
y x

k k

(a) iT (2)
1 贡献的图

φ φ
y x

k k

(b) iT (2)
2 贡献的图

φ φ
x

y

k k

(c) iT (2)
3 贡献的图

图 7.15: iT (2) 贡献的 ϕ 粒子自能图。

连接同一顶点的圈各自贡献一个因子 2，而这 2 个圈彼此也是全同的，再贡献一个因子 2，故
Feynman 图的对称性因子为 2 · 2 · 2 = 8，验证了上述规律。
在 iT 展开式的第 2 阶，即 λ2 阶，由 (7.111) 式有

iT (2) =
1

2!

(
−iλ
4!

)2 ∫
d4x d4y T[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)]. (7.123)

通过 Wick 定理可以将上式化为许多个包含正规乘积的项，这里我们只讨论对 ϕ 粒子的自能图
有贡献的项，有 3 种情况。
第 1 种情况具有如下缩并结构，

iT (2)
1 =

1

2!

(
−iλ
4!

)2

4 · 4 · 3 · 3
∫

d4x d4yN[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)]

=
1

2!

(−iλ)2
4

∫
d4x d4yN[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)]. (7.124)

在第一步中，从 ϕ4(x) 和 ϕ4(y) 里面分别取 1 个 ϕ(x) 和 1 个 ϕ(y) 出来缩并的方法有 4 · 4 种，
再从余下的 3 个 ϕ(x) [或 ϕ(y) ] 中取 2 个 ϕ(x) [或 ϕ(y) ] 出来缩并的方法有 C2

3 = 3 种，因而
组合因子为 4 · 4 · 3 · 3。iT (2)

1 对 T 矩阵元的贡献为

⟨k| iT (2)
1 |k⟩ =

1

2!

(−iλ)2
4

∫
d4x d4y {⟨k|N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)] |k⟩

+ ⟨k|N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)] |k⟩ }

=
(−iλ)2

4

∫
d4x d4y ⟨k|N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)] |k⟩ . (7.125)

第一步包含 2 种与初末态缩并的方式，这 2 种方式关于时空坐标 x 和 y 的交换是对称的，因而
可以合成一项，贡献一个 2! 因子，恰好与最前面的 1/2! 因子抵消，从而得到第二步的结果，它
表明这个过程的对称性因子为 4。图 7.15(a) 是相应的 Feynman 图，具有 2 个始末端连接同一
个顶点的圈，各自贡献一个因子 2，故 Feynman 图的对称性因子为 2 · 2 = 4。

第 2 种情况具有如下缩并结构，

iT (2)
2 =

1

2!

(
−iλ
4!

)2

4 · 4 · 6
∫

d4x d4yN[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)]
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=
1

2!

(−iλ)2
6

∫
d4x d4yN[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)]. (7.126)

在第一步中，从 ϕ4(x) 和 ϕ4(y) 里面分别取 3 个 ϕ(x) 和 3 个 ϕ(y) 出来的方法有 C3
4C

3
4 = 4 · 4

种，将这 3 个 ϕ(x) 和 3 个 ϕ(y) 彼此缩并的排列方法有 3! = 6 种，因而组合因子是 4 · 4 · 6。
iT (2)

2 对 T 矩阵元的贡献为

⟨k| iT (2)
2 |k⟩ =

1

2!

(−iλ)2
6

∫
d4x d4y {⟨k|N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)] |k⟩

+ ⟨k|N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)] |k⟩ }

=
(−iλ)2

6

∫
d4x d4y ⟨k|N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)] |k⟩ . (7.127)

第一步包含 2 种与初末态缩并的方式，它们关于 x 和 y 的交换是对称的，合为一项之后，抵消
掉最前面的 1/2!因子，结果表明这个过程的对称性因子为 6。图 7.15(b)是相应的 Feynman图，
有 3 条全同内线连接两个不同的顶点，这 3 条内线有 3! 种排列方法，故 Feynman 图的对称性
因子为 3! = 6。

第 3 种情况包含两种缩并结构，

iT (2)
3 =

1

2!

(
−iλ
4!

)2

6 · 6 · 2
∫

d4x d4y {N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)]

+ N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)]}

=
(−iλ)2

8

∫
d4x d4yN[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)]. (7.128)

在第一步中，花括号内的两项关于 x和 y 的交换是对称的，合为一项则抵消掉最前面的 1/2! 因
子。两项具有相同的组合因子；在每一项中，从 ϕ4(x) 和 ϕ4(y) 里面分别取 2 个 ϕ(x) 和 2 个
ϕ(y) 出来的方法有 C2

4C
2
4 = 6 · 6 种，将这 2 个 ϕ(x) 和 2 个 ϕ(y) 彼此缩并的排列方法有 2! 种，

因而组合因子为 6 · 6 · 2。iT (2)
3 对 T 矩阵元的贡献为

⟨k| iT (2)
3 |k⟩ =

(−iλ)2
8

2

∫
d4x d4y ⟨k|N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)] |k⟩

=
(−iλ)2

4

∫
d4x d4y ⟨k|N[ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(x)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)ϕ(y)] |k⟩ . (7.129)

在第一步中，与初末态缩并的方式有 2 种，因而组合因子为 2，结果表明对称性因子为 4。相
应的 Feynman 图如图 7.15(c) 所示，图中始末端连接同一顶点的 1 个圈贡献一个因子 2，连接
两个不同顶点的 2 条全同内线有 2! 种排列方法，故 Feynman 图的对称性因子为 2 · 2 = 4。

在动量空间中，除了顶点规则外，7.2节里面关于实标量场的 Feynman规则也适用于 ϕ4 理
论；具体来说，仍然适用的规则包括实标量玻色子的外线规则 6 和 7，内线规则 8，以及规则
10 和 11。此外，还应该加上以下两条规则。
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• ϕ4 相互作用顶点： = −iλ .

• 每个 Feynman 图的表达式要除以它的对称性因子。

注意，将 ϕ4 相互作用项 L1 = −λϕ4/4! 中的 4 个场算符 ϕ 剥离，乘以 i，还要再乘上 4 个 ϕ 的
排列数 4!，才得到顶点规则的表达式 −iλ。

7.4 一般内外线 Feynman 规则
上述讨论表明，外线和内线的 Feynman 规则不依赖于相互作用理论，它们是由拉氏量中的

自由部分决定的，具有一般性。在本节中，我们讨论复标量场、有质量实矢量场和无质量实矢
量场的一般内外线规则，这些规则适用于各种相关的相互作用理论。

(1) 复标量场 ϕ(x) 描述的玻色子有正反之分，引入两种动量为 p 的单粒子态，

正标量玻色子 ϕ 的单粒子态 ∣∣p+
〉
=
√

2Ep a
†
p |0⟩ , (7.130)

反标量玻色子 ϕ̄ 的单粒子态 ∣∣p−〉 =√2Ep b
†
p |0⟩ . (7.131)

现在由复标量场的正负能解展开式 (6.214) 和 (6.215) 计算场算符与初末态缩并的结果。ϕ(x) 与
正标量玻色子初态的缩并为

ϕ(x)
∣∣p+
〉
≡ ϕ(+)(x)

∣∣p+
〉
=

∫ d3q

(2π)3
1√
2Eq

aqe−iq·x√2Ep a
†
p |0⟩

=

∫ d3q

(2π)3

√
Ep√
Eq

e−iq·x[aq, a
†
p] |0⟩ =

∫
d3q

√
Ep√
Eq

e−iq·xδ(3)(q− p) |0⟩ = e−ip·x |0⟩ . (7.132)

第四步用到产生湮灭算符的对易关系 (2.193)。类似地，ϕ†(x) 与反标量玻色子初态的缩并为

ϕ†(x)
∣∣p−〉 ≡ ϕ†(+)(x)

∣∣p−〉 = ∫ d3q

(2π)3
1√
2Eq

bqe−iq·x√2Ep b
†
p |0⟩ = e−ip·x |0⟩ . (7.133)

另一方面，ϕ†(x) 与正标量玻色子末态的缩并为
〈
p+
∣∣ϕ†(x) ≡

〈
p+
∣∣ϕ†(−)(x) =

∫ d3q

(2π)3
⟨0|
√

2Ep ap
1√
2Eq

a†qeiq·x

=

∫ d3q

(2π)3

√
Ep√
Eq

eiq·x ⟨0| [ap, a
†
q] =

∫
d3q

√
Ep√
Eq

eiq·x ⟨0| δ(3)(q− p) = ⟨0| eip·x, (7.134)

而 ϕ(x) 与反标量玻色子末态的缩并为
〈
p−∣∣ϕ(x) ≡ 〈p−∣∣ϕ(−)(x) =

∫ d3q

(2π)3
⟨0|
√

2Ep bp
1√
2Eq

b†qeiq·x = ⟨0| eip·x. (7.135)
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我们用带箭头的虚线表示复标量玻色子的运动，线上的箭头可认为是玻色子所携带的某种
U(1) 荷流动的方向，或者说是玻色子数流动的方向。根据上述结果及 Feynman 传播子表达式
(6.222)，我们写下位置空间中复标量场的一般内外线规则，

φ x
p

= ⟨0|ϕ(x)
∣∣p+
〉
= ⟨0|ϕ(+)(x)

∣∣p+
〉
= e−ip·x, (7.136)

φ̄ x

p

= ⟨0|ϕ†(x)
∣∣p−〉 = ⟨0|ϕ†(+)(x)

∣∣p−〉 = e−ip·x, (7.137)

x φ
p

=
〈
p+
∣∣ϕ†(x) |0⟩ =

〈
p+
∣∣ϕ†(−)(x) |0⟩ = eip·x, (7.138)

x φ̄

p

=
〈
p−∣∣ϕ(x) |0⟩ = 〈p−∣∣ϕ(−)(x) |0⟩ = eip·x, (7.139)

x y

p

= ϕ(y)ϕ†(x) = DF(y − x) =
∫ d4p

(2π)4
i

p2 −m2
ϕ + iϵ e−ip·(y−x). (7.140)

其中，mϕ 是标量玻色子 ϕ 的质量。
(2) 有质量实矢量场 Aµ(x) 描述一种纯中性的矢量玻色子 A，具有 3 种螺旋度 λ = ±, 0。

记动量为 p、螺旋度为 λ 的 A 单粒子态为 |p, λ⟩ =√2Ep a
†
p,λ |0⟩。根据有质量矢量场的正负能

解展开式 (6.135) 和 (6.136)，Aµ(x) 与实矢量玻色子初态的缩并为

Aµ(x) |p, λ⟩ ≡ Aµ(+)(x) |p, λ⟩

=

∫ d3q

(2π)3
1√
2Eq

∑
λ′=±,0

εµ(q, λ′)aq,λ′e−iq·x√2Ep a
†
p,λ |0⟩

=

∫ d3q

(2π)3

√
Ep√
Eq

∑
λ′=±,0

εµ(q, λ′)e−iq·x[aq,λ′ , a
†
p,λ] |0⟩

=

∫
d3q

√
Ep√
Eq

∑
λ′=±,0

εµ(q, λ′)e−iq·xδλ′λδ
(3)(q− p) |0⟩ = εµ(p, λ)e−ip·x |0⟩ , (7.141)

而 Aµ(x) 与实矢量玻色子末态的缩并为

⟨p, λ|Aµ(x) ≡ ⟨p, λ|Aµ(−)(x)

=

∫ d3q

(2π)3
⟨0|
√

2Ep ap,λ
1√
2Eq

∑
λ′=±,0

εµ∗(q, λ′)a†q,λ′eiq·x

=

∫ d3q

(2π)3

√
Ep√
Eq

∑
λ′=±,0

εµ∗(q, λ′) ⟨0| [ap,λ, a
†
q,λ′ ] eiq·x

=

∫
d3q

√
Ep√
Eq

∑
λ′=±,0

εµ∗(q, λ′) ⟨0| δλλ′δ(3)(p− q) eiq·x = ⟨0| εµ∗(p, λ)eip·x. (7.142)

上面两式的第四步均用到产生湮灭算符的对易关系 (4.128)。我们用波浪线表示有质量实矢量玻
色子的运动，根据上述结果写下位置空间中有质量实矢量场的一般外线规则，
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A, λ;µ x

p

= ⟨0|Aµ(x) |p, λ⟩ = ⟨0|Aµ(+)(x) |p, λ⟩ = εµ(p, λ)e−ip·x, (7.143)

x A, λ;µ

p

= ⟨p, λ|Aµ(x) |0⟩ = ⟨p, λ|Aµ(−)(x) |0⟩ = εµ∗(p, λ)eip·x. (7.144)

现在讨论有质量实矢量场的内线规则。我们在前面的计算中已经发现，有质量矢量场的
Feynman 传播子表达式 (6.244) 包含一个非协变项。接下来的讨论将表明这个非协变项在微
扰论中的贡献恰好被相互作用哈密顿量密度中非协变项 (6.92) 的贡献抵消，因而理论仍然具有
Lorentz 协变性。

与前面一样，假设相互作用拉氏量具有 (6.56) 的形式，那么，由 (6.91) 式可知，相互作用
绘景中的相互作用哈密顿量密度为

H1(x) = gJµ(x)A
µ(x) +

g2

2m2
A

[J0(x)]2. (7.145)

其中，g 是耦合常数，mA 是实矢量玻色子的质量，而上式右边第二项就是非协变项 (6.92)。根
据 (7.4) 式，iT 展开式的前 2 阶为

iT (1) = −i
∫

d4xT
[
gJµ(x)A

µ(x) +
g2

2m2
A

J0(x)J0(x)
]
, (7.146)

iT (2) =
(−i)2
2!

∫
d4x d4y T

{(
gJµ(x)A

µ(x) +
g2

2m2
A

[J0(x)]2
)

×
(
gJν(y)A

ν(y) +
g2

2m2
A

[J0(y)]2
)}
. (7.147)

应用Wick定理之后，Feynman传播子 Aµ(x)Aν(y) = ∆µν
F (x− y)出现在 n ≥ 2的 iT (n) 中。

比如，iT (2) 包含一个涉及 Feynman 传播子的 g2 阶的项，

iT (2)
1 =

(ig)2
2!

∫
d4x d4yN[Jµ(x)Aµ(x)Jν(y)Aν(y)]

=
(ig)2
2

∫
d4x d4yN [Jµ(x)Jν(y)∆

µν
F (x− y)]

=
(ig)2
2

∫
d4x d4yN

{
Jµ(x)Jν(y)

×
[∫ d4p

(2π)4
−i(gµν − pµpν/m2

A)

p2 −m2
A + iϵ e−ip·(x−y) − i

m2
A

gµ0gν0δ(4)(x− y)
]}

. (7.148)

第三步用到 (6.244) 式，最后一步方括号中的第二项是非协变项。另一方面，iT (1) 也包含一个
g2 阶的项，

iT (1)
1 = −i

∫
d4xN

[
g2

2m2
A

J0(x)J0(x)

]
=

(ig)2
2

∫
d4x d4yN

[
i
m2
A

J0(x)J0(y)δ(4)(x− y)
]

=
(ig)2
2

∫
d4x d4yN

[
i
m2
A

Jµ(x)Jν(y)g
µ0gν0δ(4)(x− y)

]
. (7.149)
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上式是非协变的。在微扰论的 g2 阶计算中，必须同时考虑 iT (2)
1 和 iT (1)

1 的贡献。两者相加，则
非协变项恰好相消，得到一个 Lorentz 协变的表达式：

iT (2)
1 +iT (1)

1 =
(ig)2
2

∫
d4x d4yN

{
Jµ(x)Jν(y)

[∫ d4p

(2π)4
−i(gµν − pµpν/m2

A)

p2 −m2
A + iϵ e−ip·(x−y)

]}
. (7.150)

上式方括号里面的部分是 Feynman 传播子表达式 (6.244) 中的 Lorentz 协变项，在实际计算中，
只有这一项有贡献。因此，我们可以将位置空间中有质量实矢量场的一般内线规则设置为

x; ν y;µ

p

= Aµ(y)Aν(x) 的 Lorentz 协变项

=

∫ d4p

(2π)4
−i(gµν − pµpν/m2

A)

p2 −m2
A + iϵ e−ip·(y−x). (7.151)

(3) 无质量实矢量场 Aµ(x) 描述一种纯中性的无质量矢量玻色子 A，具有螺旋度 λ = ± 的
2 种物理态。记动量为 p、螺旋度为 λ 的 A 粒子态为 |p, λ⟩ =√2Ep a

†
p,λ |0⟩。由无质量矢量场

的平面波展开式 (4.276)，正能解部分和负能解部分可以表示成

Aµ(+)(x) =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

e−ip·x

[∑
σ=0,3

eµ(p, σ)bp,σ +
∑
λ=±

εµ(p, λ)ap,λ

]
, (7.152)

Aµ(−)(x) =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

eip·x

[∑
σ=0,3

eµ(p, σ)b†p,σ +
∑
λ=±

εµ∗(p, λ)a†p,λ

]
. (7.153)

从而，根据产生湮灭算符的对易关系 (4.272)，Aµ(x) 与实矢量玻色子初态的缩并为

Aµ(x) |p, λ⟩ ≡ Aµ(+)(x) |p, λ⟩

=

∫ d3q

(2π)3
1√
2Eq

e−iq·x

[∑
σ=0,3

eµ(q, σ)bq,σ +
∑
λ′=±

εµ(q, λ′)aq,λ′

]√
2Ep a

†
p,λ |0⟩

=

∫ d3q

(2π)3

√
Ep√
Eq

e−iq·x

{∑
σ=0,3

eµ(q, σ)[bq,σ, a
†
p,λ] +

∑
λ′=±

εµ(q, λ′)[aq,λ′ , a
†
p,λ]

}
|0⟩

=

∫
d3q

√
Ep√
Eq

∑
λ′=±

εµ(q, λ′)e−iq·xδλ′λδ
(3)(q− p) |0⟩ = εµ(p, λ)e−ip·x |0⟩ , (7.154)

而 Aµ(x) 与实矢量玻色子末态的缩并为

⟨p, λ|Aµ(x) ≡ ⟨p, λ|Aµ(−)(x)

=

∫ d3q

(2π)3
⟨0|
√

2Ep ap,λ
1√
2Eq

eiq·x

[∑
σ=0,3

eµ(q, σ)b†q,σ +
∑
λ′=±

εµ∗(q, λ′)a†q,λ′

]

=

∫ d3q

(2π)3

√
Ep√
Eq

eiq·x ⟨0|

{∑
σ=0,3

eµ(q, σ)[ap,λ, b
†
q,σ] +

∑
λ′=±

εµ∗(q, λ′)[ap,λ, a
†
q,λ′ ]

}
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=

∫
d3q

√
Ep√
Eq

∑
λ′=±

εµ∗(q, λ′) ⟨0| δλλ′δ(3)(p− q)eiq·x = ⟨0| εµ∗(p, λ)eip·x. (7.155)

我们用波浪线表示无质量实矢量玻色子的运动，根据上述结果及 Feynman 规范下的 Feyn-
man 传播子表达式 (6.253)，写下位置空间中无质量实矢量场的一般内外线规则，

A, λ;µ x

p

= ⟨0|Aµ(x) |p, λ⟩ = ⟨0|Aµ(+)(x) |p, λ⟩ = εµ(p, λ)e−ip·x, (7.156)

x A, λ;µ

p

= ⟨p, λ|Aµ(x) |0⟩ = ⟨p, λ|Aµ(−)(x) |0⟩ = εµ∗(p, λ)eip·x, (7.157)

x; ν y;µ

p

= Aµ(y)Aν(x) = ∆µν
F (y − x) =

∫ d4p

(2π)4
−igµν
p2 + iϵ e−ip·(y−x). (7.158)

(4) 在动量空间中，上述内外线 Feynman 规则具有如下形式。

1. 正标量玻色子入射外线： φ
p

= 1 .

2. 反标量玻色子入射外线： φ̄

p

= 1 .

3. 正标量玻色子出射外线： φ
p

= 1 .

4. 反标量玻色子出射外线： φ̄

p

= 1 .

5. 复标量玻色子传播子：
p

=
i

p2 −m2
ϕ + iϵ .

6. 有质量实矢量玻色子入射外线：A, λ;µ

p

= εµ(p, λ) .

7. 有质量实矢量玻色子出射外线： A, λ;µ

p

= εµ∗(p, λ) .

8. 有质量实矢量玻色子传播子：ν µ

p

=
−i(gµν − pµpν/m2

A)

p2 −m2
A + iϵ .
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9. 无质量实矢量玻色子入射外线：A, λ;µ

p

= εµ(p, λ) .

10. 无质量实矢量玻色子出射外线： A, λ;µ

p

= εµ∗(p, λ) .

11. 无质量实矢量玻色子传播子：ν µ

p

=
−igµν
p2 + iϵ ( Feynman 规范 ) .

习　题
7.1 对于 7.1 节讨论的 Yukawa 理论，画出 ψϕ→ ψϕ 散射过程的所有领头阶 Feynman 图，确
定子图之间的相对符号，根据动量空间 Feynman 规则写出不变振幅 iM 的表达式。

7.2 在 7.3 节讨论的实标量场 ϕ4 理论中，对于 ϕϕ→ ϕϕ 散射过程，画出所有包含 2 个顶点的
单圈 Feynman 图，分析它们的对称性因子。

7.3 考虑拉氏量
L =

1

2
(∂µχ)∂µχ−

1

2
m2
χχ

2 + (∂µϕ†)∂µϕ−m2
ϕϕ

†ϕ+ λχϕ†ϕ. (7.159)

其中 χ(x) 是实标量场，相应的玻色子记作 χ。ϕ(x) 是复标量场，相应的正反玻色子记作 ϕ

和 ϕ̄。λ 是实耦合常数。

(a) λ 的量纲是什么？
(b) 写出动量空间中的顶点 Feynman 规则。
(c) 当 mχ > 2mϕ 时，画出 χ→ ϕϕ̄ 衰变过程的领头阶 Feynman 图，并计算相应的衰变宽
度。

(d) 画出下列散射过程的所有领头阶 Feynman 图。
i. ϕϕ→ ϕϕ .

ii. ϕϕ̄→ ϕϕ̄ .

iii. ϕχ→ ϕχ .

iv. ϕϕ̄→ χχ .

v. χχ→ χχ .

7.4 考虑拉氏量

L =
1

2
(∂µϕ)∂µϕ−

1

2
m2
ϕϕ

2 − 1

4
FµνF

µν +
1

2
m2
AAµA

µ +
κ

2
gµνA

µAνϕ, (7.160)



习题 – 295 –

其中 ϕ(x)是实标量场，Aµ(x)是实矢量场，相应玻色子分别记作 ϕ和 A，Fµν = ∂µAν−∂νAµ
是 Aµ 的场强张量，κ 是实耦合常数。

(a) 写出动量空间中的顶点 Feynman 规则。
(b) 当 mϕ > 2mA 时，画出 ϕ→ AA 衰变过程的领头阶 Feynman 图，计算衰变宽度。
(c) 画出 AA→ AA 散射过程的所有领头阶 Feynman 图。

7.5 对于有质量复矢量场 Aµ(x)，在拉氏量 (4.290) 中加入相互作用项

L1 = −g(JµAµ + J†
µA

µ†), (7.161)

其中 g 是实耦合常数，Jµ(x) 是由其它场组成的复流。

(a) 论证 Feynman 传播子 (6.419) 中的非协变项在微扰论的 g2 阶计算中没有贡献，因而
位置空间中有质量复矢量场的内线规则为

x; ν y;µ

p

= Aµ(y)Aν†(x) 的 Lorentz 协变项

=

∫ d4p

(2π)4
−i(gµν − pµpν/m2

A)

p2 −m2
A + iϵ e−ip·(y−x). (7.162)

这里的 mA 就是拉氏量 (4.290) 中的 m。
(b) 根据平面波展开式 (4.293)，推出位置空间中有质量复矢量场的外线规则为

A, λ;µ x
p

= ⟨0|Aµ(x)
∣∣p+, λ

〉
= ⟨0|Aµ(+)(x)

∣∣p+, λ
〉

= εµ(p, λ)e−ip·x, (7.163)

Ā, λ;µ x

p

= ⟨0|Aµ†(x)
∣∣p−, λ

〉
= ⟨0|Aµ†(+)(x)

∣∣p−, λ
〉

= εµ(p, λ)e−ip·x, (7.164)

x A, λ;µ
p

=
〈
p+, λ

∣∣Aµ†(x) |0⟩ = 〈p+, λ
∣∣Aµ†(−)(x) |0⟩

= εµ∗(p, λ)eip·x, (7.165)

x Ā, λ;µ

p

=
〈
p−, λ

∣∣Aµ(x) |0⟩ = 〈p−, λ
∣∣Aµ(−)(x) |0⟩

= εµ∗(p, λ)eip·x. (7.166)

因此，动量空间中有质量复矢量场的一般内外线规则为

• 有质量正矢量玻色子入射外线：A, λ;µ
p

= εµ(p, λ) .
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• 有质量反矢量玻色子入射外线：Ā, λ;µ

p

= εµ(p, λ) .

• 有质量正矢量玻色子出射外线： A, λ;µ
p

= εµ∗(p, λ) .

• 有质量反矢量玻色子出射外线： Ā, λ;µ

p

= εµ∗(p, λ) .

• 有质量复矢量玻色子传播子：ν µ

p

=
−i(gµν − pµpν/m2

A)

p2 −m2
A + iϵ .
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除了中微子之外，基本费米子都携带电荷，参与电磁相互作用。表 8.1 列出基本费米子 f

以 e 为单位的电菏 Qf 和质量 mf。对于带电轻子来说，正粒子带负电，记作 e−、µ−、τ−；反
粒子带正电，记作 e+、µ+、τ+。电荷是电磁相互作用的源，单位电荷量 e 表征电磁相互作用
的强度，光子是传递电磁相互作用的媒介粒子。描述带电粒子如何参与电磁相互作用的量子场
理论称为量子电动力学 (quantum electrodynamics)，简称 QED，于 20 世纪中叶由朝永振一
郎 [30]、Julian Schwinger [31, 32]、Richard Feynman [29, 33, 34] 和 Freeman Dyson [26, 27] 建
立起来，是第一个自洽的相对论性量子场论。QED 是标准模型的一个组成部分。

8.1 U(1) 规范对称性与 QED

记 f 为标准模型中某种带电的基本费米子，它对应于一个 Dirac 旋量场 ψf (x)。我们可以
写下相应的自由场拉氏量，

Lfree(x) = iψ̄f (x)γµ∂µψf (x)−mf ψ̄f (x)ψf (x). (8.1)

表 8.1: 标准模型中的基本费米子。

费米子 f 带电轻子 (e, µ, τ ) 中微子 (νe, νµ, ντ ) 下型夸克 (d, s, b) 上型夸克 (u, c, t)

电荷 Qf −1 0 −1/3 2/3

质量 mf

me = 0.5110 MeV
mµ = 105.7 MeV
mτ = 1.777 GeV

mνe = 0

mνµ = 0

mντ = 0

md = 4.70 MeV
ms = 93.5 MeV
mb = 4.18 GeV

mu = 2.16 MeV
mc = 1.27 GeV
mt = 172.6 GeV

注：这里列出的电荷是正费米子电荷。表中 d、u、s 夸克的质量是 2 GeV 能标处的
MS 质量，c 和 b 夸克的质量分别是 mc 和 mb 能标处的 MS 质量。标准模型中 3 代中微子
均无质量。1998 年实验发现中微子振荡，表明中微子具有质量，所以需要扩充标准模型才
能正确描述中微子物理。

297
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其中 mf 是费米子 f 的质量。如 5.5.3 小节所述，Lfree 具有 U(1) 整体对称性。具体来说，对
Dirac 旋量场 ψf (x) 作 U(1) 整体变换

ψ′
f (x) = eiQf θψf (x), (8.2)

其中 Qf 是正费米子 f 的电荷，也看成是场 ψf (x)的电荷，而 θ 是连续变换参数。于是 ψ̄′
f (x) =

ψ̄f (x)e−iQf θ，而拉氏量不变：

L′
free = iψ̄′

fγ
µ∂µψ

′
f −mf ψ̄

′
fψ

′
f = iψ̄fγµ∂µψf −mf ψ̄fψf = Lfree. (8.3)

根据 Noether 定理，电荷守恒定律成立。
如果将上述变换参数 θ 改为依赖时空坐标 xµ 的 Lorentz 标量函数 θ(x)，则相应的变换

ψ′
f (x) = eiQf θ(x)ψf (x) (8.4)

称为 U(1) 规范变换，也称为 U(1) 局域变换。此时，由于

∂µψ
′
f (x) = eiQf θ(x)∂µψf (x) + iQf∂µθ(x)eiQf θ(x)ψf (x), (8.5)

我们不会得到 L′
free = Lfree，故不存在相应的对称性。容易看出，原因是上式多出正比于 ∂µθ(x)

的第二项，导致 ∂µψ
′
f (x) ̸= eiQf θ(x)∂µψf (x)。

为了得到对称性，可以将作用在 ψf (x) 上的时空导数 ∂µ 替换为协变导数 (covariant deriva-
tive)

Dµ = ∂µ + iQfeAµ(x), (8.6)

其中 Aµ(x) 是电磁场，e 是单位电荷量 (1.14)。并要求在 ψf (x) 作 U(1) 规范变换 (8.4) 的同时，
Aµ(x) 作规范变换

A′
µ(x) = Aµ(x)−

1

e
∂µθ(x). (8.7)

将上式与 (4.202) 式比较，可知 θ(x) = −eχ(x)，而 χ(x) 是 4.4.2 小节用到的规范变换函数。这
样一来，Dµψf (x) 的变换形式就与 (8.4) 式相同：

[Dµψf (x)]
′ = ∂µψ

′
f (x) + iQfeA

′
µ(x)ψ

′
f (x)

= eiQf θ(x)∂µψf (x) + iQf∂µθ(x)eiQf θ(x)ψf (x) + iQfe

[
Aµ(x)−

1

e
∂µθ(x)

]
eiQf θ(x)ψf (x)

= eiQf θ(x)[∂µ + iQfeAµ(x)]ψf (x) = eiQf θ(x)Dµψf (x). (8.8)

从而，只要将拉氏量修改为

Lgauge = iψ̄f (x)γµDµψf (x)−mf ψ̄f (x)ψf (x), (8.9)
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就能得到 L′
gauge = Lgauge，即 Lgauge 在同时让 ψf (x) 作 U(1) 规范变换 (8.4)、Aµ(x) 作规范变

换 (8.7) 的情况下不变。这种对称性称为 U(1) 规范对称性。
如 4.4.2 小节所述，当电磁场 Aµ(x) 作规范变换 (8.7) 时，场强张量 Fµν = ∂µAν − ∂νAµ 不

变，因此电磁场的动能项 −FµνF µν/4 是规范对称性所允许的。另一方面，质量项 m2AµA
µ/2 不

满足规范对称性。换言之，规范对称性禁止光子具有质量。
现在写下量子电动力学的拉氏量，

LQED =
∑
f

(iψ̄fγµDµψf −mf ψ̄fψf )−
1

4
FµνF

µν , f = e, µ, τ, di, si, bi, ui, ci, ti. (8.10)

其中，i = 1, 2, 3 是夸克的颜色指标，同味异色的夸克具有相同的质量和电荷。这个拉氏量具有
U(1) 规范对称性。因此，我们说 QED 是一种 U(1) 规范理论 (gauge theory)，而电磁场是一种
U(1) 规范场 (gauge field)，光子是一种规范玻色子 (gauge boson)。LQED 包含场的动能项和质
量项。除此之外，把协变导数展开，可以发现 LQED 还包含相互作用项

Lint = −
∑
f

QfeAµψ̄fγ
µψf , (8.11)

描述费米子 f 的电磁相互作用。这样的相互作用称为规范相互作用，而单位电荷量 e 是一个规
范耦合常数。

容易看出，LQED 也具有 U(1) 整体对称性。类似于 5.5.3 小节的做法，根据 Noether 定理
将相应守恒流定义成

JµEM =
∑
f

Qfeψ̄fγ
µψf . (8.12)

JµEM 称为电磁流 (electromagnetic current)，满足电磁流守恒方程

∂µJ
µ
EM = 0. (8.13)

可见，QED 相互作用拉氏量具有流耦合形式

Lint = −AµJµEM. (8.14)

注意到 (4.49) 的第一式，推出
∂LQED

∂(∂µAν)
= −F µν ,

∂LQED

∂Aν
= −JνEM. (8.15)

从而，Euler-Lagrange 方程 (1.166) 给出

0 = ∂µ
∂LQED

∂(∂µAν)
− ∂LQED

∂Aν
= −∂µF µν + JνEM, (8.16)
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故电磁场的经典运动方程为
∂µF

µν = JνEM. (8.17)

这是有源的 Maxwell 方程 (1.137)，源为带电费米子的电磁流。
另一方面，由

∂LQED

∂(∂µψf )
= iψ̄fγµ,

∂LQED

∂ψf
= −mf ψ̄f −QfeAµψ̄fγ

µ, (8.18)

有
0 = ∂µ

∂LQED

∂(∂µψf )
− ∂LQED

∂ψf
= i(∂µψ̄f )γµ +mf ψ̄f +QfeAµψ̄fγ

µ. (8.19)

取厄米共轭，利用 (5.87) 式，得

0 = −i(γµ)†γ0∂µψf +mfγ
0ψf +QfeAµ(γ

µ)†γ0ψf = −γ0(iγµ∂µ −mf −QfeAµγ
µ)ψf , (8.20)

于是推出 ψf 的经典运动方程
(iγµDµ −mf )ψf = 0. (8.21)

也就是说，只要把 Dirac 方程中的普通导数替换成协变导数，就得到 QED 中费米子场的经典
运动方程。

对这个方程左乘 (iγνDν +mf )，得

0 = (iγνDν +mf )(iγµDµ −mf )ψf = (−γνγµDνDµ −m2
f )ψf = −( /D

2
+m2

f )ψf , (8.22)

其中，

/D
2
= γµγνDµDν =

1

2
({γµ, γν}+ [γµ, γν ])DµDν

=
1

2
(2gµν + [γµ, γν ])DµDν = D2 +

1

2
[γµ, γν ]DµDν . (8.23)

调整 Lorentz 指标，有
1

2
[γµ, γν ]DµDν =

1

4
([γµ, γν ]DµDν + [γν , γµ]DνDµ) =

1

4
([γµ, γν ]DµDν − [γµ, γν ]DνDµ)

=
1

4
[γµ, γν ][Dµ, Dν ], (8.24)

根据定义式 (5.42)， /D
2 化为

/D
2
= D2 − i

2
σµν [Dµ, Dν ]. (8.25)

对 ψf 连续作用两次协变导数，得

DµDνψf = (∂µ + iQfeAµ)(∂νψf + iQfeAνψf )

= ∂µ∂νψf + iQfe∂µ(Aνψf ) + iQfeAµ∂νψf −Q2
fe

2AµAνψf , (8.26)
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故 [Dµ, Dν ] 对 ψf 的作用为

[Dµ, Dν ]ψf = DµDνψf −DνDµψf = iQfe[∂µ(Aνψf ) + Aµ∂νψf − ∂ν(Aµψf )− Aν∂µψf ]

= iQfe[(∂µAν)ψf − (∂νAµ)ψf ] = iQfeFµνψf . (8.27)

由 ψf 场的任意性有
[Dµ, Dν ] = iQfeFµν . (8.28)

也就是说，协变导数的对易子 [Dµ, Dν ] 实际上不包含对 ψf 的求导操作，而直接对应于场强张
量 Fµν。 /D

2 进一步化为
/D
2
= D2 +

Qfe

2
Fµνσ

µν . (8.29)

于是，ψf 的运动方程 (8.22) 变成(
D2 +m2

f +
Qfe

2
Fµνσ

µν

)
ψf = 0. (8.30)

与自由 Dirac旋量场满足的 Klein-Gordon方程 (5.111)相比，不仅普通导数替换成协变导数，还
多出一个正比于 Fµνσ

µν 的项。
回顾 (1.131)、(1.129)、(5.77) 和 (5.82) 式，有

Fij = F ij = −εijkBk, F0i = −F 0i = Ei, (8.31)

σij = 2S ij = εijk

(
σk

σk

)
, σ0i = 2S0i = i

(
−σi

σi

)
, (8.32)

故

Fµνσ
µν = Fijσ

ij + 2F0iσ
0i = −εijkεijlBk

(
σl

σl

)
+ 2iEi

(
−σi

σi

)

= −2δkl
(
Bkσl

Bkσl

)
+ 2

(
−iEiσi

iEiσi

)
= −2

(
(B + i E) · σ

(B− i E) · σ

)
. (8.33)

注意到 Qe = −1，电子场 ψe 的运动方程可以写成[
(∂µ − ieAµ)2 +m2

e + e

(
(B + i E) · σ

(B− i E) · σ

)]
ψe = 0. (8.34)

这里采用缩写 (∂µ − ieAµ)2 ≡ (∂µ − ieAµ)(∂µ − ieAµ)，即 Lorentz 矢量的平方指它的自我内积。
在非相对论近似下，此方程对应于量子力学里描述电子在电磁场中运动的 Schrödinger-Pauli
方程 [35]

i ∂
∂t
|Ψ⟩ =

[
1

2me

(−i∇+ eA)2 − eA0 + µB B · σ
]
|Ψ⟩ , (8.35)
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其中 |Ψ⟩ 是电子的自旋双重态，而

µB =
e

2me

(8.36)

是 Bohr 磁子 (magneton)，用来衡量磁偶极矩的大小。可见，正比于 Fµνσ
µν 的项描述费米子

的内禀磁偶极矩 (magnetic dipole moment)，±i E · σ 项是相对论修正。
下面给出 QED的 Feynman规则。由于电磁场是无质量矢量场，如 4.4.2小节所述，对 QED

进行正则量子化时，需要加入规范固定项 −(2ξ)−1(∂µA
µ)2，并可采用 Feynman 规范 (ξ = 1) 以

得到简单的结果。根据第 7 章的知识，我们写出 QED 的动量空间 Feynman 规则如下。

1. 正费米子 f 入射外线：f, λ
p

= u(p, λ) .

2. 反费米子 f̄ 入射外线： f̄ , λ

p

= v̄(p, λ) .

3. 正费米子 f 出射外线： f, λ
p

= ū(p, λ) .

4. 反费米子 f̄ 出射外线： f̄ , λ

p

= v(p, λ) .

5. 费米子 f 传播子：
p

=
i(/p+mf )

p2 −m2
f + iϵ =

i
/p−mf + iϵ .

6. 光子 γ 入射外线：γ, λ;µ

p

= εµ(p, λ) .

7. 光子 γ 出射外线： γ, λ;µ

p

= ε∗µ(p, λ) .

8. 光子 γ 传播子：ν µ

p

=
−igµν
p2 + iϵ (Feynman 规范) .

9. QED 相互作用顶点：

f f

γ;µ

= −iQfeγ
µ .

注意，我们在这里将光子记作 γ，但不要与 Dirac 矩阵 γµ 混淆。在这些规则中，Lorentz 指标
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γ

e
−

e
+

µ
−

µ
+

图 8.1: e+e− → µ+µ− 领头阶 Feynman 图。

µ 和 ν 既可以写成上标，也可以写成下标，只要在写出不变振幅表达式时保证相同指标上下缩
并即可。QED顶点规则可以这样得到：将相互作用拉氏量 −QfeAµψ̄fγ

µψf 中的场算符 Aµ、ψf
和 ψ̄f 剥离，再乘以 i，就是顶点规则表达式 −iQfeγ

µ。由于 QED 相互作用涉及多种带电费米
子，我们在 QED顶点的 Feynman图上标注了三个线头对应的粒子名（只写正粒子名），以避免
混淆。在 QED 相互作用项 (8.11) 中，每一项耦合着 ψf 场和它的 Dirac 共轭场 ψ̄f，因此，一
个 QED 顶点只能联系同一种费米子 f 及其反粒子 f̄，而无法联系不同的费米子 f 和 f ′。

8.2 正负电子湮灭到正负 µ 子
在本节中，我们讨论一个典型的 QED 散射过程，一对正负电子湮灭成一对正负 µ 子，即

e+e− → µ+µ−。利用 QED 的 Feynman 规则中的图形拼接出这个过程的领头阶 Feynman 图，
得到一个包含 2 个 QED 顶点的树图，如图 8.1 所示，它只有 1 种拓扑结构。由于 µ 子质量比
电子质量大得多，根据能动量守恒定律，此过程仅当正负电子对的质心能 ECM > 2mµ 时才能发
生。

8.2.1 不变振幅
根据 QED 的 Feynman 规则和 Qe = Qµ = −1，e+e− → µ+µ− 过程的不变振幅为

iM =

e−, λ1

e+, λ2

µ−, λ′

1

µ+, λ′

2

µ ν

k1

k2
q

p1

p2

= v̄(k2, λ2) (ieγµ) u(k1, λ1)
−igµν
q2

ū(p1, λ
′
1) (ieγν) v(p2, λ

′
2)

=
ie2
q2
v̄(k2, λ2)γ

µu(k1, λ1) ū(p1, λ
′
1)γµv(p2, λ

′
2). (8.37)
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根据能动量守恒，光子传播子的四维动量 qµ 满足

qµ = kµ1 + kµ2 = pµ1 + pµ2 . (8.38)

从而，运动学要求
q2 = (p1 + p2)

2 = E2
CM > 4m2

µ. (8.39)

于是，这个过程的光子传播子 −igµν/(q2 + iϵ) 在运动学允许的区域上没有极点，因此我们在写
下不变振幅 (8.37) 时可以丢弃无穷小量 iϵ。一般来说，

只要不涉及传播子的极点，则传播子分母上的无穷小量 iϵ 可以忽略。

于是，iϵ 在许多树图计算中可以忽略。然而，在圈图计算中，需要对圈动量的所有取值积分，通
常会涉及到传播子的极点，因而 iϵ 不可忽略。

根据 γ0 的厄米性和 (5.87) 式，有 (γµ)†(γ0)† = (γµ)†γ0 = γ0γµ，故 iM 表达式中旋量双线
性型 v̄(k2, λ2)γ

µu(k1, λ1) 的复共轭为

(v̄γµu)∗ = (v̄γµu)† = (v†γ0γµu)† = u†(γµ)†(γ0)†v = u†γ0γµv = ūγµv. (8.40)

类似地，(ūγµv)
∗ = v̄γµu。于是，iM 的复共轭为

(iM)∗ = − ie2
q2
ū(k1, λ1)γ

νv(k2, λ2) v̄(p2, λ
′
2)γνu(p1, λ

′
1). (8.41)

从而，不变振幅的模方是

|M|2 =
e4

(q2)2
v̄(k2, λ2)γ

µu(k1, λ1) ū(p1, λ
′
1)γµv(p2, λ

′
2) [ū(k1, λ1)γ

νv(k2, λ2)] v̄(p2, λ
′
2)γνu(p1, λ

′
1)

=
e4

E4
CM

v̄(k2, λ2)γ
µu(k1, λ1) [ū(k1, λ1)γ

νv(k2, λ2)] ū(p1, λ
′
1)γµv(p2, λ

′
2) v̄(p2, λ

′
2)γνu(p1, λ

′
1)

=
e4

E4
CM

tr[v(k2, λ2)v̄(k2, λ2)γ
µu(k1, λ1) ū(k1, λ1)γ

ν ]

× tr[u(p1, λ
′
1)ū(p1, λ

′
1)γµv(p2, λ

′
2) v̄(p2, λ

′
2)γν ]. (8.42)

第二步调换了 [ū(k1, λ1)γ
νv(k2, λ2)] 的位置。第三步采取计算 (7.44) 式时使用过的 Casimir 技

巧，因而出现求迹运算。第一个迹对应于正负电子的费米子线，第二个迹对应于正负 µ 子的费
米子线。也就是说，运用 Casimir 技巧之后，Feynman 图中的一条费米子线通常对应于一个迹。

实际实验通常不会控制入射粒子的自旋状态，即采用非极化的入射束流。另一方面，粒子探
测器 (detector) 通常也不能区分出射粒子的自旋状态。因而在计算上述过程的散射截面时，需
要对入射正负电子的螺旋度 λ1 和 λ2 取平均，对出射正负 µ 子的螺旋度 λ′1 和 λ′2 求和。也就是
说，应当计算非极化不变振幅模方

|M|2 ≡ 1

2

∑
λ1=±

1

2

∑
λ2=±

∑
λ′1=±

∑
λ′2=±

|M|2 = 1

4

∑
λ1λ2λ′1λ

′
2

|M|2
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=
e4

4E4
CM

∑
λ1λ2λ′1λ

′
2

tr[v(k2, λ2)v̄(k2, λ2)γ
µu(k1, λ1) ū(k1, λ1)γ

ν ]

× tr[u(p1, λ
′
1)ū(p1, λ

′
1)γµv(p2, λ

′
2) v̄(p2, λ

′
2)γν ]

=
e4

4E4
CM

tr[(/k2 −me)γ
µ(/k1 +me)γ

ν ] tr[(/p1 +mµ)γµ(/p2 −mµ)γν ]. (8.43)

最后一步用到自旋求和关系 (5.214)。现在，问题归结为计算 Dirac 矩阵乘积的迹。

8.2.2 Dirac 矩阵求迹和缩并技巧
在上一章中，我们计算过 Dirac 矩阵的迹和 2 个 Dirac 矩阵乘积的迹，即 (7.48) 和 (7.51)

式：tr(γµ) = 0，tr(γµγν) = 4gµν。实际上，利用 (γ5)2 = 1、γ5γµ = −γµγ5 和 tr(AB) = tr(BA)，
可得

tr(奇数个 Dirac 矩阵之积) = tr(奇数个 Dirac 矩阵之积× γ5γ5)
= − tr(γ5 ×奇数个 Dirac 矩阵之积× γ5)
= − tr(γ5γ5 ×奇数个 Dirac 矩阵之积)

= − tr(奇数个 Dirac 矩阵之积). (8.44)

因此，奇数个 Dirac 矩阵乘积的迹为零。这个结论自然包含 tr(γµ) = 0。
对于 4 个 Dirac 矩阵乘积的迹，多次利用 γµγν = 2gµν − γνγµ，有

tr(γµγνγργσ) = tr(2gµνγργσ − γνγµγργσ) = tr(2gµνγργσ − 2γνgµργσ + γνγργµγσ)

= tr(2gµνγργσ − 2γνgµργσ + 2γνγρgµσ − γνγργσγµ)

= 2gµν tr(γργσ)− 2gµρ tr(γνγσ) + 2gµσ tr(γνγρ)− tr(γνγργσγµ)

= 8gµνgρσ − 8gµρgνσ + 8gµσgνρ − tr(γµγνγργσ), (8.45)

故 tr(γµγνγργσ) = 4(gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ)。
根据定义，γ5 = iγ0γ1γ2γ3，因而它相当于 4 个 Dirac 矩阵之积。于是，γ5 与奇数个 Dirac

矩阵乘积的迹为零。利用 (γ0)2 = 1 和 γ5γµ = −γµγ5，得

tr(γ5) = tr(γ5γ0γ0) = − tr(γ0γ5γ0) = − tr(γ0γ0γ5) = − tr(γ5). (8.46)

可见 tr(γ5) = 0。
由于 (γµ)2 = ±1 在 µ = 0 时取正号、在 µ = 1, 2, 3 时取负号，若 µ = ν，则 tr(γµγνγ5) =

± tr(γ5) = 0。若 µ ̸= ν，取 α ̸= µ, ν，再利用 (γα)2 = ±1、γµγα = −γαγµ 和 γνγα = −γαγν

推出

tr(γµγνγ5) = ± tr(γµγνγ5γαγα) = ∓ tr(γαγµγνγ5γα) = ∓ tr(γαγαγµγνγ5) = − tr(γµγνγ5).
(8.47)
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故 tr(γµγνγ5) = 0 对任意 µ 和 ν 成立。
对于 tr(γµγνγργσγ5)，只要 (µ, ν, ρ, σ) 这 4 个指标中有 2 个指标相等，就能够类似地推出

tr(γµγνγργσγ5) = 0。因此，仅当 (µ, ν, ρ, σ)是 (0, 1, 2, 3)的某种置换时，才能得到例外的结果；由于
Dirac矩阵的反对易性质，此时有 tr(γµγνγργσγ5) = ± tr(γ0γ1γ2γ3γ5)，且偶置换取正号，奇置换
取负号。根据四维 Levi-Civita符号的定义 (1.101)，即得 tr(γµγνγργσγ5) = εµνρσ tr(γ0γ1γ2γ3γ5)。
现在，

tr(γ0γ1γ2γ3γ5) = tr(iγ0γ1γ2γ3γ0γ1γ2γ3) = − tr(iγ1γ2γ3γ1γ2γ3)

= tr(iγ2γ3γ2γ3) = tr(iγ3γ3) = −i tr(1) = −4i, (8.48)

因而 tr(γµγνγργσγ5) = −4iεµνρσ。
总结起来，有下列求迹公式，

tr(1) = 4, (8.49)

tr(奇数个 Dirac 矩阵之积) = 0, (8.50)

tr(γµγν) = 4gµν , (8.51)

tr(γµγνγργσ) = 4(gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ), (8.52)

tr(γ5) = 0, (8.53)

tr(γµγνγ5) = 0, (8.54)

tr(γµγνγργσγ5) = −4iεµνρσ. (8.55)

除了求迹，还经常遇到 Lorentz 指标的缩并运算。首先，

γµγµ = gµνγ
µγν =

1

2
(gµνγ

µγν + gνµγ
νγµ) =

1

2
gµν{γµ, γν} = gµνg

µν = 4. (8.56)

其次，
γµγνγµ = 2gµνγµ − γνγµγµ = 2γν − 4γν = −2γν . (8.57)

再次，
γµγνγργµ = 2gµνγργµ − γνγµγργµ = 2γργν + 2γνγρ = 2{γρ, γν} = 4gνρ. (8.58)

最后，

γµγνγργσγµ = 2gµνγργσγµ − γνγµγργσγµ = 2γργσγν − 4gρσγν

= 2γργσγν − 2(γργσ + γσγρ)γν = −2γσγργν . (8.59)

另一方面，我们可能会遇到度规和 Levi-Civita 符号的缩并。首先，(1.25) 式给出 gµνgµν =

gµνgνµ = δµµ = 4。其次，(1.106) 式告诉我们 εαβγδεαβγδ = −24。
再次，根据 Levi-Civita 符号的性质，εαβγµεαβγν 只在 µ = ν 时非零，即 εαβγµεαβγν ∝ δµν。

取 µ = ν = 3，得 εαβγ3εαβγ3 = 3! ε0123ε0123 = −6，故比例系数为 −6。因此 εαβγµεαβγν = −6δµν。
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最后，εαβµνεαβρσ 仅在 (µ, ν) = (ρ, σ) 或 (µ, ν) = (σ, ρ) 时非零，而且这两种情况的数值
互为相反数，故 εαβµνεαβρσ ∝ δµρδ

ν
σ − δµσδ

ν
ρ。取 (µ, ν) = (ρ, σ) = (2, 3)，得 εαβ23εαβ23 =

2! ε0123ε0123 = −2，因而 εαβµνεαβρσ = −2(δµρδνσ − δµσδνρ)。
总结起来，有下列缩并公式，

γµγµ = 4, (8.60)

γµγνγµ = −2γν , (8.61)

γµγνγργµ = 4gνρ, (8.62)

γµγνγργσγµ = −2γσγργν , (8.63)

gµνgµν = 4, (8.64)

εαβγδεαβγδ = −24, (8.65)

εαβγµεαβγν = −6δµν , (8.66)

εαβµνεαβρσ = −2(δµρδνσ − δµσδνρ). (8.67)

在实际计算中，经常遇到四维动量与 Dirac 矩阵的缩并，我们进一步导出下列有用公式。

γµ/p = pνγ
µγν = pν(2g

µν − γνγµ) = 2pµ − /pγ
µ, (8.68)

/p/k = pµγ
µ/k = pµ(2k

µ − /kγµ) = 2 p · k − /k/p, (8.69)

/p/p =
1

2
(/p/p+ /p/p) =

1

2
2 p · p = p2, (8.70)

γµ/pγµ = pνγ
µγνγµ = −2pνγν = −2/p, (8.71)

γµγν/pγµ = pργ
µγνγργµ = 4pρg

νρ = 4pν , (8.72)

γµ/p/kγµ = pνγ
µγν/kγµ = 4pνk

ν = 4 p · k, (8.73)

tr(/p/k) = pµkν tr(γµγν) = 4pµkνg
µν = 4 p · k, (8.74)

tr(/p/k/q/l) = pµkνqρlσ tr(γµγνγργσ) = 4pµkνqρlσ(g
µνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ)

= 4[(p · k)(q · l)− (p · q)(k · l) + (p · l)(k · q)], (8.75)

tr(/pγµ/kγν) = pρkσ tr(γργµγσγν) = 4pρkσ(g
ρµgσν − gρσgµν + gρνgµσ)

= 4(pµkν + pνkµ − gµνp · k), (8.76)

tr(/pγµ/kγν) tr(/qγµ/lγν) = 16(pµkν + pνkµ − gµνp · k)(qµlν + qνlµ − gµνq · l)

= 32[(p · q)(k · l) + (p · l)(k · q)]. (8.77)

当求迹和缩并计算非常复杂时，可利用 Mathematica 程序包 FeynCalc1 辅助计算。

1相关网址：https://feyncalc.github.io

https://feyncalc.github.io
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图 8.2: 质心系中 2 → 2 散射过程动量示意图。k1 和 k2 是两个入射粒子的三维动量，p1 和 p2

是两个出射粒子的三维动量，散射角 θ 为 p1 与 k1 方向之间的夹角。

8.2.3 非极化散射截面
现在，我们回到 e+e− → µ+µ− 非极化振幅模方的计算。根据上一小节的求迹公式，(8.43)

式的第一个迹化为

tr[(/k2 −me)γ
µ(/k1 +me)γ

ν ] = tr(/k2γµ/k1γν)−m2
e tr(γµγν)

= 4[kµ2k
ν
1 + kν2k

µ
1 − gµν(k1 · k2 +m2

e)], (8.78)

其中第一步丢弃了具有奇数个 Dirac 矩阵乘积的项。同理，第二个迹变成

tr[(/p1 +mµ)γµ(/p2 −mµ)γν ] = tr(/p1γµ/p2γν)−m
2
µ tr(γµγν)

= 4[p1µp2ν + p1νp2µ − gµν(p1 · p2 +m2
µ)]. (8.79)

于是，(8.43) 式化为

|M|2 =
4e4

E4
CM

[kµ2k
ν
1 + kν2k

µ
1 − gµν(k1 · k2 +m2

e)][p1µp2ν + p1νp2µ − gµν(p1 · p2 +m2
µ)]

=
4e4

E4
CM

[
2(k1 · p1)(k2 · p2) + 2(k1 · p2)(k2 · p1)− 2 p1 · p2(k1 · k2 +m2

e)

− 2 k1 · k2(p1 · p2 +m2
µ) + 4(k1 · k2 +m2

e)(p1 · p2 +m2
µ)
]

=
8e4

E4
CM

[(k1 · p1)(k2 · p2) + (k1 · p2)(k2 · p1) +m2
e(p1 · p2) +m2

µ(k1 · k2) + 2m2
em

2
µ]. (8.80)

现在，非极化振幅模方表达成四维动量内积的函数，具有明显的 Lorentz 不变性。
在质心系中，入射和出射粒子的三维动量如图 8.2 所示，将散射角 θ 定义为末态 µ− 动量

p1 与初态 e− 动量 k1 的方向夹角。质心系的总动量为零，即

q = k1 + k2 = p1 + p2 = 0, (8.81)

故有 |k1| = |k2| 和 |p1| = |p2|。根据 (6.358) 式，质心能 q0 = ECM 平分在两个入射粒子上，也
平分在两个出射粒子上，

k01 = k02 = p01 = p02 =
ECM

2
. (8.82)
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由此推出

|k1| = |k2| =
√

(k02)
2 −m2

e =

√
E2

CM
4
−m2

e =
ECM

2
βe, (8.83)

|p1| = |p2| =
√

(p02)
2 −m2

µ =

√
E2

CM
4
−m2

µ =
ECM

2
βµ, (8.84)

其中
βe ≡

√
1− 4m2

e

E2
CM

=
|k1|
k01

=
|k2|
k02

, βµ ≡

√
1−

4m2
µ

E2
CM

=
|p1|
p01

=
|p2|
p02

(8.85)

分别是电子和 µ 子在质心系中的运动速率。
现在推导四维动量之间内积的表达式。质心能 ECM 满足

E2
CM = q2 = (k1 + k2)

2 = k21 + k22 + 2 k1 · k2 = 2(m2
e + k1 · k2), (8.86)

同理有 E2
CM = 2(m2

µ + p1 · p2)，故

k1 · k2 =
E2

CM
2
−m2

e, p1 · p2 =
E2

CM
2
−m2

µ. (8.87)

根据能动量守恒定律，k1 + k2 = p1 + p2，则 k1 − p1 = p2 − k2。从而推出

m2
e +m2

µ − 2 k1 · p1 = (k1 − p1)2 = (p2 − k2)2 = m2
e +m2

µ − 2 k2 · p2, (8.88)

所以有
k2 · p2 = k1 · p1 = k01p

0
1 − |k1||p1| cos θ = E2

CM
4

(1− βeβµ cos θ). (8.89)

另一方面，也有 k1 − p2 = p1 − k2，同理推出

k2 · p1 = k1 · p2 = k01p
0
2 + |k1||p2| cos θ = E2

CM
4

(1 + βeβµ cos θ). (8.90)

由 q = 0 得 q · k1 = q0k01 = E2
CM/2，由此可见

q · k1 = q · k2 = q · p1 = q · p2 =
E2

CM
2

. (8.91)

利用以上表达式，将非极化振幅模方化为

|M|2 =
8e4

E4
CM

[
E4

CM
16

(1− βeβµ cos θ)2 + E4
CM
16

(1 + βeβµ cos θ)2

+m2
µ

(
E2

CM
2
−m2

e

)
+m2

e

(
E2

CM
2
−m2

µ

)
+ 2m2

em
2
µ

]

=
e4

E2
CM

[E2
CM(1 + β2

eβ
2
µ cos2 θ) + 4(m2

e +m2
µ)]

= 16π2α2

[
1 + β2

eβ
2
µ cos2 θ +

4(m2
e +m2

µ)

E2
CM

]
, (8.92)
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其中精细结构常数定义为

α ≡ e2

4π
. (8.93)

此处 |M|2 ∝ α2，因而我们说 e+e− → µ+µ− 过程的领头阶是 α2 阶，而 Feynman 图 8.1 包含 2
个 QED 顶点。1 个 QED 顶点在振幅上贡献一个 e 因子，因而在振幅模方上贡献一个 α 因子。
由此可以推断，包含 n 个 QED 顶点的 Feynman 图在振幅模方上对应于 αn 阶过程。
|M|2 依赖于 θ，但不依赖于方位角 ϕ。根据 (6.365) 式，非极化微分散射截面为

dσ
dΩ =

βµ|M|2
64π2E2

CMβe
=

α2βµ
4E2

CMβe

[
1 + β2

eβ
2
µ cos2 θ +

4(m2
e +m2

µ)

E2
CM

]
. (8.94)

利用 ∫ π

0

dθ sin θ =
∫ 1

−1

d cos θ = 2,

∫ π

0

dθ sin θ cos2 θ =
∫ 1

−1

cos2 θ d cos θ = 2

3
, (8.95)

此过程末态对称性因子 S = 1，对全立体角积分，得到非极化散射截面

σ =

∫ 2π

0

dϕ
∫ π

0

dθ sin θ dσ
dΩ =

πα2βµ
2E2

CMβe

[
2 +

2

3
β2
eβ

2
µ +

8(m2
e +m2

µ)

E2
CM

]
=

πα2βµ
3E2

CMβe

[
3 +

(
1− 4m2

e

E2
CM

)(
1−

4m2
µ

E2
CM

)
+

12(m2
e +m2

µ)

E2
CM

]
=

4πα2βµ
3E2

CMβe

[
1 +

2(m2
e +m2

µ)

E2
CM

+
4m2

em
2
µ

E4
CM

]
=

4πα2βµ
3E2

CMβe

(
1 +

2m2
e

E2
CM

)(
1 +

2m2
µ

E2
CM

)
. (8.96)

图 8.3 根据上式画出散射截面 σ 随质心能 ECM 的变化曲线，同时标注着 PETRA 对撞机上
TASSO 探测器测量到的实验数据 [36]。可以看到，QED 领头阶预言结果与实验数据符合得比
较好。

由于 me ≪ mµ < ECM/2，我们可以近似地忽略电子质量，则 βe ≃ 1，而散射截面近似为

σ ≃ 4πα2βµ
3E2

CM

(
1 +

2m2
µ

E2
CM

)
. (8.97)

若 ECM ≫ mµ，则 βµ ≃ 1，散射截面进一步近似为

σ ≃ 4πα2

3E2
CM

. (8.98)

8.2.4 极化振幅
根据 (8.37) 式，螺旋度为 λ1 和 λ2 的 e− 和 e+ 湮灭到螺旋度为 λ′1 和 λ′2 的 µ− 和 µ+ 的过

程对应的极化不变振幅为

M(λ1, λ2, λ
′
1, λ

′
2) =

e2

E2
CM

v̄(k2, λ2)γ
µu(k1, λ1) ū(p1, λ

′
1)γµv(p2, λ

′
2). (8.99)
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图 8.3: e+e− → µ+µ− 散射截面。实验数据来自 TASSO 合作组 [36]。

其中 λ1, λ2, λ
′
1, λ

′
2 = ±，而 v̄(k2, λ2)γ

µu(k1, λ1)和 ū(p1, λ
′
1)γµv(p2, λ

′
2)都是用旋量双线性型表达

的 Lorentz 矢量。在本小节中，我们将探索极化振幅的显明表达式。
依照图 8.2 中空间直角坐标系的定义，z 轴沿 k1 方向，初末态四个粒子的动量均位于 xz

平面上，则末态 µ− 和 µ+ 四维动量的分量表达式为

pµ1 =
ECM

2
(1, βµsθ, 0, βµcθ), pµ2 =

ECM

2
(1,−βµsθ, 0,−βµcθ). (8.100)

这里我们采用了缩写 sθ ≡ sin θ 和 cθ ≡ cos θ。根据 (5.162) 式和三角函数倍角公式

sθ = 2sθ/2cθ/2, 1 + cθ = 2c2θ/2, 1− cθ = 2s2θ/2, (8.101)

得到相应螺旋态 ξλ′1(p1) 和 ξλ′2(p2) 的形式为

ξ+(p1) =
1√

2|p1|2(1 + cθ)

(
|p1|(1 + cθ)

|p1|sθ

)
=

1

2cθ/2

(
2c2θ/2

2sθ/2cθ/2

)
=

(
cθ/2

sθ/2

)
, (8.102)

ξ−(p1) =
1√

2|p1|2(1 + cθ)

(
−|p1|sθ
|p1|(1 + cθ)

)
=

(
−sθ/2
cθ/2

)
, (8.103)

ξ+(p2) =
1√

2|p2|2(1− cθ)

(
|p2|(1− cθ)
−|p2|sθ

)
=

1

2sθ/2

(
2s2θ/2

−2sθ/2cθ/2

)
=

(
sθ/2

−cθ/2

)
, (8.104)

ξ−(p2) =
1√

2|p2|2(1− cθ)

(
|p2|sθ

|p2|(1− cθ)

)
=

(
cθ/2

sθ/2

)
. (8.105)

可以看出，当正负 µ 子的动量在空间中转动 θ 角时，旋量空间中的螺旋态只转动 θ/2 角，这正
是自旋 1/2 的特征。
另一方面，初态 e− 和 e+ 的四维动量分量为

kµ1 =
ECM

2
(1, 0, 0, βe), kµ2 =

ECM

2
(1, 0, 0,−βe). (8.106)
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与 µ− 和 µ+ 四维动量的差异在于 βµ 换成 βe，且 θ = 0。因此，只要将 µ− 和 µ+ 螺旋态表达
式中的 θ 取为 0，就得到 e− 和 e+ 螺旋态 ξλ1(k1) 和 ξλ2(k2) 的如下表达式，

ξ+(k1) =

(
1

0

)
, ξ−(k1) =

(
0

1

)
, ξ+(k2) =

(
0

−1

)
, ξ−(k2) =

(
1

0

)
. (8.107)

在 Weyl 表象中，
γ0γµ =

(
1

1

)(
σµ

σ̄µ

)
=

(
σ̄µ

σµ

)
, (8.108)

根据 (5.180) 和 (5.196) 式，正负电子贡献的 Lorentz 矢量 v̄(k2, λ2)γ
µu(k1, λ1) 化为

v̄(k2, λ2)γ
µu(k1, λ1) = v†(k2, λ2)γ

0γµu(k1, λ1)

=
(
λ2ωλ2(k2)ξ

†
−λ2(k2) −λ2ω−λ2(k2)ξ

†
−λ2(k2)

)(σ̄µ
σµ

)(
ω−λ1(k1)ξλ1(k1)

ωλ1(k1)ξλ1(k1)

)
= λ2ωλ2(k2)ω−λ1(k1)ξ

†
−λ2(k2)σ̄

µξλ1(k1)− λ2ω−λ2(k2)ωλ1(k1)ξ
†
−λ2(k2)σ

µξλ1(k1). (8.109)

按照定义式 (5.168)，有

ω+(k2)ω+(k1) =
√
(k02 + |k2|)(k01 + |k1|) =

√
ECM(1 + βe)

2

ECM(1 + βe)

2
=
ECM(1 + βe)

2
, (8.110)

ω−(k2)ω−(k1) =
√
(k02 − |k2|)(k01 − |k1|) =

√
ECM(1− βe)

2

ECM(1− βe)
2

=
ECM(1− βe)

2
. (8.111)

再由 √
1− β2

e =

√
1−

(
1− 4m2

e

E2
CM

)
=

2me

ECM
(8.112)

导出

ω−(k2)ω+(k1) = ω+(k2)ω−(k1) =

√
ECM(1 + βe)

2

ECM(1− βe)
2

=
ECM

2

√
1− β2

e = me. (8.113)

将 (5.74) 和 (3.53) 式代入，得到 ξ†−λ2(k2)σ
µξλ1(k1) 和 ξ†−λ2(k2)σ̄

µξλ1(k1) (µ = 0, 1, 2, 3) 的分量
表达式为

ξ†+(k2)σ
µξ+(k1) =

(
0 −1

)
σµ

(
1

0

)
= (0,−1,−i, 0) = −ξ†+(k2)σ̄

µξ+(k1), (8.114)

ξ†−(k2)σ
µξ−(k1) =

(
1 0

)
σµ

(
0

1

)
= (0, 1,−i, 0) = −ξ†−(k2)σ̄

µξ−(k1), (8.115)

ξ†−(k2)σ
µξ+(k1) =

(
1 0

)
σµ

(
1

0

)
= (1, 0, 0, 1), ξ†−(k2)σ̄

µξ+(k1) = (1, 0, 0,−1), (8.116)

ξ†+(k2)σ
µξ−(k1) =

(
0 −1

)
σµ

(
0

1

)
= (−1, 0, 0, 1), ξ†+(k2)σ̄

µξ−(k1) = (−1, 0, 0,−1). (8.117)
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从而，初末 Lorentz 矢量 v̄(k2, λ2)γ
µu(k1, λ1) 的分量表达式是

v̄(k2,−)γµu(k1,+) = −ω−(k2)ω−(k1)ξ
†
+(k2)σ̄

µξ+(k1) + ω+(k2)ω+(k1)ξ
†
+(k2)σ

µξ+(k1)

= −ECM(1− βe)
2

(0, 1, i, 0) + ECM(1 + βe)

2
(0,−1,−i, 0)

= ECM(0,−1,−i, 0), (8.118)

v̄(k2,+)γµu(k1,−) = ω+(k2)ω+(k1)ξ
†
−(k2)σ̄

µξ−(k1)− ω−(k2)ω−(k1)ξ
†
−(k2)σ

µξ−(k1)

=
ECM(1 + βe)

2
(0,−1, i, 0)− ECM(1− βe)

2
(0, 1,−i, 0)

= ECM(0,−1, i, 0), (8.119)

v̄(k2,+)γµu(k1,+) = ω+(k2)ω−(k1)ξ
†
−(k2)σ̄

µξ+(k1)− ω−(k2)ω+(k1)ξ
†
−(k2)σ

µξ+(k1)

= me(1, 0, 0,−1)−me(1, 0, 0, 1) = 2me(0, 0, 0,−1), (8.120)

v̄(k2,−)γµu(k1,−) = −ω−(k2)ω+(k1)ξ
†
+(k2)σ̄

µξ−(k1) + ω+(k2)ω−(k1)ξ
†
+(k2)σ

µξ−(k1)

= −me(−1, 0, 0,−1) +me(−1, 0, 0, 1) = 2me(0, 0, 0, 1). (8.121)

另一方面，正负 µ 子贡献的 Lorentz 矢量 ū(p1, λ
′
1)γµv(p2, λ

′
2) 化为

ū(p1, λ
′
1)γµv(p2, λ

′
2) = u†(p1, λ

′
1)γ

0γµv(p2, λ
′
2)

=
(
ω−λ′1(p1)ξ

†
λ′1
(p1) ωλ′1(p1)ξ

†
λ′1
(p1)

)(σ̄µ
σµ

)(
λ′2ωλ′2(p2)ξ−λ′2(p2)

−λ′2ω−λ′2(p2)ξ−λ′2(p2)

)
= λ′2ω−λ′1(p1)ωλ′2(p2)ξ

†
λ′1
(p1)σ̄µξ−λ′2(p2)− λ′2ωλ′1(p1)ω−λ′2(p2)ξ

†
λ′1
(p1)σµξ−λ′2(p2). (8.122)

此时有

ω+(p1)ω+(p2) =
ECM(1 + βµ)

2
, ω−(p1)ω−(p2) =

ECM(1− βµ)
2

, (8.123)

ω+(p1)ω−(p2) = ω−(p1)ω+(p2) = mµ. (8.124)

利用三角函数公式
c2θ/2 − s2θ/2 = cθ, s2θ/2 + c2θ/2 = 1, (8.125)

推出 ξ†λ′1
(p1)σµξ−λ′2(p2) 和 ξ†λ′1

(p1)σ̄µξ−λ′2(p2) 的分量为

ξ†+(p1)σµξ+(p2) =
(
cθ/2 sθ/2

)
σµ

(
sθ/2

−cθ/2

)
= (0, cθ,−i,−sθ) = −ξ†+(p1)σ̄µξ+(p2), (8.126)

ξ†−(p1)σµξ−(p2) =
(
−sθ/2 cθ/2

)
σµ

(
cθ/2

sθ/2

)
= (0,−cθ,−i, sθ) = −ξ†−(p1)σ̄µξ−(p2), (8.127)

ξ†+(p1)σµξ−(p2) =
(
cθ/2 sθ/2

)
σµ

(
cθ/2

sθ/2

)
= (1,−sθ, 0,−cθ), (8.128)

ξ†+(p1)σ̄µξ−(p2) = (1, sθ, 0, cθ), (8.129)
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ξ†−(p1)σµξ+(p2) =
(
−sθ/2 cθ/2

)
σµ

(
sθ/2

−cθ/2

)
= (−1,−sθ, 0,−cθ), (8.130)

ξ†−(p1)σ̄µξ+(p2) = (−1, sθ, 0, cθ). (8.131)

从而，末态 Lorentz 矢量 ū(p1, λ
′
1)γµv(p2, λ

′
2) 的分量是

ū(p1,+)γµv(p2,−) = −ω−(p1)ω−(p2)ξ
†
+(p1)σ̄µξ+(p2) + ω+(p1)ω+(p2)ξ

†
+(p1)σµξ+(p2)

= −ECM(1− βµ)
2

(0,−cθ, i, sθ) +
ECM(1 + βµ)

2
(0, cθ,−i,−sθ)

= ECM(0, cθ,−i,−sθ), (8.132)

ū(p1,−)γµv(p2,+) = ω+(p1)ω+(p2)ξ
†
−(p1)σ̄µξ−(p2)− ω−(p1)ω−(p2)ξ

†
−(p1)σµξ−(p2)

=
ECM(1 + βµ)

2
(0, cθ, i,−sθ)−

ECM(1− βµ)
2

(0,−cθ,−i, sθ)

= ECM(0, cθ, i,−sθ), (8.133)

ū(p1,+)γµv(p2,+) = ω−(p1)ω+(p2)ξ
†
+(p1)σ̄µξ−(p2)− ω+(p1)ω−(p2)ξ

†
+(p1)σµξ−(p2)

= mµ(1, sθ, 0, cθ)−mµ(1,−sθ, 0,−cθ) = 2mµ(0, sθ, 0, cθ), (8.134)

ū(p1,−)γµv(p2,−) = −ω+(p1)ω−(p2)ξ
†
−(p1)σ̄µξ+(p2) + ω−(p1)ω+(p2)ξ

†
−(p1)σµξ+(p2)

= −mµ(−1, sθ, 0, cθ) +mµ(−1,−sθ, 0,−cθ) = 2mµ(0,−sθ, 0,−cθ). (8.135)

与动量一样，这些 Lorentz矢量的空间分量转动的角度是 θ，对应的角动量量子数是 1，它是由
两个量子数为 1/2 的自旋角动量耦合出来的。
将上述表达式代入 (8.99) 式，就得到极化振幅的显明表达式。下面分 4 类螺旋度构型进行

讨论。
(1) 当正负电子具有相反螺旋度 (λ1 = −λ2)、正负 µ 子也具有相反螺旋度 (λ′1 = −λ′2) 时，

极化振幅为

M(+,−,+,−) =
e2

E2
CM

v̄(k2,−)γµu(k1,+) ū(p1,+)γµv(p2,−) = −e2(1 + cos θ), (8.136)

M(−,+,−,+) =
e2

E2
CM

v̄(k2,+)γµu(k1,−) ū(p1,−)γµv(p2,+) = −e2(1 + cos θ), (8.137)

M(+,−,−,+) =
e2

E2
CM

v̄(k2,−)γµu(k1,+) ū(p1,−)γµv(p2,+) = e2(1− cos θ), (8.138)

M(−,+,+,−) =
e2

E2
CM

v̄(k2,+)γµu(k1,−) ū(p1,+)γµv(p2,−) = e2(1− cos θ). (8.139)

我们发现M(+,−,+,−) =M(−,+,−,+) 且M(+,−,−,+) =M(−,+,+,−)。实际上，QED
是一个宇称守恒的理论，即具有空间反射对称性。在宇称变换下，粒子的动量方向反转，角动
量方向不变，因而螺旋度翻转，但 θ 角不变。于是，对所有螺旋度作翻转变换之后，宇称守恒
保证 e+e− → µ+µ− 微分散射截面 dσ/dΩ 不变，故振幅模方 |M|2 不变，而振幅至多相差一个
相位因子 eiφ，

M(−λ1,−λ2,−λ′1,−λ′2) = eiφM(λ1, λ2, λ
′
1, λ

′
2). (8.140)
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图 8.4: λ1 = −λ2 且 λ′1 = −λ′2 时的零振幅构型示意图。

对于这里的两种情况，相位因子都是 1。
根据 (6.365) 式，(λ1, λ2, λ

′
1, λ

′
2) = (+,−,+,−) 和 (−,+,−,+) 两种构型对应的极化微分散

射截面相等，为
dσ
dΩ

∣∣∣∣
λ1=−λ2=λ′1=−λ′2

=
βµe

4(1 + cos θ)2
64π2E2

CMβe
=
α2βµ(1 + cos θ)2

4E2
CMβe

. (8.141)

(λ1, λ2, λ
′
1, λ

′
2) = (+,−,−,+) 和 (−,+,+,−) 对应的极化微分截面也相等，为

dσ
dΩ

∣∣∣∣
λ1=−λ2=−λ′1=λ′2

=
α2βµ(1− cos θ)2

4E2
CMβe

. (8.142)

可以看到，当 θ = π 时，M(+,−,+,−) = 0。此时，动量和角动量构型如图 8.4(a) 所示，
双线箭头 ⇒ 表示自旋角动量的方向，与动量方向一致时螺旋度为正，反之为负。e+e− 系统角
动量 J 的量子数为 j = 1，方向为 z 轴正向，J3 本征值为 σ = +1；µ+µ− 系统角动量 J 的量
子数为 j = 1，方向为 z 轴负向，J3 本征值为 σ = −1。初末态系统的 J3 本征值不同，不满足
角动量守恒，因此振幅为零。当 θ ̸= π 时，µ+µ− 系统是三种 J3 本征态 |σ = +1⟩、|σ = 0⟩ 和
|σ = −1⟩ 的叠加态，在振幅上体现为一个 (1 + cos θ) 因子。

对图 8.4(b) 可作类似分析，因此 θ = 0 时有M(+,−,−,+) = 0，而 θ ̸= 0 时振幅上出现
一个 (1− cos θ) 因子。

(2) 当正负电子具有相同螺旋度 (λ1 = λ2)、正负 µ 子也具有相同螺旋度 (λ′1 = λ′2) 时，极
化振幅为

M(+,+,+,+) =
e2

E2
CM

v̄(k2,+)γµu(k1,+) ū(p1,+)γµv(p2,+) = −4e2memµ cos θ
E2

CM
, (8.143)

M(−,−,−,−) =
e2

E2
CM

v̄(k2,−)γµu(k1,−) ū(p1,−)γµv(p2,−) = −
4e2memµ cos θ

E2
CM

, (8.144)

M(+,+,−,−) =
e2

E2
CM

v̄(k2,+)γµu(k1,+) ū(p1,−)γµv(p2,−) =
4e2memµ cos θ

E2
CM

, (8.145)

M(−,−,+,+) =
e2

E2
CM

v̄(k2,−)γµu(k1,−) ū(p1,+)γµv(p2,+) =
4e2memµ cos θ

E2
CM

. (8.146)

这些振幅都正比于 memµ cos θ，宇称变换引起的相位因子都是 1。这四个振幅对应的极化微分
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e
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⇑
x

z

图 8.5: (λ1, λ2, λ
′
1, λ

′
2) = (+,+,+,+) 且 θ = π/2 时的零振幅构型示意图。

截面相等，为
dσ
dΩ

∣∣∣∣
λ1=λ2,λ′1=λ

′
2

=
βµ

64π2E2
CMβe

16e4m2
em

2
µ cos2 θ

E4
CM

=
4α2m2

em
2
µβµ cos2 θ

E6
CMβe

. (8.147)

一个类时虚粒子的行为类似于一个实粒子，其四维动量内积的平方根√
p2 可以看作它的有

效质量，它的自旋与相应的实粒子相同。e+e− → µ+µ− 过程的中间态是一个类时的虚光子，它
的自旋为 1，角动量量子数为 j = 1。不过，具有相同螺旋度的正反粒子对在质心系中的角动量
为 j = 0，必须翻转其中一个粒子的螺旋度才能得到角动量 j = 1。

实际上，粒子的质量可以翻转螺旋度。根据 3.3.2 小节知识，对于无质量的自由粒子，螺旋
度在任意惯性系中不变。然而，对于有质量的自由粒子，螺旋度在不同惯性系中可以具有不同
的值；毕竟，在静止系中粒子动量为零，因而螺旋度不确定。可以将质量看作一种耦合，耦合螺
旋度相反的两种状态，效果是翻转粒子的螺旋度。

对于这里的情况，必须翻转 e− 或 e+ 的螺旋度来得到系统角动量为 j = 1 的态，因此振幅
中出现一个 2me/ECM 因子；同时必须翻转 µ− 或 µ+ 的螺旋度，从而出现一个 2mµ/ECM 因子。
由于运动学上要求 ECM/2 > mµ ≫ me，这四个振幅受到严重压低，贡献可以忽略。这种效应
称为螺旋度压低 (helicity suppression)。
当 θ = π/2 时，出现零振幅。对于 (λ1, λ2, λ

′
1, λ

′
2) = (+,+,+,+)，零振幅构型如图 8.5 所

示。图中 e+ 被质量耦合（用 × 表示）翻转螺旋度，使得角动量为 j = 0 的 e+e− 系统转化成角
动量为 j = 1 的虚光子。随后，虚光子转化成角动量为 j = 1 的 µ+µ− 系统。最后，质量耦合
将 µ+ 的螺旋度翻转，从而得到角动量为 j = 0 的 µ+µ− 系统。但是，虚光子的角动量沿 z 轴正
向，当 θ = π/2 时不可能转化成角动量沿 x 轴正向的 µ+µ− 系统，因而振幅为零。当 θ ̸= π/2

时，虚光子转化成 µ+µ− 系统的概率在振幅上体现为一个 cos θ 因子。
(3) 当正负电子具有相同螺旋度 (λ1 = λ2)、正负 µ 子具有相反螺旋度 (λ′1 = −λ′2) 时，极

化振幅为

M(+,+,+,−) =
e2

E2
CM

v̄(k2,+)γµu(k1,+) ū(p1,+)γµv(p2,−) =
2e2me sin θ

ECM
, (8.148)
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图 8.6: (λ1, λ2, λ
′
1, λ

′
2) = (+,+,+,−) 时的零振幅构型示意图。

M(−,−,−,+) =
e2

E2
CM

v̄(k2,−)γµu(k1,−) ū(p1,−)γµv(p2,+) = −2e2me sin θ
ECM

, (8.149)

M(+,+,−,+) =
e2

E2
CM

v̄(k2,+)γµu(k1,+) ū(p1,−)γµv(p2,+) =
2e2me sin θ

ECM
, (8.150)

M(−,−,+,−) =
e2

E2
CM

v̄(k2,−)γµu(k1,−) ū(p1,+)γµv(p2,−) = −
2e2me sin θ

ECM
. (8.151)

这些振幅都正比于 me sin θ，宇称变换引起的相位因子都是 −1。这四个振幅对应的极化微分截
面相等，为

dσ
dΩ

∣∣∣∣
λ1=λ2,λ′1=−λ′2

=
βµ

64π2E2
CMβe

4e4m2
e sin2 θ

E2
CM

=
α2m2

eβµ sin2 θ

E4
CMβe

. (8.152)

这里初态 e+e− 系统的角动量为 j = 0，必须翻转 e− 或 e+ 的螺旋度来得到角动量为 j = 1

的态，因而振幅中出现一个 2me/ECM 因子，受到螺旋度压低。由于 ECM/2 > mµ ≫ me，这四
个振幅的贡献可以忽略。当 θ = 0, π 时，出现零振幅。对于 (λ1, λ2, λ

′
1, λ

′
2) = (+,+,+,−)，零振

幅构型如图 8.6(a) 和 8.6(b) 所示。末态 µ+µ− 系统的角动量为 j = 1，当 θ = 0 或 π 时，J3 本
征值为 σ = +1 或 σ = −1，而 e+e− 系统的 J3 本征值为 σ = 0，不满足角动量守恒，故振幅
为零。当 θ ̸= 0, π 时，µ+µ− 系统是 |σ = +1⟩、|σ = 0⟩ 和 |σ = −1⟩ 的叠加态，在振幅上体现为
一个 sin θ 因子。

(4) 当正负电子具有相反螺旋度 (λ1 = −λ2)、正负 µ 子具有相同螺旋度 (λ′1 = λ′2) 时，极
化振幅为

M(+,−,+,+) =
e2

E2
CM

v̄(k2,−)γµu(k1,+) ū(p1,+)γµv(p2,+) = −2e2mµ sin θ
ECM

, (8.153)

M(−,+,−,−) =
e2

E2
CM

v̄(k2,+)γµu(k1,−) ū(p1,−)γµv(p2,−) =
2e2mµ sin θ

ECM
, (8.154)

M(−,+,+,+) =
e2

E2
CM

v̄(k2,+)γµu(k1,−) ū(p1,+)γµv(p2,+) = −2e2mµ sin θ
ECM

, (8.155)

M(+,−,−,−) =
e2

E2
CM

v̄(k2,−)γµu(k1,+) ū(p1,−)γµv(p2,−) =
2e2mµ sin θ

ECM
. (8.156)

这些振幅都正比于 mµ sin θ，宇称变换引起的相位因子都是 −1。这四个振幅对应的极化微分截
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面相等，为
dσ
dΩ

∣∣∣∣
λ1=−λ2,λ′1=λ′2

=
βµ

64π2E2
CMβe

4e4m2
µ sin2 θ

E2
CM

=
α2m2

µβµ sin2 θ

E4
CMβe

. (8.157)

这里末态 µ+µ− 系统的角动量为 j = 0，必须翻转 µ− 或 µ+ 的螺旋度来得到角动量为 j = 1

的态，因而振幅中出现一个 2mµ/ECM 因子，受到螺旋度压低。若 ECM/2≫ mµ，则这四个振
幅的贡献可以忽略。当 θ = 0, π 时，出现零振幅。理由类似于第 (3) 类情况，振幅同样正比于
sin θ。
利用上述 16 个极化振幅表达式，我们可以直接计算非极化振幅模方，

|M|2 =
1

4

∑
λ1λ2λ′1λ

′
2

|M(λ1, λ2, λ
′
1, λ

′
2)|2

=
e4

4

[
2(1 + cos θ)2 + 2(1− cos θ)2 + 4

16m2
em

2
µ cos2 θ

E4
CM

+ 4
4m2

e sin2 θ

E2
CM

+ 4
4m2

µ sin2 θ

E2
CM

]

= e4
[
1 + cos2 θ +

16m2
em

2
µ cos2 θ

E4
CM

+
4(m2

e +m2
µ)(1− cos2 θ)
E2

CM

]
= e4

[
1 +

(
1− 4m2

e

E2
CM

)(
1−

4m2
µ

E2
CM

)
cos2 θ +

4(m2
e +m2

µ)

E2
CM

]
= 16π2α2

[
1 + β2

eβ
2
µ cos2 θ +

4(m2
e +m2

µ)

E2
CM

]
, (8.158)

结果与通过求迹运算得到的 (8.92) 式一致。

8.3 手征性与螺旋度
本节探讨旋量场的手征性 (chirality) 与自旋 1/2 费米子的螺旋度之间的关系。
在 Weyl 表象 (5.68) 中，利用

γ5 =

(
−1

1

)
, (8.159)

引入左手投影矩阵 PL 和右手投影矩阵 PR，

PL ≡
1

2
(1− γ5) =

(
1

0

)
, PR ≡

1

2
(1 + γ5) =

(
0

1

)
. (8.160)

它们是厄米的，而且具有投影性
P 2

L = PL, P 2
R = PR, (8.161)

正交性
PLPR = PRPL = 0, (8.162)
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和完备性
PL + PR = 1. (8.163)

另外，由 γ5γµ = −γµγ5 有
PLγ

µ = γµPR, PRγ
µ = γµPL. (8.164)

回顾 (5.112) 式，Dirac 旋量场 ψ 可分解为左手 Weyl 旋量场 ηL 和右手 Weyl 旋量场 ηR。
利用投影矩阵，定义左手的四分量旋量场

ψL ≡ PLψ =

(
1

0

)(
ηL

ηR

)
=

(
ηL

0

)
, (8.165)

和右手的四分量旋量场

ψR ≡ PRψ =

(
0

1

)(
ηL

ηR

)
=

(
0

ηR

)
, (8.166)

我们称左手旋量场和右手旋量场具有相反的手征性。可见，左右手投影矩阵正好挑选出具有相
应手征性的 Weyl 旋量场分量。

根据定义，左手旋量场 ψL 的 Dirac 共轭为

ψ̄L = (ψL)
†γ0 =

1

2
[(1− γ5)ψ]†γ0 = 1

2
ψ†(1− γ5)γ0 = 1

2
ψ†γ0(1 + γ5) = ψ̄PR. (8.167)

注意，上式中 1± γ5 是 1± γ5 的简化写法。同理得右手旋量场 ψR 的 Dirac 共轭为

ψ̄R = ψ̄PL. (8.168)

对包含若干个 Dirac 矩阵的旋量场双线性型进行左右手投影分解，得

ψ̄ψ = ψ̄(PL + PR)ψ = ψ̄(P 2
L + P 2

R)ψ = ψ̄RψL + ψ̄LψR, (8.169)

ψ̄γµψ = ψ̄γµ(P 2
L + P 2

R)ψ = ψ̄PRγ
µPLψ + ψ̄PLγ

µPRψ = ψ̄Lγ
µψL + ψ̄Rγ

µψR, (8.170)

ψ̄γµγνψ = ψ̄γµγν(P 2
L + P 2

R)ψ = ψ̄Rγ
µγνψL + ψ̄Lγ

µγνψR, (8.171)

ψ̄γµγνγρψ = ψ̄γµγνγρ(P 2
L + P 2

R)ψ = ψ̄Lγ
µγνγρψL + ψ̄Rγ

µγνγρψR. (8.172)

可见，

包含偶数（奇数）个 Dirac 矩阵的旋量场双线性型耦合手征性相反（相同）的旋量场。

于是，拉氏量 (5.103) 中的 Dirac 旋量场质量项分解为

−mψ̄ψ = −m(ψ̄RψL + ψ̄LψR). (8.173)

把上式看作微扰，那么，
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质量 m 将左手旋量场 ψL 与右手旋量场 ψR 耦合起来。

在高能极限下，忽略旋量场的质量 m，则 Ep ≃ |p|，故

ω+(p) =
√
Ep + |p| ≃

√
2Ep , ω−(p) =

√
Ep − |p| ≃ 0. (8.174)

按照平面波旋量系数 u 和 v 的螺旋态表达式 (5.180) 和 (5.196)，有

u(p,+) =

(
ω−(p)ξ+(p)
ω+(p)ξ+(p)

)
≃
√
2Ep

(
0

ξ+(p)

)
, (8.175)

u(p,−) =

(
ω+(p)ξ−(p)
ω−(p)ξ−(p)

)
≃
√
2Ep

(
ξ−(p)
0

)
, (8.176)

v(p,+) =

(
ω+(p)ξ−(p)
−ω−(p)ξ−(p)

)
≃
√
2Ep

(
ξ−(p)
0

)
, (8.177)

v(p,−) =

(
−ω−(p)ξ+(p)
ω+(p)ξ+(p)

)
≃
√
2Ep

(
0

ξ+(p)

)
. (8.178)

此时，螺旋度不同的 u和 v显示出不同的手征性，u(p,+)和 v(p,−)是右手的，u(p,−)和 v(p,+)

是左手的。可见，高能极限下手征性等价于螺旋度。回顾 5.4.2 小节，u(p, λ) 是本征值为 λ 的
螺旋度本征态，与螺旋度为 λ 的正费米子相关；而 v(p, λ) 是本征值为 −λ 的螺旋度本征态，却
与螺旋度为 λ 的反费米子相关。用投影矩阵作用，有

uL(p,−) = PLu(p,−) ≃ u(p,−), uR(p,+) = PRu(p,+) ≃ u(p,+), (8.179)

uL(p,+) = PLu(p,+) ≃ 0, uR(p,−) = PRu(p,−) ≃ 0, (8.180)

vL(p,+) = PLv(p,+) ≃ v(p,+), vR(p,−) = PRv(p,−) ≃ v(p,−), (8.181)

vL(p,−) = PLv(p,−) ≃ 0, vR(p,+) = PRv(p,+) ≃ 0. (8.182)

相应的 Dirac 共轭满足

ūL(p,−) = ū(p,−)PR ≃ ū(p,−), ūR(p,+) = ū(p,+)PL ≃ ū(p,+), (8.183)

ūL(p,+) = ū(p,+)PR ≃ 0, ūR(p,−) = ū(p,−)PL ≃ 0, (8.184)

v̄L(p,+) = v̄(p,+)PR ≃ v̄(p,+), v̄R(p,−) = v̄(p,−)PL ≃ v̄(p,−), (8.185)

v̄L(p,−) = v̄(p,−)PR ≃ 0, v̄R(p,+) = v̄(p,+)PL ≃ 0. (8.186)

据此，将投影矩阵作用到 ψ(x) 平面波展开式 (5.216) 上，得到左右手旋量场的平面波展开
式

ψL(x) = PLψ(x) ≃
∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

[
u(p,−)ap,−e−ip·x + v(p,+)b†p,+eip·x

]
, (8.187)
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ψR(x) = PRψ(x) ≃
∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

[
u(p,+)ap,+e−ip·x + v(p,−)b†p,−eip·x

]
. (8.188)

相应的 Dirac 共轭为

ψ̄L(x) = [ψL(x)]
†γ0 ≃

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

[
ū(p,−)a†p,−eip·x + v̄(p,+)bp,+e−ip·x

]
,

ψ̄R(x) = [ψR(x)]
†γ0 ≃

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

[
ū(p,+)a†p,+eip·x + v̄(p,−)bp,−e−ip·x

]
. (8.189)

也就是说，

在高能极限下，忽略质量，左手旋量场 ψL（等价于左手Weyl旋量场 ηL）
描述左旋极化的正费米子和右旋极化的反费米子，右手旋量场 ψR（等价于
右手Weyl旋量场 ηR）描述右旋极化的正费米子和左旋极化的反费米子，ψL

和 ψR 成为两个相互独立的场。

作为对高能极限的微扰，质量项−m(ψ̄RψL+ψ̄LψR)耦合着左旋极化 (λ = −)与右旋极化 (λ = +)
的正费米子，也耦合着左旋极化与右旋极化的反费米子，所以我们在 8.2.4 小节说“质量可以翻
转螺旋度”。

在标准模型中，每一种无质量中微子由一个左手旋量场 ψL(x) 描述，相应地，以 a†p,− 算符
产生的粒子是左旋正中微子，以 b†p,+ 算符产生的粒子是右旋反中微子，它们互为正反粒子。标
准模型中没有由右手旋量场描述的中微子。

在高能极限下，由投影矩阵性质推出

ū(q,−)u(p,−) ≃ ū(q,−)PRPLu(p,−) = 0, ū(q,+)u(p,+) ≃ ū(q,+)PLPRu(p,+) = 0, (8.190)

v̄(q,−)v(p,−) ≃ v̄(q,−)PLPRv(p,−) = 0, v̄(q,+)v(p,+) ≃ v̄(q,+)PRPLv(p,+) = 0. (8.191)

此时两个平面波旋量系数之间夹着零个 Dirac 矩阵，不能耦合相同螺旋度，只能耦合相反螺旋
度，这是左右手投影分解式 (8.169) 在平面波旋量系数上的体现。一般地，有

ū(q, λ)u(p, λ) ≃ 0, v̄(q, λ)v(p, λ) ≃ 0, (8.192)

ū(q,−λ)γµu(p, λ) ≃ 0, v̄(q,−λ)γµv(p, λ) ≃ 0, (8.193)

ū(q, λ)γµγνu(p, λ) ≃ 0, v̄(q, λ)γµγνv(p, λ) ≃ 0, (8.194)

ū(q,−λ)γµγνγρu(p, λ) ≃ 0, v̄(q,−λ)γµγνγρv(p, λ) ≃ 0. (8.195)

对于 u 和 v 一起构成的旋量双线性型，则有

ū(q,−λ)v(p, λ) ≃ 0, v̄(q,−λ)u(p, λ) ≃ 0, (8.196)

ū(q, λ)γµv(p, λ) ≃ 0, v̄(q, λ)γµu(p, λ) ≃ 0, (8.197)

ū(q,−λ)γµγνv(p, λ) ≃ 0, v̄(q,−λ)γµγνu(p, λ) ≃ 0, (8.198)
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ū(q, λ)γµγνγρv(p, λ) ≃ 0, v̄(q, λ)γµγνγρu(p, λ) ≃ 0. (8.199)

容易看出，在高能极限下，忽略质量，只有 λ1 = −λ2 且 λ′1 = −λ′2 的螺旋度构型对 e+e− →
µ+µ− 极化振幅 (8.99)的贡献非零，与上一小节的计算结果一致。如果不忽略质量，则其它螺旋
度构型的贡献正比于质量，表现出螺旋度压低效应。

8.4 Coulomb 散射
8.4.1 e−µ− 散射
现在，我们讨论与 e+e− → µ+µ− 湮灭过程关系密切的 e−µ− → e−µ− 散射过程。这个过程

对应于电子受 µ子 Coulomb电场影响而发生的 Coulomb 散射。它的领头阶费曼图与图 8.1类
似，但线的方向不同，相应的不变振幅为

iM =

e−

µ−

e−

µ−

µ

ν

k′
1

k′
2

q′

p′
1

p′
2

= ū(p′1) (ieγµ) u(k′1)
−igµν
q′2

ū(p′2) (ieγν) u(k′2)

=
ie2
q′2

ū(p′1)γ
µu(k′1) ū(p

′
2)γµu(k

′
2). (8.200)

为简便起见，这里我们将平面波旋量系数 u 和 ū 写成在壳四维动量的函数，而且没有显明写出
对螺旋度的依赖。虚光子的四维动量 q′µ 满足

q′µ = k′µ1 − p
′µ
1 = p′µ2 − k

′µ
2 . (8.201)

iM 的复共轭是
(iM)∗ = − ie2

q′2
ū(k′1)γ

νu(p′1) ū(k
′
2)γνu(p

′
2), (8.202)

非极化振幅模方为

|M|2 =
1

4

∑
spins
|M|2 = e4

4(q′2)2

∑
spins

ū(p′1)γ
µu(k′1) ū(k

′
1)γ

νu(p′1) ū(p
′
2)γµu(k

′
2) ū(k

′
2)γνu(p

′
2)

=
e4

4(q′2)2

∑
spins

tr[u(p′1)ū(p′1)γµu(k′1) ū(k′1)γν ] tr[u(p′2)ū(p′2)γµu(k′2) ū(k′2)γν ]

=
e4

4(q′2)2
tr[(/p′1 +me)γ

µ(/k
′
1 +me)γ

ν ] tr[(/p′2 +mµ)γµ(/k
′
2 +mµ)γν ]. (8.203)
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其中，∑
spins
表示对自旋求和，即对螺旋度求和。容易看出，这个结果等价于对 e+e− → µ+µ− 非

极化振幅模方 (8.43) 作以下动量替换，

kµ1 → k′µ1 , kµ2 → −p
′µ
1 , pµ1 → p′µ2 , pµ2 → −k

′µ
2 . (8.204)

注意这样的替换正好使得 qµ → q′µ。可见，这两个过程确实具有密切的关系，这种关系称为交
叉对称性 (crossing symmetry)。通过动量替换，我们可以从 (8.80) 式直接得到 e−µ− → e−µ−

非极化振幅模方的表达式

|M|2 = 8e4

(q′2)2
[(k′1 · p′2)(p′1 · k′2) + (k′1 · k′2)(p′1 · p′2)−m2

e(p
′
2 · k′2)−m2

µ(k
′
1 · p′1) + 2m2

em
2
µ]. (8.205)

在质心系中，根据 6.5.3 小节关于两体散射运动学的讨论，初末态粒子的动量满足

|k′
1| = |k′

2| = |p′
1| = |p′

2| =
ECM

2
λ1/2

(
1,

m2
e

E2
CM

,
m2
µ

E2
CM

)
≡ Q. (8.206)

也就是说，初末态四个粒子的动量大小都是 Q。另一方面，它们的能量是

k′01 = p′01 =
E2

CM +m2
e −m2

µ

2ECM
≡ Ee, k′02 = p′02 =

E2
CM +m2

µ −m2
e

2ECM
≡ Eµ, (8.207)

其中 Ee 是初末态电子的能量，Eµ 是初末态 µ 子的能量。设散射角 θ 为 k′
1 与 p′

1 方向的夹角，
则四维动量的内积表达为

k′1 · p′1 = k′01 p
′0
1 − |k′

1||p′
1| cos θ = E2

e −Q2 cos θ, (8.208)

k′1 · p′2 = k′01 p
′0
2 + |k′

1||p′
2| cos θ = EeEµ +Q2 cos θ, (8.209)

k′2 · p′2 = k′02 p
′0
2 − |k′

2||p′
2| cos θ = E2

µ −Q2 cos θ, (8.210)

k′2 · p′1 = k′02 p
′0
1 + |k′

2||p′
1| cos θ = EeEµ +Q2 cos θ, (8.211)

k′1 · k′2 = k′01 k
′0
2 + |k′

1||k′
2| = EeEµ +Q2, (8.212)

p′1 · p′2 = p′01 p
′0
2 + |p′

1||p′
2| = EeEµ +Q2, (8.213)

q′2 = (k′1 − p′1)2 = 2m2
e − 2 k′1 · p′1 = 2(m2

e − E2
e +Q2 cos θ) = −2Q2(1− cos θ). (8.214)

对任意 θ > 0，有 q′2 < 0，即虚光子是类空的。
于是，|M|2 化为

|M|2 =
8e4

4Q4(1− cos θ)2
[
(EeEµ +Q2 cos θ)2 + (EeEµ +Q2)2

−m2
e(E

2
µ −Q2 cos θ)−m2

µ(E
2
e −Q2 cos θ) + 2m2

em
2
µ

]
=

32π2α2

Q4(1− cos θ)2
{
2E2

eE
2
µ −m2

µE
2
e −m2

eE
2
µ + 2m2

em
2
µ +Q4(1 + cos2 θ)

+Q2[2EeEµ(1 + cos θ) + (m2
e +m2

µ) cos θ]
}
. (8.215)
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接着按照 (6.344) 式计算微分散射截面，式中的入射流因子

EAEB|vA − vB| = EeEµ

(
Q

Ee
+

Q

Eµ

)
= EeEµ

Q(Eµ + Ee)

EeEµ
= QECM, (8.216)

故微分截面为
dσ
dΩ =

1

64π2

1

EAEB|vA − vB|
|p′

1|
ECM

|M|2 = 1

64π2

1

QECM

Q

ECM
|M|2

=
α2

2E2
CMQ

4(1− cos θ)2
{
2E2

eE
2
µ −m2

µE
2
e −m2

eE
2
µ + 2m2

em
2
µ

+Q4(1 + cos2 θ) +Q2[2EeEµ(1 + cos θ) + (m2
e +m2

µ) cos θ]
}
. (8.217)

由于分母上的 (1− cos θ)2 因子，微分截面对于向前散射 (θ → 0) 具有奇性，这是 Coulomb
散射的一个普遍特征。当散射角 θ 很小时，cos θ ≃ 1− θ2/2 +O(θ4)，有

dσ
dΩ ∝

1

θ4
, θ → 0. (8.218)

(1 − cos θ)2 因子来源于光子传播子贡献的 q′2 = −2Q2(1 − cos θ)，故奇性来自接近质壳的虚光
子 (q′2 → 0)。

当 ECM ≫ me 时，忽略电子质量，有 Ee ≃ Q =
√
E2
µ −m2

µ，微分截面化为
dσ
dΩ ≃

α2

2E2
CMQ

2(1− cos θ)2 [2E
2
µ −m2

µ +Q2 +Q2 cos2 θ + 2QEµ + 2QEµ cos θ +m2
µ cos θ]

=
α2

2E2
CMQ

2(1− cos θ)2 [(Eµ +Q)2 + (Eµ +Q cos θ)2 −m2
µ(1− cos θ)]. (8.219)

在高能极限 (ECM ≫ mµ > me) 下，Q ≃ Ee ≃ Eµ ≃ ECM/2，则微分截面变成
dσ
dΩ ≃

α2[4 + (1 + cos θ)2]
2E2

CM(1− cos θ)2 =
α2[1 + cos4(θ/2)]
2E2

CM sin4(θ/2)
. (8.220)

第二步用到三角函数倍角公式 (8.101)。

8.4.2 e−p 散射
质子 (proton) p是自旋为 1/2的稳定费米子，质量为 mp = 938.3 MeV。它是一种复合粒子，

具有内部结构，可以看作由 2 个 u 夸克和 1 个 d 夸克组成的束缚态。质子携带的电荷 Qp 是这
些夸克的电荷之和，即 Qp = 2Qu+Qd = +1。像这样能够贡献到质子的相加性量子数（如电荷）
的夸克称为价夸克 (valence quark)。由于量子涨落，质子参与相互作用时有一定概率出现一对
正反夸克 qq̄，q 与 q̄ 携带的相加性量子数正好相互抵消，这样的夸克称为海夸克 (sea quark)。

一个相互作用过程通常涉及一个典型的能量或动量大小，比如质心能 ECM 或上一小节用到
的动量 Q，这样的量称为能标 (energy scale)。当能标远小于 mp 时，质子在相互作用过程中就
像没有结构的点粒子一样。此时，我们可以用一个 Dirac 旋量场来描述质子，并使用 Qp = +1

的 QED 相互作用顶点。下面讨论电子与质子的 Coulomb 散射 e−p→ e−p。
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e
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1
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图 8.7: 当入射电子动量远小于 mp 时，e−p→ e−p 过程的动量示意图。

在非相对论性经典物理学中，假设入射电子的动量远小于质子质量 mp，从而可取 mp →∞
的极限，则质子在散射前后都是静止的，初末态电子的运动速率相同，记为 v，运动方向相差
散射角 θ，如图 8.7 所示，那么 Coulomb 力引起的微分散射截面为

dσ
dΩ =

α2

4m2
ev

4 sin4(θ/2)
. (8.221)

这个式子就是 Rutherford 公式 [37]。可见，θ → 0 时 dσ/dΩ ∝ θ−4 的奇性在经典物理层面就
已经出现了。

这样的奇性表明 Coulomb 力是一种长程力，它的作用范围是无穷大的，可以通过下面的讨
论来理解。在没有相互作用的情况下，入射电子的直线运动轨迹与质子之间的最小距离称为碰
撞参数（ impact parameter，也称为瞄准距离）b。在 Coulomb散射中，利用 Newton第二定律和
角动量守恒定律2，可以推出 b ∝ cot(θ/2)，从而 θ → 0 意味着无穷大的 b，即质子的 Coulomb
力作用于无穷远处的电子。当然，碰撞参数 b 在实际情况中不可能无限地大；当 b 大到一定程
度时，质子携带的正电荷会被外部负电荷所屏蔽，导致 Rutherford 公式不再成立。因此，现实
问题中的散射角 θ 通常存在一个下限 θ0 > 0，这个下限有可能由电荷屏蔽效应所决定，也有可
能由探测器的有效覆盖范围所决定，而 Coulomb 散射截面在 θ > θ0 的区间上具有有限的数值。
现在转到 QED 中进行讨论，e−p→ e−p 散射过程的领头阶不变振幅为

iM =

e−

p

e−

p

k1

k2

q

p1

p2

= ū(p1) (ieγµ) u(k1)
−igµν
q2

ū(p2) (−ieγν) u(k2)

= − ie2
q2
ū(p1)γ

µu(k1) ū(p2)γµu(k2). (8.222)

2参考杨福家《原子物理学》（第四版）第一章 §3。
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相比于 (8.200) 式，这个结果多出一个负号，这是因为 Qp = −Qµ = +1。由于这里只有一幅
Feynman 图，这个符号差异不会影响振幅模方。类比 (8.205) 式，e−p→ e−p 非极化振幅模方为

|M|2 = 8e4

(q2)2
[(k1 · p2)(p1 · k2) + (k1 · k2)(p1 · p2)−m2

e(p2 · k2)−m2
p(k1 · p1) + 2m2

em
2
p]. (8.223)

现在，我们在 mp →∞ 的极限下推导 Rutherford 公式的 QED 相对论性修正。如图 8.7 所
示，此时散射前后的质子是静止的，初末态电子的能量都是 E，四维动量分解为

kµ1 = (E, k1), kµ2 = (mp, 0), pµ1 = (E, p1), pµ2 = (mp, 0). (8.224)

初末态电子的动量大小相等，记为

Q ≡ |k1| = |p1| =
√
E2 −m2

e . (8.225)

根据狭义相对论中的关系，初末态电子的运动速率为

v =
Q

E
=

√
1− m2

e

E2
, (8.226)

因而
m2
e = E2 −Q2 = E2(1− v2). (8.227)

四维动量的内积可以表达成

k1 · p1 = E2 −Q2 cos θ = E2(1− v2 cos θ), k2 · p2 = m2
p, (8.228)

k1 · p2 = k2 · p1 = k1 · k2 = p1 · p2 = mpE, (8.229)

q2 = (k1 − p1)2 = 2m2
e − 2E2 + 2Q2 cos θ = −2Q2(1− cos θ). (8.230)

从而，非极化振幅模方化为

|M|2 =
8e4

4Q4(1− cos θ)2 [m
2
pE

2 +m2
pE

2 −m2
em

2
p −m2

pE
2(1− v2 cos θ) + 2m2

em
2
p]

=
32π2α2

Q4(1− cos θ)2 (m
2
pE

2 +m2
pE

2v2 cos θ +m2
em

2
p)

=
32π2α2

Q4(1− cos θ)2 [m
2
pE

2 +m2
pE

2v2 cos θ +m2
pE

2(1− v2)]

=
32π2α2m2

p

v2Q2(1− cos θ)2 [2− v
2(1− cos θ)] =

16π2α2m2
p

v2Q2 sin4(θ/2)

(
1− v2 sin2 θ

2

)
. (8.231)

末态两体不变相空间积分是∫
dΠ2 =

∫ d3p1
(2π)32p01

d3p2
(2π)32p02

(2π)4δ(4)(k1 + k2 − p1 − p2) =
∫ d3p1

(2π)24p01p
0
2

δ(k01 + k02 − p01 − p02)

=

∫ dΩ dQQ2

16π2Emp

δ
(
E +mp −

√
Q2 +m2

e −mp

)
=

∫ dΩQ2

16π2Emp

∣∣∣∣∣d
(
E −

√
Q2 +m2

e

)
dQ

∣∣∣∣∣
−1
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图 8.8: θ = π/4 时 Rutherford 公式和 Mott 公式给出的微分散射截面随电子速率 v 的变化。

=

∫
dΩ Q2

16π2Emp

∣∣∣∣∣ 2Q

2
√
Q2 +m2

e

∣∣∣∣∣
−1

=

∫
dΩ Q

16π2mp

. (8.232)

第四步用到 (2.62) 式。入射流因子

EAEB|vA − vB| = Emp
Q

E
= Qmp. (8.233)

此过程末态对称性因子 S = 1，根据 (6.330) 式，散射截面是

σ =
1

4EAEB|vA − vB|

∫
dΠ2 |M|2 =

1

4Qmp

∫
dΩ Q|M|2

16π2mp

=
1

64π2m2
p

∫
dΩ |M|2 , (8.234)

微分散射截面为

dσ
dΩ =

|M|2
64π2m2

p

=
α2

4v2Q2 sin4(θ/2)

(
1− v2 sin2 θ

2

)
, Q≪ mp. (8.235)

上式是 QED对 Rutherford公式 (8.221)的修正，称为 Mott 公式。Mott公式跟 Rutherford公
式一样不依赖于 mp，因而 mp → ∞ 的极限是存在的。在低速近似下，v ≪ 1，Q ≃ mev，则
Mott 公式退化成 Rutherford 公式。图 8.8 画出 θ = π/4 时 Rutherford 公式和 Mott 公式给出
的微分散射截面随 v 的变化曲线。

8.4.3 Coulomb 势能和 Yukawa 势能
从前面两个小节可以看到，QED 中带电粒子通过交换虚光子发生 Coulomb 散射。在非相

对论近似下，Mott公式退化为 Rutherford公式，因而光子传播子的效应应该等价于电动力学中
的 Coulomb 电势。这是接下来要论证的观点。
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考虑两种带电费米子 f 和 f ′，电荷分别为 Qf 和 Qf ′，讨论 Coulomb散射过程 ff ′ → ff ′。
记初态四维动量为 k1 和 k2，末态四维动量为 p1 和 p2。在非相对论近似下，|ki|, |pi| ≪ mf ,mf ′，
粒子能量近似为质量，即

kµ1 ≃ (mf , k1), kµ2 ≃ (mf ′ , k2), pµ1 ≃ (mf , p1), pµ2 ≃ (mf ′ , p2). (8.236)

在此近似下，可将正费米子的平面波旋量系数表达为

u(p, σ) ≃
√
m

(
ζσ

ζσ

)
, (8.237)

其中 ζσ 是某个固定方向上的二分量自旋本征态，不依赖于动量 p，σ = ±1/2 是磁量子数。ζσ
满足以下正交归一关系和完备性关系，

ζ†σ′ζσ = δσ′σ,
∑

σ=±1/2

ζσζ
†
σ = 1. (8.238)

例如，在 z 轴方向上，自旋矩阵的分量 σ3/2 = diag(1/2,−1/2) 的本征态为

ζ+1/2 =

(
1

0

)
, ζ−1/2 =

(
0

1

)
, (8.239)

它们满足本征方程
σ3

2
ζσ = σζσ. (8.240)

这样的 u(p, σ) 在 p→ 0 极限下满足运动方程 (5.145)，

(/p−m)u(p, σ) =
(
−m σµpµ

σ̄µpµ −m

)
u(p, σ) ≃ m3/2

(
−1 1
1 −1

)(
ζσ

ζσ

)
= 0, (8.241)

也满足正交归一关系 (5.140)，

u†(p, σ′)u(p, σ) ≃ m
(
ζ†σ′ ζ†σ′

)(ζσ
ζσ

)
= 2mζ†σ′ζσ ≃ 2Epδσ′σ. (8.242)

于是，ff ′ → ff ′ 散射过程的 QED 领头阶不变振幅为

iM =

f, σ1

f ′, σ2

f, σ′

1

f ′, σ′

2

k1

k2

q

p1

p2

= ū(p1, σ
′
1) (−iQfeγ

µ) u(k1, σ1)
−igµν
q2

ū(p2, σ
′
2) (−iQf ′eγ

ν) u(k2, σ2)
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=
iQfQf ′e

2

q2
ū(p1, σ

′
1)γ

µu(k1, σ1) ū(p2, σ
′
2)γµu(k2, σ2). (8.243)

由
u(k1, σ1) ≃

√
mf

(
ζσ1

ζσ1

)
, ū(p1, σ

′
1) ≃

√
mf

(
ζ†σ′

1
ζ†σ′

1

)
, (8.244)

得

ū(p1, σ
′
1)γ

0u(k1, σ1) ≃ mf

(
ζ†σ′

1
ζ†σ′

1

)( 1
1

)(
ζσ1

ζσ1

)
= 2mfζ

†
σ′
1
ζσ1 = 2mfδσ′

1σ1
, (8.245)

ū(p1, σ
′
1)γ

iu(k1, σ1) ≃ mf

(
ζ†σ′

1
ζ†σ′

1

)( σi

−σi

)(
ζσ1

ζσ1

)
= 0. (8.246)

同理有
ū(p2, σ

′
2)γ0u(k2, σ2) ≃ 2mf ′δσ′

2σ2
, ū(p2, σ

′
2)γiu(k2, σ2) ≃ 0, (8.247)

因此在非相对论近似下只有时间分量 ūγ0u 的贡献。再注意到 q0 = k01 − p01 ≃ mf −mf = 0，则

q2 = (q0)2 − |q|2 ≃ −|q|2, (8.248)

将 ff ′ → ff ′ 不变振幅化为

iM≃ − iQfQf ′e
2

|q|2 (2mfδσ′
1σ1

)(2mf ′δσ′
2σ2

). (8.249)

上式只在 σ′
1 = σ1 且 σ′

2 = σ2 时非零，也就是说，非相对论性的 Coulomb 散射不改变费米子的
自旋极化态。

上式 2mf 和 2mf ′ 因子跟归一化取法有关。依照 5.5.4 小节的相对论性归一化取法，正
费米子态定义为 |p+, σ⟩ ≡

√
2Ep a

†
p,σ |0⟩，其中 a†p,σ 是相应的产生算符，有 ⟨ k+, σ′ | p+, σ ⟩ =

2Ep(2π)
3δσσ′δ(3)(p− k)。在非相对论性量子力学中，通常将正费米子态定义为∣∣p+, σ

〉
NR ≡ a†p,σ |0⟩ =

1√
2Ep

∣∣p+, σ
〉
, (8.250)

满足内积关系
NR⟨ k+, σ′ | p+, σ ⟩NR = (2π)3δσσ′δ(3)(p− k), (8.251)

相应地，外线规则变成

f, σ
p

=
1√
2Ep

u(p, σ), f, σ
p

=
1√
2Ep

ū(p, σ). (8.252)

因此，从不变振幅 (8.249) 中移去 2mf 和 2mf ′ 因子，就得到非相对论性归一化的不变振幅

iMNR ≃ −
iQfQf ′e

2

|q|2 δσ′
1σ1
δσ′

2σ2
, (8.253)
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其中 q = k1 − p1。相应的 T 矩阵元为

NR⟨ p+
2 , σ

′
2; p+

1 , σ
′
1 | iT | k+

1 , σ1; k+
2 , σ2 ⟩NR = iMNR(2π)

4δ(4)(k1 + k2 − p1 − p2). (8.254)

另一方面，对于 f 粒子进入势场 V (x) 发生的散射过程，非相对论性量子力学的 Born 近
似给出 T 矩阵元

NR⟨ p+
1 , σ1 | iT | k+

1 , σ1 ⟩NR = −iṼ (q) · 2π δ(Ep1 − Ek1), (8.255)

其中 Ṽ (q) 是 V (x) 的 Fourier 变换，即

Ṽ (q) ≡
∫

d3xV (x)e−iq·x. (8.256)

这里相当于对引起势场 V (x) 的 f ′ 粒子的动量作积分，因而没有相关的三维动量 δ 函数因子。
比较这两个理论的 T 矩阵元，我们得到

Ṽ (q) = QfQf ′e
2

|q|2 . (8.257)

对它求 Fourier 逆变换，推出 Coulomb 势能

V (x) =

∫ d3q

(2π)3
Ṽ (q) eiq·x =

QfQf ′e
2

(2π)3

∫
|q|2 d|q| dΩ eiq·x

|q|2

=
QfQf ′e

2

(2π)3

∫ ∞

0

d|q|
∫ 2π

0

dϕ
∫ 1

−1

d cos θ ei|q||x| cos θ =
QfQf ′e

2

4π2

∫ ∞

0

d|q| e
i|q||x| − e−i|q||x|

i|q||x|

=
QfQf ′e

2

4iπ2r

(∫ ∞

0

d|q| e
i|q|r

|q| −
∫ ∞

0

d|q| e
−i|q|r

|q|

)
, (8.258)

其中 θ 是 q 与 x 之间的夹角，而 r ≡ |x|。作变量替换 Q = −|q|，将第二个积分化为

−
∫ ∞

0

d|q| e
−i|q|r

|q| =

∫ −∞

0

dQ eiQr

−Q
=

∫ 0

−∞
dQ eiQr

Q
=

∫ 0

−∞
d|q| e

i|q|r

|q| , (8.259)

最后一步作了变量替换 |q| = Q。因而可将 V (x) 表达成

V (r) =
QfQf ′e

2

4iπ2r

∫ +∞

−∞
d|q| e

i|q|r

|q| (8.260)

利用留数定理计算这个积分，被积函数在 |q| = 0 处存在单极点，在 |q| 复平面上沿实轴和上半
圆周积分，得 ∫ +∞

−∞
d|q| e

i|q|r

|q| = iπ Res
|q|=0

ei|q|r

|q| = iπ. (8.261)

注意，由于这里的单极点位于实轴上，它对积分只贡献留数的一半。于是，Coulomb 势能化为

V (r) =
QfQf ′e

2

4πr
. (8.262)
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图 8.9: Coulomb 势能与 Yukawa 势能随距离 r 的变化。

从而，f ′ 粒子引起的 Coulomb 势为

Φf ′(r) =
V (r)

Qfe
=
Qf ′e

4πr
. (8.263)

这正是电动力学中点电荷电势的形式。
Coulomb 势是长程势，以 r−1 规律衰减 (attenuation)。Coulomb 势能 V (r) 的符号由电荷

Qf 和 Qf ′ 的符号决定。图 8.9 画出 QfQf ′ = ±1 时 Coulomb 势能随距离 r 的变化曲线。当
Qf 与 Qf ′ 同号时，V (r) > 0，r 越大，势能越小，Coulomb 势是排斥势。当 Qf 与 Qf ′ 异号时，
V (r) < 0，r 越小，势能越小，Coulomb 势是吸引势。

在上述推导过程中，我们通过比较 ff ′ → ff ′ 不变振幅 (8.243) 和 Born 近似下的 T 矩阵
元 (8.255) 来推导 Coulomb 势能。这是振幅层面上的对比，振幅的绝对符号会影响最后得到的
Coulomb 势能。因此，严格来说，我们需要检验场算符与初末态缩并的情况来确定这个绝对符
号，此时应该对末态采取左矢的严格定义，而不能使用像 (7.12) 式那样让左矢中动量排列次序
与湮灭算符相同的约定。

如果用 a†p,σ 和 b†p,σ 分别代表 f 和 f̄ 费米子的产生算符，用 c†p,σ 和 d†p,σ 分别代表 f ′ 和 f̄ ′ 费
米子的产生算符，那么，ff ′ → ff ′散射过程的初态是 ∣∣k+

1 , σ1; k+
2 , σ2

〉
=
√

4Ek1Ek2 a
†
k1,σ1c

†
k2,σ2 |0⟩，

末态 ∣∣p+
1 , σ

′
1; p+

2 , σ
′
2

〉
=
√
4Ep1Ep2 a

†
p1,σ′

1
c†p2,σ′

2
|0⟩ 对应的左矢依照定义写成

〈
p+
1 , σ

′
1; p+

2 , σ
′
2

∣∣ =√4Ep1Ep2 ⟨0| cp2,σ′
2
ap1,σ′

1
. (8.264)

参考 7.1 节计算方法，ff ′ → ff ′ 不变振幅对应的缩并形式是

⟨0| cp2,σ′
2
ap1,σ′

1
N[Aµ(x)ψ̄f,a(x)(γµ)abψf,b(x)Aν(y)ψ̄f ′,c(y)(γν)cdψf ′,d(y)]a†k1,σ1c

†
k2,σ2 |0⟩

= ⟨0| cp2,σ′
2
ap1,σ′

1
N[ψ̄f,a(x)ψ̄f ′,c(y)(γµ)abAµ(x)Aν(y)(γν)cdψf ′,d(y)ψf,b(x)]a†k1,σ1c

†
k2,σ2 |0⟩ . (8.265)
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注意这里将缩并线连接到产生湮灭算符头上。第二步在正规乘积中调换场算符的位置，将纠缠的
缩并线解开，涉及偶数次费米子算符之间的交换，没有给出额外的负号，因此上面得到的 Coulomb
势能 (8.262) 是正确的。
如果考虑 ff̄ ′ → ff̄ ′ 散射过程，就会出现不一样的情况。此时初态变成 ∣∣k+

1 , σ1; k−
2 , σ2

〉
=√

4Ek1Ek2 a
†
k1,σ1d

†
k2,σ2 |0⟩，末态

∣∣p+
1 , σ

′
1; p−

2 , σ
′
2

〉
=
√
4Ep1Ep2 a

†
p1,σ′

1
d†p2,σ′

2
|0⟩ 对应的左矢依照定义

写成 〈
p+
1 , σ

′
1; p−

2 , σ
′
2

∣∣ =√4Ep1Ep2 ⟨0| dp2,σ′
2
ap1,σ′

1
, (8.266)

ff̄ ′ → ff̄ ′ 不变振幅对应的缩并形式是

⟨0| dp2,σ′
2
ap1,σ′

1
N[Aµ(x)ψ̄f,a(x)(γµ)abψf,b(x)Aν(y)ψ̄f ′,c(y)(γν)cdψf ′,d(y)]a†k1,σ1d

†
k2,σ2 |0⟩

= −⟨0| dp2,σ′
2
ap1,σ′

1
N[ψ̄f,a(x)ψf ′,d(y)(γµ)abAµ(x)Aν(y)(γν)cdψ̄f ′,c(y)ψf,b(x)]a†k1,σ1d

†
k2,σ2 |0⟩ . (8.267)

第二步将纠缠的缩并线解开时涉及到奇数次费米子算符之间的交换，从而给出一个额外的负号，
应该把它加入到 ff̄ ′ → ff̄ ′ 的领头阶不变振幅中，得到

iM = −

f, σ1

f̄ ′, σ2

f, σ′

1

f̄ ′, σ′

2

k1

k2

q

p1

p2

= −ū(p1, σ
′
1)(−iQfeγ

µ)u(k1, σ1)
−igµν
q2

v̄(k2, σ2)(−iQf ′eγ
µ)v(p2, σ

′
2)

= − iQfQf ′e
2

q2
ū(p1, σ

′
1)γ

µu(k1, σ1)v̄(k2, σ2)γµv(p2, σ
′
2). (8.268)

在非相对论近似下，反费米子的平面波旋量系数表达为

v(p, σ) ≃
√
m

(
η−σ

−η−σ

)
, (8.269)

其中 ησ 是类似于 ζσ 的二分量自旋本征态，满足以下正交归一关系和完备性关系，

η†σ′ησ = δσ′σ,
∑

σ=±1/2

ηση
†
σ = 1. (8.270)

这样的 v(p, σ) 在 p→ 0 极限下满足运动方程 (5.184)，

(/p+m)v(p, σ) =
(

m σµpµ

σ̄µpµ m

)
v(p, σ) ≃ m3/2

(
1 1
1 1

)(
η−σ

−η−σ

)
= 0, (8.271)
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也满足正交归一关系 (5.141)，

v†(p, σ′)v(p, σ) ≃ m
(
η†−σ′ −η†−σ′

)( η−σ

−η−σ

)
= 2mη†−σ′η−σ ≃ 2Epδσ′σ. (8.272)

从而，利用 (8.248) 式和

v̄(k2, σ2)γ
0v(p2, σ

′
2) ≃ mf ′

(
−η†−σ2 η†−σ2

)( 1
1

)(
η−σ′

2

−η−σ′
2

)
= 2mf ′η

†
−σ2η−σ′

2
= 2mf ′δσ2σ′

2
, (8.273)

v̄(k2, σ2)γ
iv(p2, σ

′
2) ≃ mf ′

(
−η†−σ2 η†−σ2

)( σi

−σi

)(
η−σ′

2

−η−σ′
2

)
= 0, (8.274)

将 ff̄ ′ → ff̄ ′ 不变振幅化为

iM≃ iQfQf ′e
2

|q|2 (2mfδσ′
1σ1

)(2mf ′δσ2σ′
2
). (8.275)

与 ff ′ → ff ′ 不变振幅 (8.249) 比较，上式相差一个负号，它源于奇数次费米子算符的交换。于
是，相应的 Coulomb 势能也多了一个负号，形式为

V (r) = −QfQf ′e
2

4πr
. (8.276)

可见，反费米子 f̄ ′ 引起的 Coulomb 势为

Φf̄ ′(r) =
V (r)

Qfe
=
−Qf ′e

4πr
, (8.277)

它与正费米子 f ′ 引起的 Coulomb 势 (8.263) 符号相反，符合我们对反费米子 f̄ ′ 携带 −Qf ′ 电
荷的认知。

我们已经看到，光子传播子在非相对论近似下的效应等价于 Coulomb势。类似地，Yukawa
理论中标量玻色子 ϕ的传播子应该等价于一种 Yukawa 势。与光子不同的是，ϕ具有质量 mϕ。
下面推导 Yukawa 势能的形式。
假设存在两种参与 Yukawa 相互作用的费米子 f 和 f ′，相应的 Yukawa 耦合常数均为 κ。

根据 7.2 节的 Feynman 规则，ff ′ → ff ′ 散射过程的领头阶不变振幅为

iM = φ

f, σ1

f ′, σ2

f, σ′

1

f ′, σ′

2

k1

k2

q

p1

p2

= ū(p1, σ
′
1) (−iκ) u(k1, σ1)

i
q2 −m2

ϕ

ū(p2, σ
′
2) (−iκ) u(k2, σ2)
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= − iκ2
q2 −m2

ϕ

ū(p1, σ
′
1)u(k1, σ1) ū(p2, σ

′
2)u(k2, σ2). (8.278)

由于

ū(p1, σ
′
1)u(k1, σ1) ≃ mf

(
ζ†σ′

1
ζ†σ′

1

)(ζσ1
ζσ1

)
= 2mfδσ′

1σ1
, ū(p2, σ

′
2)u(k2, σ2) ≃ 2mf ′δσ′

2σ2
, (8.279)

振幅化为
iM =

iκ2
|q|2 +m2

ϕ

(2mfδσ′
1σ1

)(2mf ′δσ′
2σ2

). (8.280)

类比前面 Coulomb 散射的计算，即得 Yukawa 势场 V (x) 的 Fourier 变换

Ṽ (q) = − κ2

|q|2 +m2
ϕ

. (8.281)

于是，ϕ 传播子对应的 Yukawa 势能为

V (x) = −κ2
∫ d3q

(2π)3
eiq·x

|q|2 +m2
ϕ

= − κ2

4π2

∫ ∞

0

d|q|
∫ 1

−1

d cos θ |q|
2ei|q|r cos θ

|q|2 +m2
ϕ

= − κ2

4π2

∫ ∞

0

d|q| |q|2
|q|2 +m2

ϕ

ei|q|r − e−i|q|r

i|q|r = − κ2

4iπ2r

∫ +∞

−∞
d|q| |q|e

i|q|r

|q|2 +m2
ϕ

. (8.282)

现在，被积函数在上半复平面 |q| = imϕ 处存在单极点，沿实轴和上半圆周积分，得∫ +∞

−∞
d|q| |q|e

i|q|r

|q|2 +m2
ϕ

= 2iπ Res
|q|=imϕ

|q|ei|q|r

|q|2 +m2
ϕ

= 2iπ |q|ei|q|r

|q|+ imϕ

∣∣∣∣
|q|=imϕ

= iπe−mϕr. (8.283)

因此，Yukawa 势能的形式是

V (r) = − κ2

4πr
e−mϕr. (8.284)

对于 ff̄ ′ → ff̄ ′ 散射过程，类似于 QED 的情况，需要在领头阶不变振幅中引入一个额外
的负号，得到

iM = − φ

f, σ1

f̄ ′, σ2

f, σ′

1

f̄ ′, σ′

2

k1

k2

q

p1

p2

= −ū(p1, σ
′
1)(−iκ)u(k1, σ1)

i
q2 −m2

ϕ

v̄(k2, σ2)(−iκ)v(p2, σ
′
2)

=
iκ2

q2 −m2
ϕ

ū(p1, σ
′
1)u(k1, σ1)v̄(k2, σ2)v(p2, σ

′
2). (8.285)
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不过，

v̄(k2, σ2)v(p2, σ
′
2) ≃ mf ′

(
−η†−σ2 η†−σ2

)( η−σ′
2

−η−σ′
2

)
= −2mf ′η

†
−σ2η−σ′

2
= −2mf ′δσ2σ′

2
(8.286)

里面也出现了一个负号，导致非相对论近似下的不变振幅与 (8.280) 式相同。于是，ff̄ ′ → ff̄ ′

散射过程对应的 Yukawa 势能同样由 (8.284) 式给出。
图 8.9 中也画出了 mϕ = 80 GeV、κ = 0.6 时 Yukawa 势能随距离 r 的变化曲线。由于

V (r) < 0，r 越小，势能越小。无论对 ff ′ 散射还是 ff̄ ′ 散射，Yukawa 势都是吸引势。在长矩
离处，指数因子 e−mϕr 使 Yukawa 势迅速衰减，因而它是短程势。r0 ≡ 1/mϕ 是 Yukawa 势的特
征长度，即 Yukawa 相互作用的力程。若标量玻色子 ϕ 没有质量，则 Yukawa 势能与 Coulomb
势能形式类似。

8.5 交叉对称性和 Mandelstam 变量
在上一节中我们看到，e+e− → µ+µ− 与 e−µ− → e−µ− 过程具有交叉对称性，利用相应的

动量替换规则 (8.204)，可以从前者的计算结果直接得到后者的非极化振幅模方。
交叉对称性的一般表述如下。如果一个过程的初态包含一个四维动量为 pµ 的粒子 Φ，从

初态中移除 Φ 并在末态中添加一个四维动量为 kµ 的反粒子 Φ̄ 而得到另一个过程，则这两个过
程的不变振幅可以通过动量替换 kµ = −pµ 联系起来，

M(Φ(p) + · · · → · · · ) =M(· · · → Φ̄(k) + · · · ). (8.287)

物理的初末态粒子必须具有正能量，但 kµ = −pµ 意味着 Φ 和 Φ̄ 不可能同时具有正能量，因而
看起来有一个过程是非物理的。实际上，应当将这个等式看成一个重复利用振幅计算的数学技
巧：对第一个过程的振幅作动量替换 pµ → −kµ，再解析延拓到物理区域就得到第二个过程的
振幅。可以这样想象交叉对称性：一个粒子沿着时间方向运动等价于它的反粒子逆着时间方向
运动，这样的反粒子具有负能量和相反动量。

把 e+e− → µ+µ− 交叉成 e−µ− → e−µ−，需要先将初态 e+ (动量为 k2) 换成末态 e− (动量
为 p′1)，引起动量替换 kµ2 → −p

′µ
1 ；再将末态 µ+ (动量为 p2) 换成初态 µ− (动量为 k′2)，引起

动量替换 pµ2 → −k
′µ
2 ；初态 e− 和末态 µ− 不需要交叉，可以直接修改相应的动量记号。这样就

得到替换规则 (8.204)。
交叉一个粒子的典型 Feynman 图如图 8.10 所示，灰色圆形象征一些 Feynman 图结构，图

8.10(a) 中有一个正粒子 Φ 进入顶点，图 8.10(b) 相应地替换成一个反粒子 Φ̄ 离开顶点，两幅
图的其余部分完全相同。由于顶点处能动量守恒，图 8.10(a) 中四维动量满足 qµ1 + qµ2 + pµ = 0，
图 8.10(b) 则满足 qµ1 + qµ2 − kµ = 0。因此，只要 kµ = −pµ，两幅图在振幅上的差异就仅仅是
Φ(p) 与 Φ̄(k) 的外线因子（即极化矢量、平面波旋量系数等）之间的差异。
如果 Φ 是标量玻色子，则 Φ(p) 和 Φ̄(k) 的外线因子都是 1，两个振幅没有差异，(8.287)

式成立。如果 Φ 是矢量玻色子，则 Φ(p) 入射时的外线因子为 εµ(p, λ)。观察极化矢量表达式
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Φ p

q1 q2

(a) 正粒子 Φ 入射

Φ̄k = −p

q1 q2

(b) 反粒子 Φ̄ 出射

图 8.10: 交叉对称性示意图。

(4.105)，可知 εµ(−p, λ) = ε∗µ(p, λ) 对 λ = 0,± 成立。因此，当 kµ = −pµ 时，有

εµ(p, λ) = εµ(−k, λ) = ε∗µ(k, λ). (8.288)

最右边正是 Φ̄(k) 出射时的外线因子，故 (8.287) 式成立。
如果 Φ 是 Dirac 正费米子，则 Φ(p) 和 Φ̄(k) 的外线因子分别为平面波旋量系数 u(p) 和

v(k)。在计算自旋求和时将 p 替换成 −k，可得∑
spins

u(p)ū(p) = /p+m = −(/k −m) = −
∑
spins

v(k)v̄(k), (8.289)

因而两个过程的非极化振幅模方 |M|2 相差一个整体负号。可见，交叉一个费米子时，除了作动
量替换 pµ → −kµ，还要去除一个整体负号才能得到正确的 |M|2。当我们将 e+e− → µ+µ− 交
叉成 e−µ− → e−µ− 时，交叉了两个费米子，产生了两个整体负号，它们正好相互抵消。

如果想让振幅层面上的 (8.287)式在交叉费米子时成立，则需要对平面波旋量系数采取特殊
的定义。我们依然按照 (5.180) 式将平面波旋量系数 u(p, λ) 定义为

u(p, λ) =

(√
p0 − λ|p| ξλ(p)√
p0 + λ|p| ξλ(p)

)
. (8.290)

由螺旋态的本征方程 (5.161) 得 −(p̂ · σ)ξλ(−p) = λ ξλ(−p)，故

(p̂ · σ)ξλ(−p) = −λ ξλ(−p). (8.291)

可见，ξλ(−p) 是螺旋度为 −λ 的本征态。从而，我们可以将 v(p, λ) 定义成

v(p, λ) =

(
i
√
p0 + λ|p| ξλ(−p)

−i
√
p0 − λ|p| ξλ(−p)

)
. (8.292)

与 (5.185) 式比较，有 f̃λ(p) = i
√
p0 + λ|p| ξλ(−p)，g̃λ(p) = −i

√
p0 − λ|p| ξλ(−p)。利用 m =√

(p0)2 − |p|2 =
√

(p0 + λ|p|)(p0 − λ|p|)，推出

−p · σ̄
m

f̃λ(p) = − i
m

√
p0 + λ|p| (p0 + p · σ)ξλ(−p) = − i

m

√
p0 + λ|p| (p0 − λ|p|)ξλ(−p)
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k2

k1 p1

p2

图 8.11: 2→ 2 散射过程四维动量示意图。

= −i
√
p0 − λ|p| ξλ(−p) = g̃λ(p), (8.293)

符合 (5.189) 式。因此，这样定义的 v(p, λ) 满足运动方程 (5.184)，也可以验证它满足正交归一
关系 (5.204)、(5.211) 和自旋求和关系 (5.214)。如此，当 kµ = −pµ 时，可以推出

u(p, λ) = u(−k, λ) =

(√
−k0 − λ|k| ξλ(−k)√
−k0 + λ|k| ξλ(−k)

)
=

(
[eiπ(k0 + λ|k|)]1/2 ξλ(−k)
[e−iπ(k0 − λ|k|)]1/2 ξλ(−k)

)

=

(
eiπ/2(k0 + λ|k|)1/2 ξλ(−k)

e−iπ/2(k0 − λ|k|)1/2 ξλ(−k)

)
=

(
i
√
k0 + λ|k| ξλ(−k)

−i
√
k0 − λ|k| ξλ(−k)

)
= v(k, λ), (8.294)

则 Φ(p) 和 Φ̄(k) 的外线因子相等，(8.287) 式成立。注意，平方根函数是多值函数，在上式推导
过程中，我们利用 e±iπ = −1 对两个平方根函数采用了不同的取值方式。

进一步，我们可以定义一些便于应用交叉关系的物理量。对于 2→ 2 散射，按照图 8.11 表
示的四维动量，定义三个 Lorentz 不变的 Mandelstam 变量 [38]：

s ≡ (k1 + k2)
2 = (p1 + p2)

2,

t ≡ (k1 − p1)2 = (k2 − p2)2,

u ≡ (k1 − p2)2 = (k2 − p1)2.

(8.295)

第二步均用到能动量守恒关系 kµ1 + kµ2 = pµ1 + pµ2。
记这些四维动量对应的质量为 m1、m2、m′

1、m′
2，满足

k21 = m2
1, k22 = m2

2, p21 = m′2
1 , p22 = m′2

2 . (8.296)

于是，四维动量的两两内积可以用 Mandelstam 变量和质量表示为
k1 · k2 =

1

2
(s− k21 − k22) =

1

2
(s−m2

1 −m2
2), p1 · p2 =

1

2
(s−m′2

1 −m′2
2 ), (8.297)

k1 · p1 = −
1

2
(t− k21 − p21) = −

1

2
(t−m2

1 −m′2
1 ), k2 · p2 = −

1

2
(t−m2

2 −m′2
2 ), (8.298)

k1 · p2 = −
1

2
(u− k21 − p22) = −

1

2
(u−m2

1 −m′2
2 ), k2 · p1 = −

1

2
(u−m2

2 −m′2
1 ). (8.299)

因为非极化振幅模方 |M|2 只是这些四维动量内积的函数，所以用 3 个 Mandelstam 变量就足
以表达任意 2→ 2 散射过程的 |M|2。此外，能够推出
s+ t+ u = (k1 + k2)

2 + (k1 − p1)2 + (k1 − p2)2 = 3k21 + k22 + p21 + p22 + 2 k1 · (k2 − p1 − p2)
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= 3k21 + k22 + p21 + p22 − 2k21 = k21 + k22 + p21 + p22, (8.300)

故
s+ t+ u = m2

1 +m2
2 +m′2

1 +m′2
2 , (8.301)

即 Mandelstam 变量之和是初末态粒子质量平方和。
t和 u均定义为某个初态动量与某个末态动量之差的平方，看起来它们可以互换定义。在实

际应用中，通常用初末态中两个性质相近的粒子来定义 t。比如，对于 8.4.1小节的 e−µ− → e−µ−

散射过程，通常用初态电子动量 k′1 与末态电子动量 p′1 定义 t = (k′1 − p′1)2，从而虚光子动量满
足 q′2 = t。

在质心系中，k1 + k2 = 0，有

s = (k01 + k02)
2 = E2

CM, (8.302)

故 √s = ECM 就是质心能。对于任意 2→ n 散射过程，将 s 定义成所有初态或末态四维动量之
和的平方，

s = (k1 + k2)
2 =

(∑
i

pi

)2
, (8.303)

则 √s 就是这个过程的质心能。
可以用 Mandelstam 变量表达任意 2 → 2 散射过程的 |M|2。对于 8.2 节的 e+e− → µ+µ−

过程，非极化振幅模方 (8.80) 可化为

|M(e+e− → µ+µ−)|2

=
8e4

s2
[(k1 · p1)(k2 · p2) + (k1 · p2)(k2 · p1) +m2

µ(k1 · k2) +m2
e(p1 · p2) + 2m2

em
2
µ]

=
8e4

s2

[
1

4
(t−m2

e −m2
µ)

2 +
1

4
(u−m2

e −m2
µ)

2 +
1

2
m2
µ(s− 2m2

e) +
1

2
m2
e(s− 2m2

µ) + 2m2
em

2
µ

]
=

8e4

s2

[
t2 + u2

4
− t+ u

2
(m2

e +m2
µ) +

1

2
(m2

e +m2
µ)

2 +
s

2
(m2

e +m2
µ)

]
. (8.304)

由 (8.301) 式得 s+ t+ u = 2m2
e + 2m2

µ，即 t+ u = 2(m2
e +m2

µ)− s，故

|M(e+e− → µ+µ−)|2

=
8e4

s2

[
t2 + u2

4
−

2(m2
e +m2

µ)− s
2

(m2
e +m2

µ) +
1

2
(m2

e +m2
µ)

2 +
s

2
(m2

e +m2
µ)

]
=

2e4

s2
[t2 + u2 + 4s(m2

e +m2
µ)− 2(m2

e +m2
µ)

2]. (8.305)

现在，将 e+e− → µ+µ− 交叉成 e−µ− → e−µ−。根据动量替换规则 (8.204)，有

(k1 + k2)
2 → (k′1 − p′1)2, (k1 − p1)2 → (k′1 − p′2)2, (k1 − p2)2 → (k′1 + k′2)

2, (8.306)

即 Mandelstam 变量的替换规则为

s→ t, t→ u, u→ s. (8.307)
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可见，交叉对称性对应于 Mandelstam 变量的调换，这样的调换保持 (8.301)式不变。据此，我
们从 (8.305) 式直接得到 e−µ− → e−µ− 过程的非极化振幅模方

|M(e−µ− → e−µ−)|2 = 2e4

t2
[u2 + s2 + 4t(m2

e +m2
µ)− 2(m2

e +m2
µ)

2]. (8.308)

容易验证，这个结果与 (8.205) 式一致。
e+e− → µ+µ− 过程的虚光子动量满足 q2 = (k1 + k2)

2 = s，交叉成 e−µ− → e−µ− 过程之
后，虚光子动量满足 q′2 = (k′1 − p′1)2 = t。一般来说，当 2→ 2 散射 Feynman 图只含一条内线
时，内线动量的内积等于一个 Mandelstam 变量 s、t 或 u，我们称这种图为 s 通道 (channel)、
t 通道或 u 通道的 Feynman 图。e+e− → µ+µ− 和 e−µ− → e−µ− 的领头阶 Feynman 图分别对
应于 s 通道和 t 通道。
以 Yukawa 理论为例，三种通道具有如下特点。

s 通道：
φ

ψ

ψ̄

ψ

ψ̄

k1

k2

∝ 1

(k1 + k2)2 −m2
ϕ

=
1

s−m2
ϕ

(8.309)

t 通道： φ

ψ

ψ

ψ

ψ

k1 p1

∝ 1

(k1 − p1)2 −m2
ϕ

=
1

t−m2
ϕ

(8.310)

u 通道： φ

ψ

ψ

ψ

ψ

k1

p2

∝ 1

(k1 − p2)2 −m2
ϕ

=
1

u−m2
ϕ

(8.311)

一个散射过程可以包含多个通道的 Feynman 图。在 QED 中，Bhabha 散射 e+e− → e+e−

在领头阶具有 1 个 s 通道和 1 个 t 通道的 Feynman 图，如下。

γ

e
−

e
+

e
−

e
+

− γ

e
−

e
+

e
−

e
+

(8.312)



– 340 – 第 8 章 量子电动力学

Møller 散射 e−e− → e−e− 在领头阶具有 1 个 t 通道和 1 个 u 通道的 Feynman 图，如下。

γ

e
−

e
−

e
−

e
−

− γ

e
−

e
−

e
−

e
−

(8.313)

在质心系中，假设初末态四个粒子的质量都是 m，动量如图 8.2 所示，则有

k01 = k02 = p01 = p02 =
ECM

2
=

√
s

2
, (8.314)

|k1| = |k2| = |p1| = |p2| =
√
s

2

√
1− 4m2

s
≡ Q. (8.315)

从而得到

t = (k1 − p1)2 = k21 + p21 − 2 k1 · p1 = 2m2 − 2k01p
0
1 + 2|k1||p1| cos θ = −2Q2(1− cos θ), (8.316)

u = (k1 − p2)2 = k21 + p22 − 2 k1 · p2 = 2m2 − 2k01p
0
2 − 2|k1||p2| cos θ = −2Q2(1 + cos θ). (8.317)

于是，θ → 0 时 t→ 0，θ → π 时 u→ 0。另一方面，s = E2
CM 与散射角 θ 无关。三种通道的

传播子对散射角 θ 的依赖截然不同。

8.6 Compton 散射
电子与光子的散射过程 e−γ → e−γ 称为 Compton 散射 [39]。1923 年，Arthur Compton

用 X 射线照射核外电子，发现 X 射线因失去能量而波长变长。他使用的 X 射线光子能量约为
17 keV，远大于原子结合能，因而核外电子可以看成是自由的。根据相对论运动学，Compton
推导出光子的波长变化 ∆λ 与散射角 θ 的关系

∆λ =
2π

me

(1− cos θ). (8.318)

他的实验结果证实了这条公式，从而为光的粒子性提供了直接证据。
另一方面，对于低能电磁辐射与电子散射的过程，Joseph Thomson 根据经典电磁学推导出

微分散射截面
dσ

d cos θ = πr2e(1 + cos2 θ) = πα2

m2
e

(1 + cos2 θ), (8.319)

其中 re ≡ α/me 是电子的经典半径。在 QED 中，我们应该能够得到这条微分截面公式的相对
论修正。
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Compton 散射在 QED 领头阶具有 1 个 s 通道和 1 个 u 通道3的 Feynman 图，不变振幅为

iM =

e−

γ

γ

e−

k1

k2

k1+k2

p1

p2

+

e−

γ

γ

e−

k1

k2

k1−p2

p1

p2

= ε∗µ(p2) ū(p1) (ieγµ)
i(/k1 + /k2 +me)

(k1 + k2)2 −m2
e

(ieγν) u(k1) εν(k2)

+ εν(k2) ū(p1) (ieγν)
i(/k1 − /p2 +me)

(k1 − p2)2 −m2
e

(ieγµ) u(k1) ε∗µ(p2)

= −ie2ε∗µ(p2) εν(k2) ū(p1)
[
γµ(/k1 + /k2 +me)γ

ν

(k1 + k2)2 −m2
e

+
γν(/k1 − /p2 +me)γ

µ

(k1 − p2)2 −m2
e

]
u(k1). (8.320)

两幅图的电子线具有相同的拓扑结构，可通过连续变形相互转换，因而相对符号为正。这里我
们没有显明写出振幅对螺旋度的依赖，只将极化矢量记成在壳四维动量的函数。
根据质壳条件 k21 = m2

e 和 k22 = p22 = 0，传播子的分母化为
(k1 + k2)

2 −m2
e = 2 k1 · k2, (k1 − p2)2 −m2

e = −2 k1 · p2. (8.321)

由 (8.68) 式得 /k1γ
ν = 2kν1 − γν/k1，再利用运动方程 (5.145)，推出

(/k1+me)γ
νu(k1) = (2kν1−γν/k1+meγ

ν)u(k1) = 2kν1u(k1)−γν(/k1−me)u(k1) = 2kν1u(k1). (8.322)

从而将振幅化简成
iM = −ie2ε∗µ(p2)εν(k2)ū(p1)

(
γµ/k2γ

ν + 2γµkν1
2 k1 · k2

+
γν/p2γ

µ − 2γνkµ1

2 k1 · p2

)
u(k1). (8.323)

8.6.1 光子极化求和与 Ward 恒等式
接下来需要对初态自旋状态取平均、末态自旋状态求和以计算非极化振幅模方。除了涉及

对电子的螺旋度求和之外，还涉及对光子的螺旋度求和，即对光子的极化状态求和，亦即计算∑
spins

ε∗µ(p)εν(p) =
∑
λ=±

ε∗µ(p, λ)εν(p, λ) = −gµν −
pµpν

(p · n)2
+
pµnν + pνnµ

p · n
. (8.324)

第二步用到极化求和关系 (4.198)。本小节讨论光子极化求和的简化方法。
考虑出射一个动量为 pµ 的光子的任意 QED 过程，不变振幅为

γ

p

= iM(p) = iMµ(p) ε∗µ(p). (8.325)

3有些书称其为 t 通道。
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这里我们将出射光子的极化矢量 ε∗µ(p) 提出来，振幅的余下部分记作 Mµ(p)。对光子极化求和，
振幅模方变成 ∑

spins
|M(p)|2 =

∑
λ=±

ε∗µ(p, λ)εν(p, λ)Mµ(p)M ν∗(p)

=

[
−gµν −

pµpν
(p · n)2

+
pµnν + pνnµ

p · n

]
Mµ(p)M ν∗(p). (8.326)

根据 QED 相互作用拉氏量 (8.14)，上述过程的 T 矩阵元具有以下形式，

⟨f | iT |i⟩ ∝
∫

d4x1 · · · d4xn ⟨· · · ; p, λ|N[Aµ(x1)JµEM(x1) · · · ] |i⟩

=

∫
d4x1 · · · d4xn ε

∗
µ(p, λ)eip·x1 ⟨· · · |N[JµEM(x1) · · · ] |i⟩ . (8.327)

可见，
Mµ(p) ∝

∫
d4x1 · · · d4xn eip·x1 ⟨· · · |N[JµEM(x1) · · · ] |i⟩ . (8.328)

在经典层面上，Noether 定理表明电磁流 JµEM 满足守恒流方程 ∂µJ
µ
EM = 0。如果我们假设

∂µJ
µ
EM = 0 在量子层面上（即视 JµEM 为算符）也成立，就可以推出

0 =

∫
d4x1 · · · d4xn eip·x1 ⟨· · · |N[∂µJµEM(x1) · · · ] |i⟩

= −
∫

d4x1 · · · d4xn (∂µeip·x1) ⟨· · · |N[JµEM(x1) · · · ] |i⟩

= −ipµ
∫

d4x1 · · · d4xn eip·x1 ⟨· · · |N[JµEM(x1) · · · ] |i⟩ ∝ pµM
µ(p), (8.329)

第二步用到分部积分。于是得到
pµM

µ(p) = 0. (8.330)

这个表达式称为 Ward 恒等式 [40]，它对于入射光子的情况同样成立。Ward 恒等式告诉我们，

只要将不变振幅中任何一个入射或出射光子的极化矢量替换成相
应的四维动量，则结果为零。

虽然这里我们利用了经典的守恒流方程，但实际上可以在量子场论中严格地证明 Ward 恒
等式，相关证明留待后文叙述。Ward 恒等式是电磁流守恒在量子层面上的体现，与 QED 的规
范对称性密切相关。规范变换 Aµ → Aµ + ∂µχ 在动量空间中体现为 ε∗µ(p)→ ε∗µ(p) + ipµ，因此
振幅 ε∗µ(p)M

µ(p) 的规范不变性等价于 Ward 恒等式 pµM
µ(p) = 0。

应用 Ward 恒等式，我们发现 (8.326) 式方括号中后两项都没有贡献，从而得到∑
λ=±

ε∗µ(p, λ)εν(p, λ)Mµ(p)M ν∗(p) = −gµνMµ(p)M ν∗(p). (8.331)
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也就是说，在 QED 计算中可以使用替换关系

∑
spins

ε∗µ(p)εν(p)→ −gµν . (8.332)

这就是处理光子极化求和的简化方法。
现在用 Compton 散射振幅 (8.320) 验证 Ward 恒等式。将振幅表达为

iM = iε∗µ(p2) εν(k2)Mµν , (8.333)

则
Mµν = −e2 ū(p1)

[
γµ(/k1 + /k2 +me)γ

ν

(k1 + k2)2 −m2
e

+
γν(/k1 − /p2 +me)γ

µ

(k1 − p2)2 −m2
e

]
u(k1). (8.334)

运动方程 (5.145) 表明
/k1u(k1) = meu(k1), (8.335)

两边取厄米共轭，右乘 γ0，得
ū(k1)/k1 = ū(k1)me, (8.336)

同理 ū(p1)/p1 = ū(p1)me。再利用 kµ1 + kµ2 = pµ1 + pµ2，有

/p2u(k1) = −(/k1 − /p2 − /k1)u(k1) = −(/k1 − /p2 −me)u(k1), (8.337)

ū(p1)/p2 = ū(p1)(/k1 + /k2 − /p1) = ū(p1)(/k1 + /k2 −me). (8.338)

从而

p2µM
µν = −e2 ū(p1)

[
/p2(/k1 + /k2 +me)γ

ν

(k1 + k2)2 −m2
e

+
γν(/k1 − /p2 +me)/p2
(k1 − p2)2 −m2

e

]
u(k1)

= −e2 ū(p1)

[
(/k1 + /k2 −me)(/k1 + /k2 +me)γ

ν

(k1 + k2)2 −m2
e

−
γν(/k1 − /p2 +me)(/k1 − /p2 −me)

(k1 − p2)2 −m2
e

]
u(k1)

= −e2 ū(p1)

[
(/k1 + /k2)

2 −m2
e

(k1 + k2)2 −m2
e

γν − γν
(/k1 − /p2)

2 −m2
e

(k1 − p2)2 −m2
e

]
u(k1), (8.339)

由 (8.70) 式得 (/k1 + /k2)
2 = (k1 + k2)

2 和 (/k1 − /p2)
2 = (k1 − p2)2，故 p2µM

µν = 0。同理可以验
证 k2νM

µν = 0。
其实，Ward 恒等式不仅对光子外线成立，对光子内线也成立。设光子传播子的四维动量为

pµ，则 pµ 流入或流出的振幅 Mµ(p) 满足 Ward 恒等式 (8.330)。
以 e+e− → µ+µ− 过程为例，根据 (8.37) 式，光子传播子的四维动量为 qµ = kµ1 + kµ2 ，电

子线部分的振幅为 Mµ(q) = ev̄(k2)γ
µu(k1)。运动方程 (5.184) 表明

/k2v(k2) = −mev(k2), (8.340)
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两边取厄米共轭，右乘 γ0，得
v̄(k2)/k2 = −v̄(k2)me. (8.341)

再利用 /k1u(k1) = meu(k1) 即可推出 Ward 恒等式

qµM
µ(q) = ev̄(k2)/qu(k1) = ev̄(k2)(/k1 + /k2)u(k1) = ev̄(k2)(me −me)u(k1) = 0. (8.342)

同理可验证 µ 子线部分的振幅也满足 Ward 恒等式。

8.6.2 非极化振幅模方和 Klein-Nishina 公式
利用

[ū(p1)γ
µγργνu(k1)]

∗ = u†(k1)(γ
ν)†(γρ)†(γµ)†γ0u(p1) = u†(k1)γ

0γνγργµu(p1)

= ū(k1)γ
νγργµu(p1), (8.343)

对 (8.323) 式取复共轭，得

(iM)∗ = ie2ερ(p2)ε∗σ(k2)ū(k1)
(
γσ/k2γ

ρ + 2γρkσ1
2 k1 · k2

+
γρ/p2γ

σ − 2γσkρ1

2 k1 · p2

)
u(p1). (8.344)

于是，非极化振幅模方为

|M|2 =
1

4

∑
spins
|M|2

=
e4

4

∑
spins

ε∗µ(p2)ερ(p2)εν(k2)ε
∗
σ(k2) tr

[
u(p1)ū(p1)

(
γµ/k2γ

ν + 2γµkν1
2 k1 · k2

+
γν/p2γ

µ − 2γνkµ1

2 k1 · p2

)

×u(k1)ū(k1)
(
γσ/k2γ

ρ + 2γρkσ1
2 k1 · k2

+
γρ/p2γ

σ − 2γσkρ1

2 k1 · p2

)]
=
e4

4
(−gµρ) (−gνσ) tr

[
(/p1 +me)

(
γµ/k2γ

ν + 2γµkν1
2 k1 · k2

+
γν/p2γ

µ − 2γνkµ1

2 k1 · p2

)
×(/k1 +me)

(
γσ/k2γ

ρ + 2γρkσ1
2 k1 · k2

+
γρ/p2γ

σ − 2γσkρ1

2 k1 · p2

)]
=

e4

16
tr
[
(/p1 +me)

(
γµ/k2γ

ν + 2γµkν1
k1 · k2

+
γν/p2γ

µ − 2γνkµ1

k1 · p2

)
×(/k1 +me)

(
γν/k2γµ + 2γµk1ν

k1 · k2
+
γµ/p2γν − 2γνk1µ

k1 · p2

)]
=

e4

16

[
A

(k1 · k2)2
+

B + C

(k1 · k2)(k1 · p2)
+

D

(k1 · p2)2

]
, (8.345)

其中，

A ≡ tr[(/p1 +me)(γ
µ/k2γ

ν + 2γµkν1)(/k1 +me)(γν/k2γµ + 2γµk1ν)], (8.346)

B ≡ tr[(/p1 +me)(γ
µ/k2γ

ν + 2γµkν1)(/k1 +me)(γµ/p2γν − 2γνk1µ)], (8.347)
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C ≡ tr[(/p1 +me)(γ
ν
/p2γ

µ − 2γνkµ1 )(/k1 +me)(γν/k2γµ + 2γµk1ν)], (8.348)

D ≡ tr[(/p1 +me)(γ
ν
/p2γ

µ − 2γνkµ1 )(/k1 +me)(γµ/p2γν − 2γνk1µ)]. (8.349)

这里 A来自 s通道 Feynman图，D 来自 u通道 Feynman图，而 B 和 C 是两个通道的交叉项。
把 A 展开，会得到 16 项，其中有 8 项包含奇数个 Dirac 矩阵之积，相应的迹为零。A 中

余下的 8 项为

A = tr(/p1γ
µ/k2γ

ν/k1γν/k2γµ) + 2 tr(/p1γ
µ/k1/k1/k2γµ) + 2 tr(/p1γ

µ/k2/k1/k1γµ) + 4k21 tr(/p1γ
µ/k1γµ)

+m2
e tr(γµ/k2γνγν/k2γµ) + 2m2

e tr(γµ/k1/k2γµ) + 2m2
e tr(γµ/k2/k1γµ) + 4m2

ek
2
1 tr(γµγµ). (8.350)

利用 8.2.2 小节提供的求迹和缩并公式化简这些项，得

tr(/p1γ
µ/k2γ

ν/k1γν/k2γµ) = tr(γµ/p1γ
µ/k2γ

ν/k1γν/k2) = tr[(−2/p1)/k2(−2/k1)/k2]

= 4 tr[/p1/k2(2k1 · k2 − /k2/k1)] = 8 k1 · k2 tr(/p1/k2)− 4k22 tr(/p1/k1)

= 32(k1 · k2)(p1 · k2), (8.351)

2 tr(/p1γ
µ/k1/k1/k2γµ) = 2k21 tr(/p1γ

µ/k2γµ) = −4m2
e tr(/p1/k2) = −16m

2
e p1 · k2, (8.352)

2 tr(/p1γ
µ/k2/k1/k1γµ) = 2k21 tr(/p1γ

µ/k2γµ) = −16m2
e p1 · k2, (8.353)

4k21 tr(/p1γ
µ/k1γµ) = −8m2

e tr(/p1/k1) = −32m
2
e p1 · k1, (8.354)

m2
e tr(γµ/k2γνγν/k2γµ) = 4m2

e tr(γµ/k2/k2γµ) = 4m2
ek

2
2 tr(γµγµ) = 0, (8.355)

2m2
e tr(γµ/k1/k2γµ) = 8m2

e k1 · k2 tr(1) = 32m2
e k1 · k2, (8.356)

2m2
e tr(γµ/k2/k1γµ) = 32m2

e k1 · k2, (8.357)

4m2
ek

2
1 tr(γµγµ) = 16m4

e tr(1) = 64m4
e. (8.358)

从而将 A 化作

A = 32(k1 · k2)(p1 · k2)− 32m2
e p1 · k2 − 32m2

e p1 · k1 + 64m2
e k1 · k2 + 64m4

e. (8.359)

根据 8.5 节知识，此处四维动量和 Mandelstam 变量满足以下关系。

k1 · k2 = p1 · p2 =
1

2
(s−m2

e), k1 · p1 = −
1

2
(t− 2m2

e), k2 · p2 = −
t

2
, (8.360)

k1 · p2 = k2 · p1 = −
1

2
(u−m2

e), s+ t+ u = 2m2
e. (8.361)

我们进而用 Mandelstam 变量将 A 表达为

A = 8[−(s−m2
e)(u−m2

e) + 2m2
e(u−m2

e) + 2m2
e(t− 2m2

e) + 4m2
e(s−m2

e) + 8m4
e]

= 8[−(s−m2
e)(u−m2

e) + 2m2
e(2s+ t+ u)− 2m4

e] = 8[−(s−m2
e)(u−m2

e) + 2m2
es+ 2m4

e]

= 8[−(s−m2
e)(u−m2

e) + 2m2
e(s−m2

e) + 4m4
e]. (8.362)

为了下面计算方便，这里消去 t，保留 s 和 u。毕竟，e−γ → e−γ 是 s 和 u 通道的过程。
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容易看出，对 (8.346) 式作动量替换 kµ2 ↔ −p
µ
2，就得到 (8.349) 式。注意到光子的反粒子

是它自己，将 e−γ → e−γ 过程 s 通道 Feynman 图的初态和末态光子相互交叉，就得到 u 通道
Feynman 图，因而动量替换规则是 kµ2 ↔ −p

µ
2。据此，对 A 的以上表达式作替换 (k1 + k2)

2 =

s↔ u = (k1 − p2)2，就得到 D 的表达式

D = 8[−(s−m2
e)(u−m2

e) + 2m2
e(u−m2

e) + 4m4
e]. (8.363)

类似地，把 B 展开，余下 8 项，

B = tr(/p1γ
µ/k2γ

ν/k1γµ/p2γν) + 2 tr(/p1γ
µ/k1γµ/p2/k1)− 2 tr(/p1/k1/k2γ

ν/k1γν)− 4 tr(/p1/k1/k1/k1)

+m2
e tr(γµ/k2γνγµ/p2γν) + 2m2

e tr(γµγµ/p2/k1)− 2m2
e tr(/k1/k2γνγν)− 4m2

e tr(/k1/k1). (8.364)

对各项作缩并求迹运算，得

tr(/p1γ
µ/k2γ

ν/k1γµ/p2γν) = tr[/p1γ
µ/k2(2k

ν
1 − /k1γ

ν)γµ/p2γν ]

= 2 tr(/p1γ
µ/k2γµ/p2/k1)− tr(/p1γ

µ/k2/k1γ
νγµ/p2γν)

= −4 tr(/p1/k2/p2/k1)− 4 tr(/p1/p2/k2/k1)

= −16[(p1 · k2)(p2 · k1)− (p1 · p2)(k1 · k2) + (p1 · k1)(p2 · k2)]

−16[(p1 · p2)(k1 · k2)− (p1 · k2)(p2 · k1) + (p1 · k1)(p2 · k2)]

= −32(p1 · k1)(p2 · k2), (8.365)

2 tr(/p1γ
µ/k1γµ/p2/k1) = −4 tr(/p1/k1/p2/k1) = −16[(p1 · k1)(p2 · k1)− (p1 · p2)k21 + (p1 · k1)(p2 · k1)]

= −32(p1 · k1)(p2 · k1) + 16m2
e p1 · p2, (8.366)

−2 tr(/p1/k1/k2γ
ν/k1γν) = 4 tr(/p1/k1/k2/k1) = 32(p1 · k1)(k1 · k2)− 16m2

e p1 · k2, (8.367)

−4 tr(/p1/k1/k1/k1) = −4k21 tr(/p1/k1) = −16m
2
e p1 · k1, (8.368)

m2
e tr(γµ/k2γνγµ/p2γν) = 4m2

e tr(γµ/k2p2µ) = 4m2
e tr(/p2/k2) = 16m2

e p2 · k2, (8.369)

2m2
e tr(γµγµ/p2/k1) = 8m2

e tr(/p2/k1) = 32m2
e p2 · k1, (8.370)

−2m2
e tr(/k1/k2γνγν) = −8m2

e tr(/k1/k2) = −32m2
e k1 · k2, (8.371)

−4m2
e tr(/k1/k1) = −16m2

ek
2
1 = −16m4

e. (8.372)

代入到 B 中，并用 Mandelstam 变量表达，有

B = −32(p1 · k1)(p2 · k2)− 32(p1 · k1)(p2 · k1) + 32(p1 · k1)(k1 · k2) + 16m2
e p1 · p2

− 16m2
e p1 · k2 − 16m2

e p1 · k1 + 16m2
e p2 · k2 + 32m2

e p2 · k1 − 32m2
e k1 · k2 − 16m4

e

= −8[t(t− 2m2
e) + (t− 2m2

e)(u−m2
e) + (t− 2m2

e)(s−m2
e)−m2

e(s−m2
e)−m2

e(u−m2
e)

−m2
e(t− 2m2

e) +m2
et+ 2m2

e(u−m2
e) + 2m2

e(s−m2
e) + 2m4

e]

= −8[t(t+ u+ s)−m2
e(4t+ s+ u) + 6m4

e] = −8(−m2
et+ 4m4

e)

= −8[−m2
e(2m

2
e − s− u) + 4m4

e] = −8[m2
e(s−m2

e) +m2
e(u−m2

e) + 4m4
e]. (8.373)
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图 8.12: 实验室系中 Compton 散射过程动量示意图。

同样，这里消去 t，保留 s 和 u。
对 (8.347) 式作动量替换 kµ2 ↔ −p

µ
2，即 s↔ u，将得到 (8.348) 式。故

C = −8[m2
e(u−m2

e) +m2
e(s−m2

e) + 4m4
e] = B. (8.374)

s 与 u 通道的交叉项 B 和 C 恰好相等。
现在，我们将 A、B、C、D 重新用四维动量内积表达成

A = 32[(k1 · k2)(k1 · p2) +m2
e k1 · k2 +m4

e], (8.375)

B = C = 16(−m2
e k1 · k2 +m2

e k1 · p2 − 2m4
e), (8.376)

D = 32[(k1 · k2)(k1 · p2)−m2
e k1 · p2 +m4

e]. (8.377)

代入到 (8.345) 式中，得

|M|2 =
e4

16

[
A

(k1 · k2)2
+

2B

(k1 · k2)(k1 · p2)
+

D

(k1 · p2)2

]
= 2e4

[
k1 · p2
k1 · k2

+
m2
e

k1 · k2
+

m4
e

(k1 · k2)2
− m2

e

k1 · p2
+

m2
e

k1 · k2
− 2m4

e

(k1 · k2)(k1 · p2)

+
k1 · k2
k1 · p2

− m2
e

k1 · p2
+

m4
e

(k1 · p2)2

]
= 2e4

[
k1 · p2
k1 · k2

+
k1 · k2
k1 · p2

+ 2m2
e

(
1

k1 · k2
− 1

k1 · p2

)
+m4

e

(
1

k1 · k2
− 1

k1 · p2

)2
]
. (8.378)

考虑实验室参考系，初态电子静止，初态光子通过 Compton散射将能动量传递给末态电子，
如图 8.12所示。在自然单位制中，̄h = c = 1，光子的能量 E 等于它的角频率 ω，即 E = h̄ω = ω，
而波长 λ 与角频率的关系为 λ = 2πc/ω = 2π/ω。因此，我们用角频率 ω 和 ω′ 分别表示初末态
光子的能量。初末态四维动量表示为

kµ1 = (me, 0), kµ2 = (ω, k2), pµ1 = (p01, p1), pµ2 = (ω′, p2), (8.379)

其中
ω = |k2|, ω′ = |p2|. (8.380)
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利用质壳条件和能动量守恒，有

m2
e = p21 = (k1 + k2 − p2)2 = k21 + 2k1 · (k2 − p2)− 2k2 · p2
= m2

e + 2me(ω − ω′)− 2ωω′(1− cos θ), (8.381)

(p01)
2 = m2

e + |p1|2 = m2
e + |k2 − p2|2 = m2

e + ω2 + ω′2 − 2ωω′ cos θ, (8.382)

故

me(ω − ω′) = ωω′(1− cos θ), (8.383)

p01 =
√
m2
e + ω2 + ω′2 − 2ωω′ cos θ . (8.384)

因此，由
1

ω′ −
1

ω
=
ω − ω′

ω′ω
=

1− cos θ
me

(8.385)

得到出射光子与入射光子的波长之差

∆λ = λ′ − λ = 2π

(
1

ω′ −
1

ω

)
=

2π

me

(1− cos θ). (8.386)

这就是 Arthur Compton得到的关系式 (8.318)。据此，我们用入射光子角频率 ω 和散射角 θ 将
出射光子角频率表达成

ω′ =

(
1− cos θ
me

+
1

ω

)−1

=
ω

1 +
ω

me

(1− cos θ)
. (8.387)

再利用
k1 · k2 = meω, k1 · p2 = meω

′, (8.388)

将非极化振幅模方化为

|M|2 = 2e4

[
ω′

ω
+
ω

ω′ + 2me

(
1

ω
− 1

ω′

)
+m2

e

(
1

ω
− 1

ω′

)2
]

= 2e4
[
ω′

ω
+
ω

ω′ − 2me
1− cos θ
me

+m2
e

(1− cos θ)2
m2
e

]
= 2e4

(
ω′

ω
+
ω

ω′ − sin2 θ

)
. (8.389)

对末态两体不变相空间积分，得∫
dΠ2 =

∫ d3p1
(2π)32p01

d3p2
(2π)32p02

(2π)4δ(4)(k1 + k2 − p1 − p2) =
∫ d3p2

(2π)24p01p
0
2

δ(me + ω − p01 − ω′)

=

∫ dϕ d cos θ dω′ ω′2

16π2ω′p01
δ
(
me + ω −

√
m2
e + ω2 + ω′2 − 2ωω′ cos θ − ω′

)
=

∫ d cos θ ω′

8πp01

∣∣∣∣∣∂(
√
m2
e + ω2 + ω′2 − 2ωω′ cos θ + ω′)

∂ω′

∣∣∣∣∣
−1

=

∫ d cos θ ω′

8πp01

∣∣∣∣2ω′ − 2ω cos θ
2p01

+ 1

∣∣∣∣−1

=

∫ d cos θ
8π

ω′

ω′ + p01 − ω cos θ



8.6 Compton 散射 – 349 –

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
θ (rad)

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

d
σ
/
d

co
s
θ

(b
)

ω
=

10
ke

V

ω=100
keV

ω= 1 MeV

Compton scattering

Thomson
Klein-Nishina

图 8.13: Thomson 公式和 Klein-Nishina 公式给出的微分散射截面随散射角 θ 的变化。

=

∫ d cos θ
8π

ω′

me + ω(1− cos θ) =

∫ d cos θ
8π

ω′

me +me(ω − ω′)/ω′

=

∫
d cos θ ω′2

8πmeω
. (8.390)

倒数第三步用到能量守恒关系 p01 + ω′ = me + ω，倒数第二步用到 (8.383) 式。于是，散射截面
表达为

σ =
1

4EAEB|vA − vB|

∫
dΠ2 |M|2 =

1

4k01k
0
2|k2|/k02

∫
d cos θ ω′2

8πmeω
|M|2

=

∫
d cos θ ω′2

32πm2
eω

2
|M|2. (8.391)

微分散射截面是
dσ

d cos θ =
ω′2

32πm2
eω

2
|M|2 = 2e4ω′2

32πm2
eω

2

(
ω′

ω
+
ω

ω′ − sin2 θ

)
, (8.392)

即
dσ

d cos θ =
πα2ω′2

m2
eω

2

(
ω′

ω
+
ω

ω′ − sin2 θ

)
. (8.393)

上式称为 Klein-Nishina 公式 [41]，它是 Thomson 微分截面 (8.319) 的 QED 修正。图 8.13
画出 Thomson 公式和 ω = 10, 100, 1000 keV 时 Klein-Nishina 公式给出的微分散射截面随 θ 的
变化曲线。

在非相对论近似下，入射光子能量 ω ≃ 0，则
ω′

ω
=

1

1 +
ω

me

(1− cos θ)
≃ 1, (8.394)
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从而得到
dσ

d cos θ ≃
πα2

m2
e

(1 + cos2 θ). (8.395)

此时 Klein-Nishina 公式退化到 Thomson 微分截面公式，而散射截面近似为

σ ≃
∫ 1

−1

d cos θ πα
2

m2
e

(1 + cos2 θ) = 8πα2

3m2
e

, (8.396)

这个数值称为 Thomson 散射截面。

8.6.3 高能行为和极化振幅
下面讨论 Compton 散射的高能极限。
在质心系中，动量如图 8.2 所示，散射角 θ 定义为初末态电子动量 k1 与 p1 方向之间的夹

角。根据 6.5.3 小节知识，粒子能量为

k01 = p01 =
s+m2

e

2
√
s
≡ Ee, k02 = p02 =

s−m2
e

2
√
s
≡ ω, (8.397)

动量大小为
|k1| = |k2| = |p1| = |p2| = ω. (8.398)

于是

k1 · k2 = k01k
0
2 − k1 · k2 = ω(Ee + ω), k1 · p2 = k01p

0
2 − k1 · p2 = ω(Ee + ω cos θ), (8.399)

故
k1 · p2
k1 · k2

=
Ee + ω cos θ
Ee + ω

. (8.400)

在高能极限下，√s≫ me，或者说，ω ≫ me，因而可以忽略电子质量，得到

Ee ≃ ω ≃
√
s

2
. (8.401)

只保留非极化振幅模方 (8.378) 方括号中前两项，有

|M|2 ≃ 2e4
(
k1 · p2
k1 · k2

+
k1 · k2
k1 · p2

)
= 2e4

(
Ee + ω cos θ
Ee + ω

+
Ee + ω

Ee + ω cos θ

)
≃ 4e4

(
1 + cos θ

4
+

1

1 + cos θ

)
. (8.402)

对于向后散射，θ = π，而 cos θ = −1，上式发散，奇性来自圆括号中的第二项。
若要避免发散，则在奇性项分母处不能忽略 me。将 Ee 展开到 m2

e/ω
2 阶，得

Ee =
√
m2
e + ω2 = ω

√
1 +

m2
e

ω2
≃ ω

(
1 +

m2
e

2ω2

)
+O

(
m4
e

ω4

)
, (8.403)
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奇性项分母化为
Ee + ω cos θ ≃ ω

(
1 + cos θ + m2

e

2ω2

)
+O

(
m4
e

ω4

)
. (8.404)

因此，不发散的表达式是

|M|2 ≃ 4e4
[
1 + cos θ

4
+

1

1 + cos θ +m2
e/(2ω

2)

]
. (8.405)

根据 (6.344) 式，微分截面

dσ
d cos θ ≃

2π

64π2

1

2ω2

ω

2ω
|M|2 ≃ πα2

2ω2

[
1 + cos θ

4
+

1

1 + cos θ +m2
e/(2ω

2)

]
. (8.406)

当 ω ≫ me 时，微分截面虽然在 θ = π 处没有发散，但数值非常大。
接下来分析高能极限下 Compton 散射的极化振幅。不变振幅 (8.320) 按 Feynman 图分解

为 s 和 u 通道分别贡献的两个部分，M =Ms +Mu。将螺旋度依赖显明写出来，两个通道的
极化振幅为

Ms(λ1, λ2, λ
′
1, λ

′
2) = − e2

s−m2
e

ε∗µ(p2, λ
′
2)εν(k2, λ2)ū(p1, λ

′
1)γ

µ(/k1 + /k2 +me)γ
νu(k1, λ1)

≃ − e2

4ω2
ū(p1, λ

′
1)/ε

∗(p2, λ
′
2)(/k1 + /k2)/ε(k2, λ2)u(k1, λ1), (8.407)

Mu(λ1, λ2, λ
′
1, λ

′
2) = − e2

u−m2
e

ε∗µ(p2, λ
′
2)εν(k2, λ2)ū(p1, λ

′
1)γ

ν(/k1 − /p2 +me)γ
µu(k1, λ1)

≃ e2

4ω2c2θ/2
ū(p1, λ

′
1)/ε(k2, λ2)(/k1 − /p2)/ε

∗(p2, λ
′
2)u(k1, λ1). (8.408)

第二步在高能极限下忽略电子质量，并利用了

s−m2
e = (k1 + k2)

2 −m2
e = 2 k1 · k2 = 2ω(Ee + ω) ≃ 4ω2, (8.409)

u−m2
e = (k1 − p2)2 −m2

e = −2 k1 · p2 = −2ω(Ee + ω cos θ) ≃ −4ω2 cos2 θ
2
. (8.410)

容易看出，θ = π 处的奇性来自 u 通道。不过，Mu 中的因子 (2c2θ/2)
−1 = (1 + cos θ)−1 在模方

|Mu|2 中变成 (1 + cos θ)−2，这样的奇性看起来强于非极化振幅模方 (8.402) 中 ∼ (1 + cos θ)−1

的奇性。我们将通过下面的计算看到奇性是如何减弱的。
为计算极化振幅，我们先导出振幅中各个因子的显明表达式。在高能极限下，初末态电子

四维动量近似为
kµ1 ≃ ω(1, 0, 0, 1), pµ1 ≃ ω(1, sθ, 0, cθ), (8.411)

参照 8.2.4 小节，相应的螺旋态为

ξ+(k1) =

(
1

0

)
, ξ−(k1) =

(
0

1

)
, ξ+(p1) =

(
cθ/2

sθ/2

)
, ξ−(p1) =

(
−sθ/2
cθ/2

)
. (8.412)
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根据 8.3 节，高能极限下的平面波旋量系数为

u(k1,+) ≃
√
2ω

(
0

ξ+(k1)

)
=
√
2ω


0

0

1

0

 , u(k1,−) ≃
√
2ω

(
ξ−(k1)

0

)
=
√
2ω


0

1

0

0

 , (8.413)

u(p1,+) ≃
√
2ω

(
0

ξ+(p1)

)
=
√
2ω


0

0

cθ/2

sθ/2

 , u(p1,−) ≃
√
2ω

(
ξ−(p1)

0

)
=
√
2ω


−sθ/2
cθ/2

0

0

 .

(8.414)

u(p1, λ
′
1) 的 Dirac 共轭是

ū(p1,+) = u†(p1,+)γ0 ≃
√
2ω
(
0 ξ†+(p1)

)( 1
1

)
=
√
2ω
(
ξ†+(p1) 0

)
≃
√
2ω
(
cθ/2 sθ/2 0 0

)
, (8.415)

ū(p1,−) ≃
√
2ω
(
0 ξ†−(p1)

)
≃
√
2ω
(
0 0 −sθ/2 cθ/2

)
. (8.416)

另一方面，初末态光子的四维动量是

kµ2 = ω(1, 0, 0,−1), pµ2 = ω(1,−sθ, 0,−cθ). (8.417)

根据 (4.105) 式，末态光子极化矢量表达为

εµ(p2,+) =
ω2

√
2ω2sθ

(0, sθcθ,−isθ,−s2θ) =
1√
2
(0, cθ,−i,−sθ), (8.418)

εµ(p2,−) =
ω2

√
2ω2sθ

(0, sθcθ, isθ,−s2θ) =
1√
2
(0, cθ, i,−sθ). (8.419)

与动量一样，末态光子极化矢量的空间分量转动的角度为 θ，这是自旋为 1 的体现。令 θ = 0，
即得初态光子极化矢量

εµ(k2,+) =
1√
2
(0, 1,−i, 0), εµ(k2,−) =

1√
2
(0, 1, i, 0). (8.420)

极化矢量与 Dirac 矩阵的缩并为

/ε(k2,+) = γµεµ(k2,+) =
1√
2
(−γ1 + iγ2)

=
1√
2

(
−σ1 + iσ2

σ1 − iσ2

)
=
√
2


0

−1
0

1

 , (8.421)
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/ε(k2,−) = γµεµ(k2,−) =
1√
2
(−γ1 − iγ2)

=
1√
2

(
−σ1 − iσ2

σ1 + iσ2

)
=
√
2


−1

0

1

0

 , (8.422)

/ε∗(p2,+) = γµε∗µ(p2,+) =
1√
2
(−cθγ1 − iγ2 + sθγ

3)

=
1√
2

(
−cθσ1 − iσ2 + sθσ

3

cθσ
1 + iσ2 − sθσ3

)

=
√
2


sθ/2cθ/2 −c2θ/2
s2θ/2 −sθ/2cθ/2

−sθ/2cθ/2 c2θ/2

−s2θ/2 sθ/2cθ/2

 , (8.423)

/ε∗(p2,−) = γµε∗µ(p2,−) =
1√
2
(−cθγ1 + iγ2 + sθγ

3)

=
1√
2

(
−cθσ1 + iσ2 + sθσ

3

cθσ
1 − iσ2 − sθσ3

)

=
√
2


sθ/2cθ/2 s2θ/2

−c2θ/2 −sθ/2cθ/2
−sθ/2cθ/2 −s2θ/2
c2θ/2 sθ/2cθ/2

 . (8.424)

第一步，按照 (8.407) 式计算 s 通道极化振幅Ms。ū(p1, λ
′
1)/ε

∗(p2, λ
′
2) 化为

ū(p1,+)/ε∗(p2,+) ≃ 2
√
ω
(
0 0 sθ/2 −cθ/2

)
, ū(p1,+)/ε∗(p2,−) ≃

(
0 0 0 0

)
, (8.425)

ū(p1,−)/ε∗(p2,−) ≃ 2
√
ω
(
cθ/2 sθ/2 0 0

)
, ū(p1,−)/ε∗(p2,+) ≃

(
0 0 0 0

)
. (8.426)

可见，当末态中电子与光子具有相反螺旋度时，贡献为零。这是因为螺旋度相反的电子和光子
组成一个角动量为 j = 3/2 的系统，而 s 通道电子传播子对应于一个自旋为 1/2 的类时虚粒子，
违背角动量守恒，相应的角动量合成情况可参考图 8.14(a)。如果不忽略电子质量，则会出现受
到螺旋度压低的非零贡献。(k1 + k2)

µ ≃ (2ω, 0, 0, 0) 与 Dirac 矩阵的缩并表达成

/k1 + /k2 = (k1 + k2)µ

(
σµ

σ̄µ

)
≃ 2ω

(
1

1

)
= 2ω


1 0

0 1

1 0

0 1

 . (8.427)

乘到 ū(p1, λ
′
1)/ε

∗(p2, λ
′
2) 后面，得

ū(p1,+)/ε∗(p2,+)(/k1 + /k2) ≃ 4ω3/2
(
sθ/2 −cθ/2 0 0

)
, (8.428)
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e
− γ

e
−

γ

⇒

1/2

⇒

1⇒

3/2

⇒

1/2

⇒
1

⇒

3/2

(a) M(+,−,+,−)

e
− γ

e
−

γ

⇒

1/2

⇐

1⇐

1/2

⇒

1/2

⇒
1

⇒

3/2

(b) M(+,+,+,−)

图 8.14: 质心系中 M(+,−,+,−) 和 M(+,+,+,−) 的角动量合成示意图。小双线箭头代表自
旋角动量的方向，大双线箭头代表初态或末态的总角动量方向，数字标注相应的角动量量子数。

ū(p1,−)/ε∗(p2,−)(/k1 + /k2) ≃ 4ω3/2
(
0 0 cθ/2 sθ/2

)
, (8.429)

ū(p1,+)/ε∗(p2,−)(/k1 + /k2) ≃
(
0 0 0 0

)
, (8.430)

ū(p1,−)/ε∗(p2,+)(/k1 + /k2) ≃
(
0 0 0 0

)
. (8.431)

Ms 表达式 (8.407) 最后两个因子 /ε(k2, λ2)u(k1, λ1) 的表达式是

/ε(k2,+)u(k1,+) ≃ −2
√
ω


0

1

0

0

 , /ε(k2,+)u(k1,−) ≃


0

0

0

0

 ,

/ε(k2,−)u(k1,−) ≃ 2
√
ω


0

0

1

0

 , /ε(k2,−)u(k1,+) ≃


0

0

0

0

 . (8.432)

当初态中电子与光子具有相反螺旋度时，贡献也为零，理由同上。
将这些因子乘起来，就得到Ms 的计算结果。由于Ms 的初末态平面波旋量系数之间夹着

3 个 Dirac 矩阵，我们从 (8.195) 式推断螺旋度相反的初末态电子在高能极限下没有贡献，即

ū(p1,−λ)/ε∗(p2, λ
′
2)(/k1 + /k2)/ε(k2, λ2)u(k1, λ) ≃ 0, λ = ±. (8.433)

对于初末态电子螺旋度相同的情况，非零结果只有

ū(p1,+)/ε∗(p2,+)(/k1 + /k2)/ε(k2,+)u(k1,+) ≃ 8ω2cθ/2, (8.434)

ū(p1,−)/ε∗(p2,−)(/k1 + /k2)/ε(k2,−)u(k1,−) ≃ 8ω2cθ/2. (8.435)

相应的极化振幅为
Ms(+,+,+,+) =Ms(−,−,−,−) ≃ −2e2cθ/2. (8.436)
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可见，在高能极限下，s 通道贡献只来自四个粒子全部右旋极化和全部左旋极化的螺旋度构型。
这两种构型在宇称变换下相互转换，由于宇称守恒，它们的振幅至多相差一个相位因子，此处
相位因子为 1。

第二步，按照 (8.408) 式计算 u 通道极化振幅Mu。ū(p1, λ
′
1)/ε(k2, λ2) 化为

ū(p1,+)/ε(k2,+) ≃ −2
√
ω
(
0 0 sθ/2 0

)
, ū(p1,+)/ε(k2,−) ≃ −2

√
ω
(
0 0 0 cθ/2

)
,

(8.437)

ū(p1,−)/ε(k2,+) ≃ 2
√
ω
(
cθ/2 0 0 0

)
, ū(p1,−)/ε(k2,−) ≃ −2

√
ω
(
0 sθ/2 0 0

)
.

(8.438)

(k1 − p2)µ ≃ ω(0, sθ, 0, 1 + cθ) = 2ω(0, sθ/2cθ/2, 0, c
2
θ/2) 与 Dirac 矩阵的缩并是

/k1 − /p2 = (k1 − p2)µ

(
σµ

σ̄µ

)
≃ 2ω

(
−sθ/2cθ/2σ1 − c2θ/2σ3

sθ/2cθ/2σ
1 + c2θ/2σ

3

)

= 2ω


−c2θ/2 −sθ/2cθ/2
−sθ/2cθ/2 c2θ/2

c2θ/2 sθ/2cθ/2

sθ/2cθ/2 −c2θ/2

 . (8.439)

乘到 ū(p1, λ
′
1)/ε(k2, λ2) 后面，得

ū(p1,+)/ε(k2,+)(/k1 − /p2) ≃ −4ω
3/2
(
sθ/2c

2
θ/2 s2θ/2cθ/2 0 0

)
, (8.440)

ū(p1,−)/ε(k2,−)(/k1 − /p2) ≃ 4ω3/2
(
0 0 s2θ/2cθ/2 −sθ/2c2θ/2

)
, (8.441)

ū(p1,+)/ε(k2,−)(/k1 − /p2) ≃ 4ω3/2
(
−sθ/2c2θ/2 c3θ/2 0 0

)
, (8.442)

ū(p1,−)/ε(k2,+)(/k1 − /p2) ≃ −4ω
3/2
(
0 0 c3θ/2 sθ/2c

2
θ/2

)
. (8.443)

Mu 表达式 (8.408) 最后两个因子 /ε∗(p2, λ
′
2)u(k1, λ1) 的表达式是

/ε∗(p2,+)u(k1,+) ≃ 2
√
ω


sθ/2cθ/2

s2θ/2

0

0

 , /ε∗(p2,+)u(k1,−) ≃ 2
√
ω


0

0

c2θ/2

sθ/2cθ/2

 , (8.444)

/ε∗(p2,−)u(k1,+) ≃ 2
√
ω


sθ/2cθ/2

−c2θ/2
0

0

 , /ε∗(p2,−)u(k1,−) ≃ 2
√
ω


0

0

−s2θ/2
sθ/2cθ/2

 . (8.445)

同样根据 (8.195) 式，我们知道高能极限下螺旋度相反的初末态电子没有贡献，即

ū(p1,−λ)/ε(k2, λ2)(/k1 − /p2)/ε
∗(p2, λ

′
2)u(k1, λ) ≃ 0, λ = ±. (8.446)
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对于初末态电子螺旋度相同的情况，非零结果只有

ū(p1,+)/ε(k2,+)(/k1 − /p2)/ε
∗(p2,+)u(k1,+) ≃ −8ω2s2θ/2cθ/2, (8.447)

ū(p1,−)/ε(k2,−)(/k1 − /p2)/ε
∗(p2,−)u(k1,−) ≃ −8ω2s2θ/2cθ/2, (8.448)

ū(p1,+)/ε(k2,−)(/k1 − /p2)/ε
∗(p2,−)u(k1,+) ≃ −8ω2c3θ/2, (8.449)

ū(p1,−)/ε(k2,+)(/k1 − /p2)/ε
∗(p2,+)u(k1,−) ≃ −8ω2c3θ/2. (8.450)

相应的极化振幅为

Mu(+,+,+,+) = Mu(−,−,−,−) ≃ −
2e2s2θ/2
cθ/2

, (8.451)

Mu(+,−,+,−) = Mu(−,+,−,+) ≃ −2e2cθ/2. (8.452)

这些表达式再次体现 QED 中的宇称守恒。可见，θ = π 处的奇性来自全部粒子螺旋度相同的
u 通道振幅Mu(±,±,±,±)，而 ū(p1,±)/ε(k2,±)(/k1 − /p2)/ε

∗(p2,±)u(k1,±) 包含一个 cθ/2 因子，
将振幅中原本 ∼ c−2

θ/2 的奇性减弱成 ∼ c−1
θ/2 的奇性。

在高能极限下，振幅Mu(+,+,+,−)、Mu(+,−,+,+)、Mu(−,+,−,−)和Mu(−,−,−,+)

都等于零，这是因为在这些过程中初态和末态的角动量量子数不相等，而电子质量已经忽略掉
了，不能用于翻转螺旋度。Mu(+,+,+,−) 的角动量合成情况见图 8.14(b)。

现在，将 s 和 u 通道的贡献加起来，M =Ms +Mu，得到非零极化振幅

M(+,+,+,+) = M(−,−,−,−) ≃ −2e2cθ/2 −
2e2s2θ/2
cθ/2

= − 2e2

cθ/2
, (8.453)

M(+,−,+,−) = M(−,+,−,+) ≃ −2e2cθ/2. (8.454)

于是，非极化振幅模方为

|M|2 =
1

4

∑
spins
|M|2 ≃ 1

4

[
2|M(+,−,+,−)|2 + 2|M(+,+,+,+)|2

]
≃ 1

2

(
4e4c2θ/2 +

4e4

c2θ/2

)
= 4e4

(
1 + cθ

4
+

1

1 + cθ

)
, (8.455)

与 (8.402) 式一致。

8.6.4 正负电子湮灭到双光子
在 QED 领头阶，正负电子湮灭到双光子过程 e+e− → γγ 的 Feynman 图如图 8.15 所示，

它与 Compton 散射过程具有交叉对称性。
设初态 e− 和 e+ 的动量分别为 k′1 和 k′2，末态两个光子的动量为 p′1 和 p′2。对比 (8.320)式

中 Feynman 图可以发现，将 e−γ → e−γ 交叉成 e+e− → γγ 时，需要把初态 γ (动量为 k2) 换
成末态 γ (动量为 p′1)，并把末态 e− (动量为 p1) 换成初态 e+ (动量为 k′2)，引起动量替换规则

kµ1 → k′µ1 , kµ2 → −p
′µ
1 , pµ1 → −k

′µ
2 , pµ2 → p′µ2 . (8.456)
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e−

e+

γ

γ

k′1

k′2

k′1−p′2

p′1

p′2

+

e−

e+

γ

γ

k′1

k′2

k′1−p′1

p′1

p′2

图 8.15: e+e− → γγ 领头阶 Feynman 图。

对 (8.378) 式应用这个替换规则，由于只交叉一个费米子，需要移除一个整体负号，从而得到
e+e− → γγ 非极化振幅模方

|M|2 = 2e4

[
k′1 · p′2
k′1 · p′1

+
k′1 · p′1
k′1 · p′2

+ 2m2
e

(
1

k′1 · p′1
+

1

k′1 · p′2

)
−m4

e

(
1

k′1 · p′1
+

1

k′1 · p′2

)2
]
. (8.457)

在质心系中，记 k′
1 与 p′

1 之间的夹角为 θ，则

k′1 · p′1 = k′01 p
′0
1 − |k′

1||p′
1| cos θ = s

4
(1− βe cos θ), (8.458)

k′1 · p′2 = k′01 p
′0
2 + |k′

1||p′
2| cos θ = s

4
(1 + βe cos θ), (8.459)

其中 βe =
√

1− 4m2
e/s。从而，

k′1 · p′2
k′1 · p′1

+
k′1 · p′1
k′1 · p′2

=
1 + βe cos θ
1− βe cos θ +

1− βe cos θ
1 + βe cos θ =

2(1 + β2
e cos2 θ)

1− β2
e cos2 θ , (8.460)

1

k′1 · p′1
+

1

k′1 · p′2
=

4

s

(
1

1− βe cos θ +
1

1 + βe cos θ

)
=

8

s(1− β2
e cos2 θ) . (8.461)

于是得到

|M|2 = 32π2α2

[
2(1 + β2

e cos2 θ)
1− β2

e cos2 θ +
16m2

e

s(1− β2
e cos2 θ) −

64m4
e

s2(1− β2
e cos2 θ)2

]
. (8.462)

由 (6.365) 式得相应的微分散射截面为
dσ
dΩ =

|M|2
64π2sβe

=
α2

sβe

[
1 + β2

e cos2 θ
1− β2

e cos2 θ +
8m2

e

s(1− β2
e cos2 θ) −

32m4
e

s2(1− β2
e cos2 θ)2

]
. (8.463)

对上式积分计算散射截面 σ 时，应当注意此过程的末态对称性因子 S = 2。
PETRA 对撞机上的 JADE 探测器测量了质心能 √s = 14, 22, 34.6 GeV 的 e+e− → γγ 微

分散射截面 [42]，数据如图 8.16 所示。根据 (8.463) 式计算的 QED 预言值用实线画在图上，与
实验数据基本吻合。

习　题
8.1 推出以下公式。
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√
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√
s = 34.6 GeV

e + e −→ γγ

QED
JADE

图 8.16: e+e− → γγ 微分散射截面。实验数据来自 JADE 合作组 [42]。

(a) tr(/pγµ) = 4pµ.

(b) tr(/p/k/qγµ) = 4[qµ(p · k)− kµ(p · q) + pµ(k · q)].

(c)

tr(γµγνγργσγτγϕ) = 4gµν(gρσgτϕ − gρτgσϕ + gρϕgστ )− 4gµρ(gνσgτϕ − gντgσϕ + gνϕgστ )

+4gµσ(gνρgτϕ − gντgρϕ + gνϕgρτ )− 4gµτ (gνρgσϕ − gνσgρϕ + gνϕgρσ)

+4gµϕ(gνρgστ − gνσgρτ + gντgρσ). (8.464)

(d)

εαµνρεαβγδ = −δµβδνγδρδ − δµγδνδδρβ − δµδδνβδργ + δµγδ
ν
βδ

ρ
δ + δµβδ

ν
δδ
ρ
γ + δµδδ

ν
γδ
ρ
β.

(8.465)

8.2 在 QED 领头阶，Bhabha 散射 e+e− → e+e− 和 Møller 散射 e−e− → e−e− 的 Feynman 图
分别如 (8.312) 和 (8.313) 所示。

(a) 忽略电子质量，证明 Bhabha 散射的非极化振幅模方为

|MB|2 = 32π2α2

[
u2
(
1

s
+

1

t

)2

+
t2

s2
+
s2

t2

]
. (8.466)

(b) 利用交叉对称性，求出 Møller 散射的非极化振幅模方 |MM|2。

8.3 验证用 (8.334) 式表达的 Mµν 满足 Ward 恒等式 k2νM
µν。

8.4 考虑另一种形式的 Yukawa 理论，拉氏量为
L =

1

2
(∂µϕ)∂µϕ−

1

2
m2
ϕϕ

2 + iψ̄γµ∂µψ −mψψ̄ψ − κϕψ̄iγ5ψ, (8.467)

其中 ϕ 是实标量场，ψ 是 Dirac 旋量场，κ 是实耦合常数。
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(a) 写出动量空间中的顶点 Feynman 规则。
(b) 设 mϕ > 2mψ，画出衰变过程 ϕ → ψψ̄ 的领头阶 Feynman 图，计算非极化振幅模方
|M|2 和衰变宽度 Γ。

(c) 画出湮灭过程 ψψ̄ → ϕϕ 的领头阶 Feynman 图。设 mψ = mϕ = 0，计算非极化振幅模
方 |M|2，并在质心系中求出微分散射截面 dσ/dΩ。

8.5 考虑四费米子相互作用理论，拉氏量为

L =
∑

f=µ,e,νµ,νe

(iψ̄fγµ∂µψf −mf ψ̄fψf )

− GF√
2

[
ψ̄νµγ

ρ(1− γ5)ψµψ̄eγρ(1− γ5)ψνe + ψ̄µγ
ρ(1− γ5)ψνµψ̄νeγρ(1− γ5)ψe

]
, (8.468)

其中 Dirac 旋量场 ψµ、ψe、ψνµ 和 ψνe 分别描述 µ 子、电子、µ 子型中微子和电子型中微
子，Fermi 常数 GF = 1.166× 10−5 GeV−2，方括号中两项互为厄米共轭。

(a) 写出动量空间中所有顶点的 Feynman 规则。
(b) 画出三体衰变过程 µ− → e−ν̄eνµ 的领头阶 Feynman 图。设 me = mνe = mνµ = 0，计
算非极化振幅模方 |M|2 和衰变宽度 Γ。

(c) 计算 µ 子寿命 τ = 1/Γ 的数值，以秒为单位。

8.6 考虑标准模型里面电中性矢量玻色子 Z 和带电矢量玻色子 W± 与第一代轻子的相互作用，
拉氏量为

LZW = −1

4
ZµνZ

µν +
1

2
m2
ZZµZ

µ − 1

2
W−
µνW

+,µν +m2
WW

−
µ W

+,µ

+ iψ̄eγµ∂µψe −meψ̄eψe + iψ̄νeγµ∂µψνe
− g

2 cos θW
Zµ
[
ψ̄eγ

µ(geV − geAγ5)ψe + ψ̄νeγ
µ(gνeV − g

νe
A γ

5)ψνe
]

− g√
2

(
W+
µ ψ̄νeγ

µPLψe + H.c.
)
. (8.469)

其中，实矢量场 Zµ 描述质量为 mZ = 91.19 GeV 的 Z 玻色子；复矢量场 W+,µ 描述质量
为 mW = 80.38 GeV 的 W± 玻色子，且 W−,µ ≡ (W+,µ)†，相应的内外线 Feynman 规则见
习题 7.5。场强张量 Zµν ≡ ∂µZν − ∂νZµ，W±

µν ≡ ∂µW
±
ν − ∂νW±

µ 。Dirac 旋量场 ψe 和 ψνe

分别描述电子和电子型中微子。g 是实的弱耦合常数，θW 是弱混合角。geV、geA、gνeV 、gνeA

都是实的无量纲常数。H.c. 代表厄米共轭。

(a) 写出动量空间中所有顶点的 Feynman 规则。
(b) 画出衰变过程 Z → e+e− 和 Z → νeν̄e 的领头阶 Feynman 图。计算 Z → e+e− 的非极
化振幅模方 |M|2 和衰变分宽度 Γ(Z → e+e−)。类比给出衰变分宽度 Γ(Z → νeν̄e)。
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(c) 画出衰变过程 W+ → e+νe 的领头阶 Feynman 图，计算非极化振幅模方 |M|2 和衰变
分宽度 Γ(W+ → e+νe)。

(d) 已知

cos2 θW =
m2
W

m2
Z

, g =
e

sin θW
, geV = −1

2
+ 2 sin2 θW, geA = −1

2
, gνeV = gνeA =

1

2
.

(8.470)
计算上述三个衰变分宽度的数值，以 GeV 为单位。

8.7 以实标量场 H(x) 描述质量为 mH 的标准模型 Higgs 玻色子 H，考虑拉氏量

L = LZW +
1

2
(∂µH)∂µH −

1

2
m2
HH

2 +
m2
Z

v
HZµZ

µ +
2m2

W

v
HW−

µ W
+,µ, (8.471)

其中 LZW 由 (8.469) 式给出，而 v = (
√
2GF)

−1/2 = 246.2 GeV 是 Higgs 场的真空期待值。

(a) 写出动量空间中 HZZ 和 HWW 顶点的 Feynman 规则。
(b) 设 mH > 2mZ，画出衰变过程 H → ZZ 的领头阶 Feynman 图，计算相应的非极化振
幅模方 |M|2 和衰变分宽度 Γ(H → ZZ)。

(c) 设 mH > 2mW ，画出衰变过程 H → W+W− 的领头阶 Feynman 图，计算相应的非极
化振幅模方 |M|2 和衰变分宽度 Γ(H → W+W−)。

(d) 画出散射过程 e+e− → ZH 的领头阶 Feynman 图，忽略电子质量 me，计算相应的非
极化振幅模方 |M|2 和散射截面 σ，将 σ 表达为质心能 √s的函数。取 mH = 125 GeV
和 √s = 240 GeV，利用 (8.470) 式计算 σ 的数值，以 pb 为单位。
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相对于连续变换，不能用连续变化的参数描述的对称变换称为分立 (discrete)变换，也称为
离散变换。如果系统的作用量在一种分立变换下不变，则系统具有相应的分立对称性 (discrete
symmetry)。1.3 节末提到的宇称变换和时间反演变换是两种重要的分立变换，另一种常见的分
立变换是电荷共轭变换。本章讨论量子场的分立变换和分立对称性，顺便介绍 Majorana 旋量
场，并深入了解 Weyl 旋量场。

9.1 标量场的分立变换
9.1.1 标量场的 P 变换

时空坐标 xµ = (t, x) 的宇称变换由 (1.58) 式给出，即

Pµν = (P−1)µν = diag(+1,−1,−1,−1). (9.1)

这是一种非固有保时向 Lorentz 变换，将 xµ 变换为 x′µ = Pµνxν = (Px)µ = (t,−x)，将时空导
数 ∂µ 变换为 ∂′µ = (P−1)νµ∂ν，将四维动量 pµ = (E, p) 变换为 p′µ = (Pp)µ = (E,−p)，但同时
保持时空体积元不变，d4x′ = |det(P)| d4x = d4x。如果场论系统的作用量 S =

∫
d4xL(x) 在宇

称变换下不变，则运动方程的形式也在宇称变换下不变，此时称系统是宇称守恒的，即具有空
间反射对称性。在宇称守恒的理论中，拉氏量 L(x) 的宇称变换应当满足 L′(x′) = L(x)，从而
使得 S ′ =

∫
d4x′ L′(x′) =

∫
d4xL(x) = S。

类似于 3.1 节的讨论，在宇称守恒的量子理论中，宇称变换在 Hilbert 空间中诱导出态矢
|Ψ⟩ 的线性幺正变换

|Ψ′⟩ = U(P) |Ψ⟩ = P |Ψ⟩ , (9.2)

称为 P 变换，其中 P ≡ U(P)是一个线性幺正算符。根据同态关系 U(P−1)U(P) = U(P−1P) =
I = U−1(P)U(P) 和 P−1 = P，有

P−1 = U−1(P) = U(P−1) = U(P) = P, (9.3)

即 P 是自身的逆变换算符。从而 P 2 = P−1P = I，故相继两次 P 变换的作用等同于恒等变换。
由 P 的幺正性得

P † = P−1 = P, (9.4)

361
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因而 P 是厄米算符。此时，由量子场算符构成的拉氏量在宇称变换下不变意味着 L′(x′) =

P−1L(x′)P = L(x)。作替换 x′ → x，x→ P−1x = Px，将这个式子等价地写成

P−1L(x)P = +L(Px). (9.5)

使拉氏量满足上式，也就是说，让拉氏量具有偶宇称（指上式右边的 + 号），就能得到宇称守恒
的量子场论。

现在讨论量子 Poincaré 变换 U(Λ, a) 的生成元算符 Jµν 和 P µ 在宇称守恒理论中的 P 变
换。空间反射对称性意味着存在类似于 (3.7) 的同态关系，也就是说，可以将 (3.7) 式中的固有
保时向 Lorentz 变换 Λ1 或 Λ2 替换成宇称变换 P，于是

P−1U(Λ, a)P = U−1(P)U(Λ, a)U(P) = U−1(P)U(ΛP , a) = U(P−1ΛP ,P−1a), (9.6)

相应的无穷小变换为
P−1U(1 + ω, ε)P = U(1 + P−1ωP ,P−1ε). (9.7)

上式与 (3.15) 式类似，因而可以推出类似于 (3.24) 和 (3.25) 式的 P 变换规则

P−1JµνP = PµρPνσJρσ, P−1P µP = PµνP ν . (9.8)

从而，由 (3.36) 式定义的总角动量算符 J i 和增速算符 Ki 在 P 变换下变成

P−1J iP =
1

2
εijkP−1J jkP =

1

2
εijkPj lPkmJ lm =

1

2
εijk(−δj l)(−δkm)J lm = +J i, (9.9)

P−1KiP = P−1J0iP = P0
0P ijJ0j = −δijJ0j = −Ki, (9.10)

即
P−1JP = +J, P−1KP = −K. (9.11)

总角动量算符 J 具有偶宇称，体现了它作为三维轴矢量的变换性质，因此角动量在宇称变换下
不变。将四维动量算符分解为 P µ = (H,P)，就得到

P−1HP = +H, P−1PP = −P. (9.12)

动量算符 P具有奇宇称，体现了它作为三维极矢量的变换性质，而动量方向在宇称变换下反转。
哈密顿量算符 H 的宇称为偶，而 P−1HP = +H 等价于 [H,P ] = 0，后者在量子理论中意味着
宇称算符 P 是一个守恒量。在宇称守恒的相互作用理论中，如果散射或衰变过程的初态是宇称
本征态，那么末态也将是宇称本征态，而且初末态的宇称本征值相等。

通常来说，我们希望一个物理理论包含比较多的对称性，从而具有比较优良的性质。为了
得到一个宇称守恒的量子场论，首先，需要让拉氏量中的自由部分在宇称变换下不变，这是容易
做到的；其次，还得要求拉氏量中的相互作用部分也在宇称变换下不变，这一点并不是平庸的。
实际上，尽管宇称在电磁相互作用和强相互作用中守恒，在弱相互作用中却遭到极大的破坏。这
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个出乎意料的现象是 1956年李政道和杨振宁对当时的实验结果进行理论分析时发现的 [43]。为
了分析量子场论中的宇称守恒情况，我们需要知道各种量子场在 P 变换下的性质。

下面先讨论自由的复标量场 ϕ(x)，拉氏量为 (2.179) 式，ϕ(x) 的运动方程是 Klein-Gordon
方程 (∂2 +m2)ϕ(x) = 0。宇称变换翻转了动量的方向，因而 P 变换对正标量玻色子 ϕ 的单粒
子态 |p+⟩ =

√
2Ep a

†
p |0⟩ 的作用（参考习题 9.1）为

P
∣∣p+
〉
= ηP

∣∣−p+
〉
, (9.13)

其中 ηP 是一个复的相位因子，满足 |ηP | = 1。出现 ηP 的原因是相差一个相位因子的归一化态
矢描述相同的物理。

假设真空态在 P 变换下不变，即 P |0⟩ = |0⟩，从而

P
∣∣p+
〉
= P−1|p+⟩ =

√
2Ep P

−1a†pP |0⟩ , (9.14)

与 P |p+⟩ = ηP |−p+⟩ =
√

2Ep ηPa
†
−p |0⟩ 比较，推出

P−1a†pP = ηPa
†
−p, P−1apP = η∗Pa−p, (9.15)

其中第二式由第一式取厄米共轭得到，注意 (P−1a†pP )
† = (P †a†pP )

† = P †apP = P−1apP 。这是产
生湮灭算符的 P 变换形式。另一方面，P 变换对反标量玻色子 ϕ̄的单粒子态 |p−⟩ =

√
2Ep b

†
p |0⟩

的作用为 P |p−⟩ = η̃P |−p−⟩，出现另一个相位因子 η̃P ，同理推出

P−1b†pP = η̃P b
†
−p, P−1bpP = η̃∗P b−p. (9.16)

于是，复标量场 ϕ(x) 的平面波展开式 (2.187) 在 P 变换下化为

P−1ϕ(x)P =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

(
P−1apP e−ip·x + P−1b†pP eip·x)

=

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

(
η∗Pa−pe−ip·x + η̃P b

†
−peip·x

)
=

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

[
η∗Pape−ip·(Px) + η̃P b

†
peip·(Px)] , (9.17)

最后一步作了变量替换 p → −p，并利用 (Pp) · x = p · (Px)。为了保持 ϕ(x) 的运动方程形式
不变，我们必须要求 ηP 和 η̃P 满足关系式

η∗P = η̃P , (9.18)

使得 ϕ(x) 和 ϕ†(x) 的 P 变换为

P−1ϕ(x)P = η∗Pϕ(Px), P−1ϕ†(x)P = ηPϕ
†(Px), (9.19)
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即 P−1ϕ(x)P 与 ϕ(Px) 只相差一个常数因子 η∗P 。从而，作宇称变换后，ϕ′(x′) = P−1ϕ(x′)P =

η∗Pϕ(Px′) = η∗Pϕ(x) 也满足 Klein-Gordon 方程，

(∂′2 +m2)ϕ′(x′) = η∗P (∂
2 +m2)ϕ(x) = 0. (9.20)

这样的话，b†p 和 bp 的 P 变换 (9.16) 变成

P−1b†pP = η∗P b
†
−p, P−1bpP = ηP b−p. (9.21)

现在讨论自由复标量场的拉氏量 (2.179)的宇称变换性质。拉氏量中的动能项涉及到时空导
数 ∂µ，它满足

∂x,µ ≡
∂

∂xµ
=
∂(Pνρxρ)
∂xµ

∂

∂(Pνρxρ)
= Pνρδρµ

∂

∂(Px)ν
= Pνµ

∂

∂(Px)ν
= (P−1)νµ

∂

∂(Px)ν
, (9.22)

即
∂x,µ = (P−1)νµ∂Px,ν . (9.23)

这里在简写时把时空导数对时空点的依赖性明显写出来。取 Λ = P−1，则 (1.37) 式变成 Pµρ =
gµβ(P−1)αβgρα，据此将 ∂µx = gµβ∂x,β = gµβ(P−1)αβ∂Px,α = gµβ(P−1)αβgαν∂

ν
Px 化为

∂µx = Pµν∂νPx. (9.24)

于是，拉氏量中动能项算符 (∂µϕ†)∂µϕ 的 P 变换为

P−1∂µxϕ
†(x)∂x,µϕ(x)P = ∂µxP

−1ϕ†(x)P∂x,µP
−1ϕ(x)P = |ηP |2Pµν∂νPxϕ†(Px)(P−1)ρµ∂Px,ρϕ(Px)

= δρν∂
ν
Pxϕ

†(Px)∂Px,ρϕ(Px) = +∂µPxϕ
†(Px)∂Px,µϕ(Px), (9.25)

质量项算符 ϕ†ϕ 的 P 变换为

P−1ϕ†(x)ϕ(x)P = P−1ϕ†(x)PP−1ϕ(x)P = |ηP |2ϕ†(Px)ϕ(Px) = +ϕ†(Px)ϕ(Px). (9.26)

以上两式最右边表达式中的 +号表明算符 (∂µϕ†)∂µϕ和 ϕ†ϕ都具有偶宇称。因此，拉氏量 (2.179)
满足 (9.5)式，即拉氏量在宇称变换下不变。从而，自由的复标量场理论是宇称守恒的，且 (9.20)
式表明相应的经典运动方程在宇称变换下保持不变。这说明以上讨论是自洽的，而关系式 (9.18)
是合理的。

在 P 变换下，(2.209) 式中的 U(1) 守恒流算符 iϕ†←→∂µϕ 变成

P−1iϕ†(x)
←→
∂µx ϕ(x)P = iP−1ϕ†(x)P Pµν

←→
∂νPxP

−1ϕ(x)P = Pµν iϕ†(Px)
←→
∂νPxϕ(Px), (9.27)

符合 iϕ†←→∂µϕ 作为极矢量的变换规则。
在质心系中考虑一对正反标量玻色子 ϕϕ̄ 组成的态∣∣ϕϕ̄〉 = ∫ d3pΦ(p)a†pb

†
−p |0⟩ , (9.28)
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其中 Φ(p) 是动量空间中的波函数。当轨道角动量的量子数为 L、轨道磁量子数为 M 时，Φ(p)
正比于球谐函数

YLM(θ, ϕ) = (−)M
√

(2L+ 1)(L−M)!

4π(L+M)!
PM
L (cos θ) eiMϕ, L ∈ N, M = 0,±1,±2, · · · ,±L,

(9.29)
其中 θ 和 ϕ 分别是球坐标系中动量 p 的极角和方位角，而连带 Legendre 函数

PM
L (x) =

(1− x2)M/2

2LL!

dL+M
dxL+M (x2 − 1)L (9.30)

满足
PM
L (−x) = (−)L+MPM

L (x). (9.31)

注意 −p 的极角为 π − θ，方位角为 ϕ+ π，而 cos(π − θ) = − cos θ，eiMπ = (−)M，由

YLM(π − θ, ϕ+ π) = (−)M
√

(2L+ 1)(L−M)!

4π(L+M)!
PM
L (− cos θ) eiM(ϕ+π)

= (−)M
√

(2L+ 1)(L−M)!

4π(L+M)!
(−)L+MPM

L (cos θ)(−)MeiMϕ = (−)LYLM(θ, ϕ) (9.32)

得
Φ(−p) = (−)LΦ(p). (9.33)

于是，∣∣ϕϕ̄〉 的 P 变换为

P
∣∣ϕϕ̄〉 =

∫
d3pΦ(p)P−1a†pPP

−1b†−pP |0⟩ = |ηP |2
∫

d3pΦ(p)a†−pb
†
p |0⟩

=

∫
d3pΦ(−p)a†pb

†
−p |0⟩ = (−)L

∫
d3pΦ(p)a†pb

†
−p |0⟩ = (−)L

∣∣ϕϕ̄〉 . (9.34)

第三步作了变量替换 p→ −p。这个结果表明 ∣∣ϕϕ̄〉 是 P 算符的本征态，本征值 (−)L 是可观测
量，称作 ∣∣ϕϕ̄〉 的宇称。宇称是一种相乘性量子数 (multiplicative quantum number)，态矢的总
宇称是各部分贡献的宇称之积。波函数 Φ(p) 对 ∣∣ϕϕ̄〉 宇称的贡献为 (−)L，这部分称为轨道宇
称 (orbital parity)。扣除轨道宇称之后，剩下的部分称为内禀宇称 (intrinsic parity)。∣∣ϕϕ̄〉 的内
禀宇称为 +，因此我们说一对正反标量玻色子的内禀宇称为偶。
接下来讨论自由的实标量场 ϕ(x)，拉氏量为 (2.79) 式。比较它的平面波展开式 (2.103) 与

(2.187)式，可以看出，实标量场的情况相当于要求以上讨论在 bp = ap 的条件下进行，由此推出

ηP = η̃P = η∗P . (9.35)

于是，相位因子 ηP 是实数，满足 η2P = |ηP |2 = 1，故

ηP = ±1. (9.36)
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若 ηP = +1，则实标量场 ϕ(x) 是狭义的标量场，P 变换为

P−1ϕ(x)P = +ϕ(Px), (9.37)

宇称为偶。若 ηP = −1，则称它是赝标量场，P 变换为

P−1ϕ(x)P = −ϕ(Px), (9.38)

宇称为奇。容易看出，无论实标量场 ϕ(x) 具有哪种宇称，拉氏量 (2.79) 都在宇称变换下不变。
不过，与旋量场发生宇称守恒的相互作用时，宇称不同的实标量场 ϕ(x) 具有不同的性质，可以
通过实验来分辨。

对于复标量场 ϕ(x)，宇称变换相位因子的取值实际上是任意的，接下来论证这一点。如 2.4.3
小节所述，自由的复标量场具有变换形式为 ϕ′(x) = eiqθϕ(x) 的 U(1) 整体对称性，相应的守恒
荷算符 Q 由 (2.212) 式给出，满足 (2.232) 式，即 [Q, ϕ] = −qϕ。由此得到多重对易子表达式

[ϕ,Q(1)] = qϕ, [ϕ,Q(2)] = [[ϕ,Q(1)], Q] = q[ϕ,Q] = q2ϕ, · · · , [ϕ,Q(n)] = qnϕ, (9.39)

再利用 (5.23) 式，推出

eiθQϕe−iθQ =
∞∑
n=0

1

n!
[ϕ, (−iθQ)(n)] =

∞∑
n=0

(−iθ)n
n!

[ϕ,Q(n)] =
∞∑
n=0

(−iqθ)n
n!

ϕ = e−iqθϕ. (9.40)

用厄米算符 Q 和 P 算符定义一个新的幺正算符

P ′ ≡ e−iθQP, (9.41)

满足 P ′−1 = P ′† = P †eiθQ = P−1eiθQ，则复标量场 ϕ(x) 的 P ′ 变换为

P ′−1ϕ(x)P ′ = P−1eiθQϕ(x)e−iθQP = e−iqθP−1ϕ(x)P = e−iqθη∗Pϕ(Px) = η′∗P ϕ(Px), (9.42)

其中
η′P ≡ eiqθηP (9.43)

是 P ′ 算符的相位因子。尽管 P ′ 算符不是厄米的，它的作用与 P 算符的作用在实质上是相同
的，能够将 ϕ(x) 变换成 ϕ(Px)，只相差一个相位因子 η′P 。因此，我们可以用 P ′ 取代 P 作为
宇称变换算符，而相位因子 η′P 将取代原来的 ηP 。由于 U(1) 变换参数 θ 是任意的，η′P 的取值
也是任意的。

另一方面，实标量场 ϕ(x) 不具备 U(1) 整体对称性，因而相应宇称变换相位因子不具有这
样的任意性。可以认为，实标量场的 U(1) 荷 q = 0，守恒荷算符 Q = 0，因而用 (9.41) 式定义
的 P ′ 与 P 相同。

这个结论可以推广到其它分立对称性和其它量子场：

分立变换的相位因子对于像复标量场这样的复场来说取值是任意
的，对于像实标量场这样的自共轭场则是确定的。
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9.1.2 标量场的 T 变换
xµ 的时间反演变换由 (1.59) 式给出，即

T µν = (T −1)µν = diag(−1,+1,+1,+1). (9.44)

这是一种非固有反时向 Lorentz 变换，将 xµ = (t, x) 变换为 x′µ = (T x)µ = (−t, x)，将 ∂µ 变换
为 ∂′µ = (T −1)νµ∂ν，将 pµ = (E, p) 变换为 p′µ = (T p)µ = (−E, p)，同时保持时空体积元不变，
d4x′ = |det(T )| d4x = d4x。于是，只要拉氏量在时间反演变换下不变，满足 L′(x′) = L(x)，系
统就具有时间反演对称性。
在具有时间反演对称性的量子理论中，时间反演变换在 Hilbert 空间中诱导出态矢 |Ψ⟩ 的

T 变换
|Ψ′⟩ = U(T ) |Ψ⟩ = T |Ψ⟩ , (9.45)

其中 T ≡ U(T )。T 是自身的逆变换算符，T−1 = T 。仿照上面关于 P 变换的讨论，将同态关
系 (3.7) 推广到时间反演变换 T 上，则量子 Poincaré 变换 U(Λ, a) 满足

T−1U(Λ, a)T = U−1(T )U(Λ, a)U(T ) = U(T −1ΛT , T −1a), (9.46)

由此推出类似于 (3.21) 和 (3.22) 式的 T 变换规则

T−1iJµνT = iT µρT νσJρσ, T−1iP µT = iT µνP ν . (9.47)

这里我们保留了推导过程中的虚数 i。
如果时间反演算符 T 与宇称算符 P 一样是线性幺正算符，那么，

T−1HT = T−1P 0T = T 0
0P

0 = −H. (9.48)

这意味着哈密顿量算符 H 在 T 变换下发生改变，导致理论不具有时间反演对称性，与我们的
假设矛盾。因此，T 不可能是线性幺正算符。不过，对称变换在量子力学中不一定要用线性幺
正算符表述，也可以用反线性 (antilinear) 反幺正 (antiunitary) 算符描述。
一般地，在反线性反幺正算符 U 的作用下，任意的态矢 |Ψ1⟩ 和 |Ψ2⟩ 满足

U(a |Ψ1⟩+ b |Ψ2⟩) = a∗U |Ψ1⟩+ b∗U |Ψ2⟩ , ⟨UΨ1|UΨ2⟩ = ⟨Ψ1|Ψ2⟩∗ , (9.49)

其中 a 和 b 是任意复数。第一个等式代表反线性，第二个等式代表反幺正。反线性意味着

−i |Ψ1⟩ = U−1U(−i |Ψ1⟩) = U−1iU |Ψ1⟩ , (9.50)

即
U−1iU = −i. (9.51)

对任意复数 a，则有 U−1aU = a∗。反线性反幺正算符 U 的厄米共轭算符 U † 通过下式定义，〈
Ψ1|U †Ψ2

〉
≡ ⟨UΨ1|Ψ2⟩∗ = ⟨Ψ2|UΨ1⟩ . (9.52)
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因而反幺正意味着 〈
Ψ1|U−1UΨ2

〉
= ⟨Ψ1|Ψ2⟩ = ⟨UΨ1|UΨ2⟩∗ =

〈
Ψ1|U †UΨ2

〉
, (9.53)

故
U−1 = U †. (9.54)

这个等式与线性幺正算符满足的等式相同。
现在，我们将 T 算符定义为反线性反幺正算符，满足

T−1iT = −i, T−1 = T †. (9.55)

那么，(9.47) 式表明生成元算符 Jµν 和 P µ 的 T 变换为

T−1JµνT = −T µρT νσJρσ, T−1P µT = −T µνP ν , (9.56)

从而

T−1J iT =
1

2
εijkT−1J jkT = −1

2
εijkT j lT kmJ lm = −1

2
εijkδj lδ

k
mJ

lm = −J i, (9.57)

T−1KiT = T−1J0iT = −T 0
0T ijJ0j = δijJ

0j = Ki, (9.58)

有
T−1JT = −J, T−1KT = +K, T−1HT = +H, T−1PT = −P. (9.59)

于是，哈密顿量算符 H 在时间反演变换下不变，满足 [H,T ] = 0，符合理论具有时间反演对称
性的假设。此外，动量算符 P 和总角动量算符 J 在 T 变换下分别反转成 −P 和 −J。时间反演
变换相当于逆着时间方向进行观察，因而动量和角动量的方向都会反转。

下面讨论自由复标量场 ϕ(x)的 T 变换。T 变换会翻转粒子态对应的动量方向，类似于 (9.15)
和 (9.16) 式，产生湮灭算符的 T 变换为

T−1a†pT = ηTa
†
−p, T−1apT = η∗Ta−p, T−1b†pT = η̃T b

†
−p, T−1bpT = η̃∗T b−p, (9.60)

其中 ηT 和 η̃T 是两个模为 1 的相位因子。于是，平面波展开式的 T 变换为

T−1ϕ(x)T =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

(
T−1apTT

−1e−ip·xT + T−1b†pTT
−1eip·xT

)
=

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

(
η∗Ta−peip·x + η̃T b

†
−pe−ip·x

)
=

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

[
η∗Tape−ip·(T x) + η̃T b

†
peip·(T x)] , (9.61)

最后一步作了变量替换 p→ −p，并利用 (Pp) · x = p · (Px) = −p · (T x)。为了保持 ϕ(x) 的运
动方程形式不变，T−1ϕ(x)T 与 ϕ(T x) 最多只能相差一个常数因子，因此必须要求

η∗T = η̃T , (9.62)
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使得 ϕ(x) 和 ϕ†(x) 的 T 变换为

T−1ϕ(x)T = η∗Tϕ(T x), T−1ϕ†(x)T = ηTϕ
†(T x). (9.63)

类似于 (9.23) 和 (9.24) 式，时空导数满足

∂x,µ = (T −1)νµ∂T x,ν , ∂µx = T µν∂νT x, (9.64)

那么算符 (∂µϕ†)∂µϕ、ϕ†ϕ 和 iϕ†←→∂µϕ 的 T 变换是

T−1∂µxϕ
†(x)∂x,µϕ(x)T = |ηT |2T µν(T −1)ρµ∂

ν
T xϕ

†(T x)∂T x,ρϕ(T x) = +∂µT xϕ
†(T x)∂T x,µϕ(T x), (9.65)

T−1ϕ†(x)ϕ(x)T = |ηT |2ϕ†(T x)ϕ(T x) = +ϕ†(T x)ϕ(T x), (9.66)

T−1iϕ†(x)
←→
∂µx ϕ(x)T = −|ηT |2T µν iϕ†(T x)

←→
∂νT xϕ(T x) = −T µν iϕ†(T x)

←→
∂νT xϕ(T x). (9.67)

可见，自由复标量场的拉氏量 (2.179) 在时间反演变换下不变，满足

T−1L(x)T = +L(T x). (9.68)

令 bp = ap，就得到自由实标量场 ϕ(x) 的情况，此时 ηT = η̃T = η∗T ，故 η2T = |ηT |2 = 1，有

ηT = ±1. (9.69)

因此，存在两类实标量场，一类具有 ηT = +1，相应的 T 变换为

T−1ϕ(x)T = +ϕ(T x); (9.70)

另一类具有 ηT = −1，相应的 T 变换为

T−1ϕ(x)T = −ϕ(T x). (9.71)

无论哪一类实标量场 ϕ(x)，自由拉氏量 (2.79) 都具有时间反演不变性。

9.1.3 标量场的 C 变换
除了宇称和时间反演，另一种重要的分立变换是电荷共轭 (charge conjugation)。电荷共轭

变换将正反粒子互相转换，不只转换正反电荷，也转换所有其它正反 U(1) 荷，但对时空坐标、
四维动量、角动量和螺旋度没有影响。

在具有电荷共轭对称性的量子理论中，电荷共轭变换在 Hilbert 空间中诱导出态矢 |Ψ⟩ 的
线性幺正变换

|Ψ′⟩ = C |Ψ⟩ , (9.72)
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称为 C 变换。C 是自身的逆变换算符，满足

C† = C−1 = C, (9.73)

因而是厄米的。
对于自由的复标量场 ϕ(x)，C 变换将正粒子态转化成反粒子态，形式为

C
∣∣p+
〉
= ηC

∣∣p−〉 , (9.74)

其中 ηC 是相位因子。假设真空态在 C 变换下不变，即 C |0⟩ = |0⟩，从而√
2Ep C

−1a†pC |0⟩ = C
√

2Ep a
†
p |0⟩ = C

∣∣p+
〉
= ηC

∣∣p−〉 =√2Ep ηCb
†
p |0⟩ , (9.75)

即
C−1a†pC = ηCb

†
p, C−1apC = η∗Cbp. (9.76)

第一个等式等价于 a†p = ηCCb
†
pC

−1，因而 η∗Ca
†
p = |ηC |2Cb†pC−1 = Cb†pC

−1，即

C−1b†pC = η∗Ca
†
p, C−1bpC = ηCap. (9.77)

于是，复标量场 ϕ(x) 的 C 变换为

C−1ϕ(x)C =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

(C−1apCe−ip·x + C−1b†pCeip·x)

=

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

(η∗Cbpe−ip·x + η∗Ca
†
peip·x), (9.78)

故
C−1ϕ(x)C = η∗Cϕ

†(x), C−1ϕ†(x)C = ηCϕ(x). (9.79)

可见，C 变换使 ϕ(x) 与其厄米共轭场 ϕ†(x) 相互转换。
利用等时对易关系 (2.192)，算符 (∂µϕ†)∂µϕ、ϕ†ϕ 和 iϕ†←→∂µϕ 的 C 变换是

C−1∂µϕ†(x)∂µϕ(x)C = |ηC |2∂µϕ(x)∂µϕ†(x) = +∂µϕ†(x)∂µϕ(x), (9.80)

C−1ϕ†(x)ϕ(x)C = |ηC |2ϕ(x)ϕ†(x) = +ϕ†(x)ϕ(x), (9.81)

C−1iϕ†(x)
←→
∂µϕ(x)C = |ηC |2iϕ(x)

←→
∂µϕ†(x) = −iϕ†(x)

←→
∂µϕ(x). (9.82)

注意，在 (9.82) 式第二步的推导中，若 µ = 0，由于等时对易关系 (2.192) 给出

[ϕ(x), ∂0ϕ†(x)] = [ϕ(x), π(x)] = iδ(3)(0), [ϕ†(x), ∂0ϕ(x)] = [ϕ†(x), π†(x)] = iδ(3)(0), (9.83)

即 ϕ(x)∂0ϕ†(x) = ∂0ϕ†(x)ϕ(x) + iδ(3)(0) 和 −∂0ϕ(x)ϕ†(x) = −ϕ†(x)∂0ϕ(x) + iδ(3)(0)，则有

iϕ(x)
←→
∂0ϕ†(x) = i[ϕ(x)∂0ϕ†(x)− ∂0ϕ(x)ϕ†(x)]
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= i[∂0ϕ†(x)ϕ(x) + iδ(3)(0)− ϕ†(x)∂0ϕ(x) + iδ(3)(0)]

= −iϕ†(x)
←→
∂0ϕ(x)− 2δ(3)(0), (9.84)

但 −2δ(3)(0) 是一个无穷大 c 数，通常不会引起可观测效应，可将它丢弃，从而得到 (9.82) 式。
(9.80) 和 (9.81) 式表明，自由复标量场的拉氏量 (2.179) 在电荷共轭变换下不变，满足

C−1L(x)C = +L(x). (9.85)

对正反标量玻色子态 (9.28) 作 C 变换，得

C
∣∣ϕϕ̄〉 =

∫
d3pΦ(p)C−1a†pCC

−1b†−pC |0⟩ = |ηC |2
∫

d3pΦ(p)b†pa
†
−p |0⟩

=

∫
d3pΦ(p)a†−pb

†
p |0⟩ =

∫
d3pΦ(−p)a†pb

†
−p |0⟩

= (−)L
∫

d3pΦ(p)a†pb
†
−p |0⟩ = (−)L

∣∣ϕϕ̄〉 . (9.86)

第三步交换两个产生算符，第四步作了变量替换 p → −p，第五步用了 (9.33) 式。可见，∣∣ϕϕ̄〉
是 C 算符的本征态，本征值 (−)L 是可观测量，称为 C 宇称 (C-parity)。扣除波函数 Φ(p) 贡
献的 (−)L 因子之后，剩下的 C 宇称为 +，即一对正反标量玻色子的内禀 C 宇称为偶。
对于自由的实标量场，ϕ†(x) = ϕ(x)，(9.79) 中两个等式表明 ηC = η∗C，故 η2C = |ηC |2 = 1，

有
ηC = ±1, (9.87)

这是 C 宇称的两种取值。也就是说，存在两类实标量场，一类具有偶的 C 宇称，ηC = +1，相
应的 C 变换为

C−1ϕ(x)C = +ϕ(x); (9.88)

另一类具有奇的 C 宇称，ηC = −1，相应的 C 变换为

C−1ϕ(x)C = −ϕ(x). (9.89)

无论实标量场 ϕ(x) 具有哪种 C 宇称，自由拉氏量 (2.79) 都具有电荷共轭不变性。

9.2 旋量场的分立变换
9.2.1 旋量场的 C 变换
首先，讨论自由 Dirac 旋量场 ψ(x) 的 C 变换。因为电荷共轭变换在互换正反粒子的同时，

不改变动量 p 和螺旋度 λ = ±，所以 C 变换将正费米子态 |p+, λ⟩ =
√

2Ep a
†
p,λ |0⟩ 转化成反费

米子态 |p−, λ⟩ =
√

2Ep b
†
p,λ |0⟩，满足

C
∣∣p+, λ

〉
= ζC

∣∣p−, λ
〉
, (9.90)
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其中 ζC 是相位因子。由此推出

C−1a†p,λC = ζCb
†
p,λ, C−1ap,λC = ζ∗Cbp,λ, C−1b†p,λC = ζ∗Ca

†
p,λ, C−1bp,λC = ζCap,λ. (9.91)

从而，平面波展开式 (5.216) 的 C 变换为

C−1ψ(x)C =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
u(p, λ)C−1ap,λCe−ip·x + v(p, λ)C−1b†p,λCeip·x

]
=

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
ζ∗C u(p, λ)bp,λe−ip·x + ζ∗C v(p, λ)a

†
p,λeip·x

]
. (9.92)

在第二行中，u(p, λ) 与 bp,λ 相乘，而 v(p, λ) 与 a†p,λ 相乘，这与 ψ(x) 的平面波展开式 (5.216)
中出现的情况正好相反。为了得到 ψ(x) 的电荷共轭场与 ψ(x) 的关系，我们需要探讨平面波旋
量系数 u(p, λ) 和 v(p, λ) 之间相互转换的关系。
在 Weyl 表象 (5.68) 中，对螺旋态表达式 (5.205) 和 (5.206) 进行转置，得

ūT(p, λ) =
(
ωλ(p)ξ∗λ(p)
ω−λ(p)ξ∗λ(p)

)
, v̄T(p, λ) =

(
−λω−λ(p)ξ∗−λ(p)
λωλ(p)ξ∗−λ(p)

)
. (9.93)

另一方面，按照螺旋态的具体形式 (5.162)，iσ2 对 ξ∗λ(p) 的作用为

iσ2ξ∗+(p) = N

(
1

−1

)(
|p|+ p3

p1 − ip2

)
= N

(
p1 − ip2

−(|p|+ p3)

)
= −ξ−(p), (9.94)

iσ2ξ∗−(p) = N

(
1

−1

)(
−p1 − ip2

|p|+ p3

)
= N

(
|p|+ p3

p1 + ip2

)
= +ξ+(p), (9.95)

其中归一化因子 N ≡ [2|p|(|p|+ p3)]−1/2。归纳起来，有

iσ2ξ∗λ(p) = −λξ−λ(p), iσ2ξ∗−λ(p) = λξλ(p). (9.96)

引入旋量空间中的电荷共轭矩阵

C ≡ iγ0γ2 = i
(

1
1

)(
σ2

−σ2

)
=

(
−iσ2

iσ2

)
, (9.97)

就可以导出平面波旋量系数 u(p, λ) 和 v(p, λ) 之间的转换关系式：

CūT(p, λ) =

(
−ωλ(p)iσ2ξ∗λ(p)
ω−λ(p)iσ2ξ∗λ(p)

)
=

(
λωλ(p)ξ−λ(p)
−λω−λ(p)ξ−λ(p)

)
= v(p, λ), (9.98)

Cv̄T(p, λ) =

(
λω−λ(p)iσ2ξ∗−λ(p)
λωλ(p)iσ2ξ∗−λ(p)

)
=

(
ω−λ(p)ξλ(p)
ωλ(p)ξλ(p)

)
= u(p, λ). (9.99)
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将以上两式代入到 (9.92) 式，与 (5.218) 式对照，则 ψ(x) 的 C 变换化为

C−1ψ(x)C =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
ζ∗C Cv̄T(p, λ)bp,λe−ip·x + ζ∗C CūT(p, λ)a†p,λeip·x

]
= ζ∗Cψ

C(x),

(9.100)
其中

ψC(x) ≡ Cψ̄T(x) (9.101)

便是 ψ(x) 的电荷共轭场。
现在研究电荷共轭矩阵 C 的性质。利用 (σ2)T = −σ2、γ0 的厄米性、γ2 的反厄米性和

γ2γ0 = −γ0γ2，有

CT =

(
−i(σ2)T

i(σ2)T

)
=

(
iσ2

−iσ2

)
= −C, (9.102)

C† = −i(γ2)†(γ0)† = iγ2γ0 = −iγ0γ2 = −C, (9.103)

C†C = γ0γ2γ0γ2 = −(γ0)2(γ2)2 = 1, (9.104)

也就是说，
CT = C† = C−1 = −C. (9.105)

可见 C 是幺正矩阵。根据 Pauli矩阵 (3.53)的定义和性质，有 σ2σ1σ2 = iσ2σ3 = −σ1 = −(σ1)T、
σ2σ2σ2 = σ2 = −(σ2)T 和 σ2σ3σ2 = iσ1σ2 = −σ3 = −(σ3)T，归纳得到

σ21σ2 = 1T, σ2σσ2 = −σT, (9.106)

因此
σ2σµσ2 = (σ̄µ)T, σ2σ̄µσ2 = (σµ)T. (9.107)

进而推出

C−1γµC =

(
iσ2

−iσ2

)(
σµ

σ̄µ

)(
−iσ2

iσ2

)
= −

(
σ2σµσ2

σ2σ̄µσ2

)

= −

(
(σ̄µ)T

(σµ)T

)
, (9.108)

C−1γ5C =

(
iσ2

−iσ2

)(
−1

1

)(
−iσ2

iσ2

)
=

(
−(σ2)2

(σ2)2

)
=

(
−1

1

)
, (9.109)

即得 γµ 和 γ5 关于 C 的相似变换性质

C−1γµC = −(γµ)T, C−1γ5C = γ5. (9.110)

由于 C−1 = −C，这两个式子等价于

C−1(γµ)TC = −γµ, C−1(γ5)TC = γ5. (9.111)
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如果 Dirac 旋量场 ψ(x) 携带电荷 Q，那么，根据 (8.21) 式，相应的运动方程是

[γµ(i∂µ −QeAµ)−m]ψ = 0. (9.112)

对上式取厄米共轭，再右乘 γ0，得

0 = ψ†[(γµ)†(−i∂µ −QeAµ)−m]γ0 = ψ̄[−γµ(i∂µ +QeAµ)−m], (9.113)

转置，推出
[−(γµ)T(i∂µ +QeAµ)−m]ψ̄T = 0. (9.114)

利用 (9.110) 式将上式化为

0 = [C−1γµC(i∂µ +QeAµ)−m C−1C]ψ̄T = C−1[γµ(i∂µ +QeAµ)−m] Cψ̄T, (9.115)

从而得到电荷共轭场 ψC(x) 的运动方程

[γµ(i∂µ +QeAµ)−m]ψC = 0. (9.116)

对比 ψ(x) 的运动方程 (9.112)，可以看出 ψC(x) 确实携带相反的电荷 −Q。同理，ψC(x) 携带
的任何 U(1) 荷都与 ψ(x) 相反。
根据 (9.105) 和 (9.111) 式，电荷共轭场 ψC(x) 的 Dirac 共轭为

ψ̄C = (ψC)†γ0 = (Cψ̄T)†γ0 = [(γ0)T(ψ̄CT)†]T = [(γ0)T(ψ†γ0C†)†]T = [(γ0)TCγ0ψ]T

= [CC−1(γ0)TCγ0ψ]T = −(Cγ0γ0ψ)T = (CTψ)T, (9.117)

即
ψ̄C(x) = ψT(x) C, (9.118)

于是
C−1ψ̄C = C†ψ†Cγ0 = (C−1ψC)†γ0 = (ζ∗Cψ

C)†γ0 = ζCψ̄
C = ζCψ

TC. (9.119)

也就是说，Dirac 旋量场 ψ(x) 及其 Dirac 共轭场 ψ̄(x) 的 C 变换是

C−1ψ(x)C = ζ∗Cψ
C(x) = ζ∗C Cψ̄T(x), C−1ψ̄(x)C = ζCψ̄

C(x) = ζCψ
T(x) C. (9.120)

仿照 (9.117) 式的推导，由 (9.98) 和 (9.99) 式推出

v̄(p, λ) = uT(p, λ) C, ū(p, λ) = vT(p, λ) C. (9.121)

考虑一般的旋量双线性型 ψ̄(x)Γψ(x)，其中 Γ 是旋量空间中的任意 4× 4 矩阵，则

C−1ψ̄ΓψC = C−1ψ̄CΓC−1ψC = |ζC |2ψTCΓCψ̄T = ψTCΓCψ̄T = −ψ̄ CTΓTCTψ. (9.122)

最后一步进行了转置。需要注意的是，
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转置两个旋量场会交换两者的位置，为了与反对易关系相匹配，必须引
进一个额外的负号。

从而，由 (9.105) 式得到 ψ̄Γψ 的 C 变换

C−1ψ̄(x)Γψ(x)C = ψ̄(x)C−1ΓTCψ(x) = ψ̄(x)ΓCψ(x), (9.123)

其中
ΓC ≡ C−1ΓTC (9.124)

可视为矩阵 Γ 的电荷共轭变换。根据 (9.111) 式，有

1C = C−11TC = +1, (iγ5)C = C−1(iγ5)TC = +iγ5, (9.125)

(γµ)C = C−1(γµ)TC = −γµ, (γµγ5)C = C−1(γµγ5)TC = +γµγ5, (9.126)

(γµγν)C = C−1(γµγν)TC = +γνγµ, (σµν)C = C−1(σµν)TC = −σµν . (9.127)

于是，各种旋量双线性型的 C 变换为

C−1ψ̄(x)ψ(x)C = +ψ̄(x)ψ(x), (9.128)

C−1ψ̄(x)iγ5ψ(x)C = +ψ̄(x)iγ5ψ(x), (9.129)

C−1ψ̄(x)γµψ(x)C = −ψ̄(x)γµψ(x), (9.130)

C−1ψ̄(x)γµγ5ψ(x)C = +ψ̄(x)γµγ5ψ(x), (9.131)

C−1ψ̄(x)σµνψ(x)C = −ψ̄(x)σµνψ(x). (9.132)

拉氏量 (5.103) 中的动能项算符 iψ̄γµ∂µψ 在 C 变换下化为

C−1iψ̄γµ∂µψC = iψTCγµC∂µψ̄T = −iψTC−1γµC∂µψ̄T = iψT(γµ)T∂µψ̄
T

= −i(∂µψ̄)γµψ = −i∂µ(ψ̄γµψ) + iψ̄γµ∂µψ. (9.133)

最后的表达式中第一项是全散度，全时空积分后对作用量没有贡献，可以丢弃，因而上式表明
动能项算符在 C 变换下不变。所以，自由 Dirac 旋量场的拉氏量 (5.103) 具有电荷共轭不变性。

对于 8.3 节讨论的手征旋量场 ψL(x) 和 ψR(x)，算符 ψ̄RψL = ψ̄PLψ = ψ̄(1 − γ5)ψ/2 和
ψ̄LψR = ψ̄PRψ = ψ̄(1 + γ5)ψ/2 在 C 变换下不变，满足

C−1ψ̄R(x)ψL(x)C = +ψ̄R(x)ψL(x), (9.134)

C−1ψ̄L(x)ψR(x)C = +ψ̄L(x)ψR(x). (9.135)

另一方面，左手流算符

ψ̄Lγ
µψL = ψ̄γµPLψ =

1

2
ψ̄γµ(1− γ5)ψ (9.136)
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和右手流算符

ψ̄Rγ
µψR = ψ̄γµPRψ =

1

2
ψ̄γµ(1 + γ5)ψ (9.137)

的 C 变换为

C−1ψ̄L(x)γ
µψL(x)C = −ψ̄R(x)γ

µψR(x), (9.138)

C−1ψ̄R(x)γ
µψR(x)C = −ψ̄L(x)γ

µψL(x), (9.139)

两者在 C 变换下相互转化，并出现一个负号。在弱相互作用中，轻子和夸克的左手流算符和右
手流算符参与不同的规范相互作用，因而电荷共轭对称性遭到破坏。

9.2.2 Majorana 旋量场
如果 ψ(x) 与它的电荷共轭场相同，ψ(x) = ψC(x)，即满足自共轭条件

ψ(x) = Cψ̄T(x), (9.140)

那么，ψ(x) 就是一种纯中性的场，不能携带任何 U(1) 荷，称为 Majorana 旋量场 [44]。上式
称为 Majorana 条件。于是，Majorana 旋量场满足 ψ̄(x) = ψ̄C(x)，根据 (9.118) 式，Majorana
条件等价于

ψ̄(x) = ψT(x) C. (9.141)

注意这个等式右边没有出现 ψ†(x)，而是出现 ψT(x)。它表明 ψ̄a(x) = ψb(x) Cba 与 ψa(x) 线性

相关。因此，ψ̄a(x) 并不是独立于 ψa(x) 的场变量，这一点与 Dirac 旋量场不同。
由 (9.92) 和 (9.100) 式得 ψC(x) 的平面波展开式为

ψC(x) = ζCC
−1ψ(x)C =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
u(p, λ)bp,λe−ip·x + v(p, λ)a†p,λeip·x

]
. (9.142)

与 (5.216) 式比较，可知 Majorana 条件 (9.140) 意味着

bp,λ = ap,λ. (9.143)

因此，Majorana 旋量场 ψ(x) 的平面波展开式是

ψ(x) =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±

[
u(p, λ)ap,λe−ip·x + v(p, λ)a†p,λeip·x

]
, (9.144)

产生湮灭算符满足反对易关系

{ap,λ, a
†
q,λ′} = (2π)3δλλ′δ

(3)(p− q), {ap,λ, aq,λ′} = {a†p,λ, a
†
q,λ′} = 0. (9.145)
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类似于实标量场，Majorana 旋量场描述一种纯中性费米子，正费米子与反费米子相同，称为
Majorana 费米子。(9.91) 式表明 ζC = ζ∗C，故

ζC = ±1. (9.146)

也就是说，Majorana 旋量场的 C 宇称要么为偶，要么为奇。
对于 Majorana 旋量场 ψ(x)，C 变换关系 (9.120) 化为

C−1ψ(x)C = ζCψ(x), C−1ψ̄(x)C = ζCψ̄(x). (9.147)

进而，在 C 变换下，由 Majorana 旋量场组成的一般旋量双线性型 ψ̄(x)Γψ(x) 变成

C−1ψ̄(x)Γψ(x)C = C−1ψ̄(x)CΓC−1ψ(x)C = ζ2C ψ̄(x)Γψ(x) = +ψ̄(x)Γψ(x), (9.148)

即非平庸的 ψ̄Γψ 算符的 C 宇称必须为偶。这表明 Majorana 旋量场不能构成 C 宇称为奇的算
符 ψ̄γµψ 和 ψ̄σµνψ，即

ψ̄(x)γµψ(x) = 0, ψ̄(x)σµνψ(x) = 0. (9.149)

由 Majorana 旋量场构成的非平庸双线性型则具有与 Dirac 旋量场相同的 C 变换规则。
自由 Majorana 旋量场 ψ(x) 的 Lorentz 不变拉氏量为

L =
i
2
ψ̄γµ∂µψ −

1

2
mψ̄ψ =

i
2
ψTCγµ∂µψ −

1

2
mψTCψ, (9.150)

需要注意的是，应用 Euler-Lagrange 方程求经典运动方程时，拉氏量中的 ψT 扮演的角色跟 ψ

相同。如果将前后两个旋量场分别标记为 ψ1 和 ψ2，动能项算符可化为

ψT
1 Cγµ∂µψ2 = (ψT

1 Cγµ∂µψ2)
T = −(∂µψT

2 )(γ
µ)TCTψ1 = (∂µψ

T
2 ) CC−1(γµ)TCψ1 = −(∂µψT

2 ) Cγµψ1,

(9.151)
质量项算符可化为

ψT
1 Cψ2 = (ψT

1 Cψ2)
T = −ψT

2 CTψ1 = ψT
2 Cψ1, (9.152)

则
∂L
∂ψ1

= − i
2
(∂µψ

T
2 ) Cγµ −

1

2
mψT

2 C,
∂L
∂ψ2

= −1

2
mψT

1 C. (9.153)

由于 ψ1 和 ψ2 都是 ψ，我们得到
∂L

∂(∂µψ)
=

i
2
ψTCγµ, ∂L

∂ψ
=

∂L
∂ψ1

+
∂L
∂ψ2

= − i
2
(∂µψ

T) Cγµ −mψTC, (9.154)

Euler-Lagrange 方程 (1.166) 给出

0 = ∂µ
∂L

∂(∂µψ)
− ∂L
∂ψ

= i(∂µψT) Cγµ +mψTC. (9.155)
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对上式转置，并利用 (γµ)TCT = −CC−1(γµ)TC = Cγµ = −CTγµ，推出

0 = i(γµ)TCT∂µψ +m CTψ = CT(−iγµ∂µψ +mψ). (9.156)

可见，自由的 Majorana 旋量场 ψ(x) 也满足 Dirac 方程

(iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0. (9.157)

这与平面波展开式 (9.144) 相容。

9.2.3 旋量场的 P 变换
接着，讨论自由 Dirac 旋量场 ψ(x) 的 P 变换。宇称变换反转动量方向，但保持角动量不

变，因而会翻转螺旋度 λ 的符号（参考习题 9.1）。平面波展开式 (5.216) 中的旋量系数 u(p, λ)
和 v(p, λ) 都是用螺旋态 ξλ(p) 表达出来的，而宇称变换联系着螺旋态 ξλ(p) 和 ξ−λ(−p)。本征
方程 (5.161) 和 (5.201) 表明，ξλ(p) 和 ξ−λ(−p) 都是矩阵 p̂ ·σ 的归一化本征矢量，因而两者至
多相差一个模为 1 的相位因子。下面求出这个相位因子的形式。
利用 (|p|+ p3)(|p| − p3) = |p|2 − (p3)2 = (p1)2 + (p2)2 = (p1 + ip2)(p1 − ip2)，将螺旋态表达

式 (5.162) 化为

ξ+(p) =
1√

2|p|(|p|+ p3)

(
|p|+ p3

p1 + ip2

)
=

1√
2|p|(|p|+ p3)

(
|p|+p3
p1−ip2 (p

1 − ip2)
p1+ip2
|p|−p3 (|p| − p3)

)

=
1√

2|p|(|p|+ p3)

(
(|p|+p3)(p1+ip2)

(p1)2+(p2)2
(p1 − ip2)

p1+ip2
|p|−p3 (|p| − p3)

)
=

1√
2|p|(|p|+ p3)

p1 + ip2
|p| − p3

(
p1 − ip2

|p| − p3

)

=
1√

2|p|(|p| − p3)
p1 + ip2√

(p1)2 + (p2)2

(
p1 − ip2

|p| − p3

)
= κp,+ξ−(−p), (9.158)

其中 κp,+ 是相位因子
κp,λ ≡

λp1 + ip2√
(p1)2 + (p2)2

(9.159)

在 λ = + 时的结果。再由 κ∗p,+κp,+ = 1 推出 ξ−(−p) = κ∗p,+ξ+(p)，故

ξ−(p) = κ∗−p,+ξ+(−p) = −p1 + ip2√
(p1)2 + (p2)2

ξ+(−p) = κp,−ξ+(−p). (9.160)

归纳起来，有
ξλ(p) = κp,λξ−λ(−p). (9.161)

可见 κp,λ 就是想要得到的相位因子。它的具体形式与我们对螺旋态 ξλ(p) 的约定有关。
于是，在Weyl 表象中，(5.180) 和 (5.196) 式表达的平面波旋量系数 u(p, λ) 和 v(p, λ) 满足

γ0u(p, λ) =

(
1

1

)(
ω−λ(p)ξλ(p)
ωλ(p)ξλ(p)

)
=

(
ωλ(p)ξλ(p)
ω−λ(p)ξλ(p)

)
= κp,λ

(
ωλ(−p)ξ−λ(−p)
ω−λ(−p)ξ−λ(−p)

)
, (9.162)
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γ0v(p, λ) =

(
1

1

)(
−λωλ(p)ξ−λ(p)
λω−λ(p)ξ−λ(p)

)
=

(
λω−λ(p)ξ−λ(p)
−λωλ(p)ξ−λ(p)

)
= κp,−λ

(
λω−λ(−p)ξλ(−p)
−λωλ(−p)ξλ(−p)

)
.

(9.163)

注意到
κp,−λ =

−λp1 + ip2√
(p1)2 + (p2)2

= − λp1 − ip2√
(p1)2 + (p2)2

= −κ∗p,λ, (9.164)

有
γ0u(p, λ) = κp,λu(−p,−λ), γ0v(p, λ) = −κ∗p,λv(−p,−λ). (9.165)

可见，γ0 对平面波旋量系数 u(p, λ) 和 v(p, λ) 的作用反转了相应的动量和螺旋度，相当作宇称
变换。

为了得到自洽的宇称变换结果，我们将正反费米子态 |p+, λ⟩ 和 |p−, λ⟩ 的 P 变换表达成

P
∣∣p+, λ

〉
= ζPκ

∗
−p,−λ

∣∣−p+,−λ
〉
, P

∣∣p−, λ
〉
= ζ̃Pκ

∗
−p,−λ

∣∣−p−,−λ
〉
, (9.166)

其中 ζP 和 ζ̃P 是两个相位因子。从而推出 a†p,λ 和 ap,λ 的 P 变换

P−1a†p,λP = ζPκ
∗
−p,−λa

†
−p,−λ, P−1ap,λP = ζ∗Pκ−p,−λa−p,−λ, (9.167)

以及 b†p,λ 和 bp,λ 的 P 变换

P−1b†p,λP = ζ̃Pκ
∗
−p,−λb

†
−p,−λ, P−1bp,λP = ζ̃∗Pκ−p,−λb−p,−λ. (9.168)

据此，Dirac 旋量场平面波展开式 (5.216) 的 P 变换为

P−1ψ(x)P =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
u(p, λ)P−1ap,λP e−ip·x + v(p, λ)P−1b†p,λP eip·x

]
=

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
ζ∗Pκ−p,−λu(p, λ)a−p,−λe−ip·x + ζ̃Pκ

∗
−p,−λv(p, λ)b

†
−p,−λeip·x

]
=

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
ζ∗Pκp,λu(−p,−λ)ap,λe−ip·(Px) + ζ̃Pκ

∗
p,λv(−p,−λ)b†p,λeip·(Px)

]
=

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
ζ∗Pγ

0u(p, λ)ap,λe−ip·(Px) − ζ̃Pγ0v(p, λ)b†p,λeip·(Px)
]
. (9.169)

第三步作了变量替换 p→ −p 和 λ→ −λ，第四步用到 (9.165) 式。
为了让 ψ(x) 的运动方程具有空间反射对称性，P−1ψ(x)P 与 ψ(Px) 最多只能相差一个常

数矩阵，因而必须要求
ζ∗P = −ζ̃P , (9.170)

使 b†p,λ 和 bp,λ 的 P 变换化为

P−1b†p,λP = −ζ∗Pκ∗−p,−λb
†
−p,−λ, P−1bp,λP = −ζPκ−p,−λb−p,−λ, (9.171)
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而 ψ(x) 的 P 变换为
P−1ψ(x)P = ζ∗PD(P)ψ(Px), (9.172)

其中 D(P) = γ0 正是 (5.46) 式引入的旋量表示中的宇称变换矩阵，它是幺正的。于是，作宇称
变换后，ψ′(x′) = P−1ψ(x′)P = ζ∗PD(P)ψ(Px′) = ζ∗PD(P)ψ(x) 也满足 Dirac 方程，

(iγµ∂′µ −m)ψ′(x′) = ζ∗P [iγµ(P−1)νµ∂ν −m]D(P)ψ(x)

= ζ∗PD(P)[iD−1(P)γµD(P)(P−1)νµ∂ν −m]ψ(x)

= ζ∗PD(P)[iPµργρ(P−1)νµ∂ν −m]ψ(x) = ζ∗PD(P)(iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0. (9.173)

第三步用到 (5.49) 式。
由 P−1ψ†(x)P = [P−1ψ(x)P ]† = [ζ∗Pγ

0ψ(Px)]† = ζPψ
†(Px)γ0 得

P−1ψ̄(x)P = P−1ψ†(x)P γ0 = ζPψ
†(Px)γ0γ0 = ζP ψ̄(Px)γ0. (9.174)

宇称变换矩阵 D(P) 的幺正性表明 D−1(P) = D†(P) = γ0，故 ψ̄(x) 的 P 变换为

P−1ψ̄(x)P = ζP ψ̄(Px)D−1(P). (9.175)

从而，一般旋量双线性型 ψ̄(x)Γψ(x) 的 P 变换为

P−1ψ̄(x)Γψ(x)P = P−1ψ̄(x)PΓP−1ψ(x)P = |ζP |2ψ̄(Px)D−1(P)ΓD(P)ψ(Px)

= ψ̄(Px)D−1(P)ΓD(P)ψ(Px). (9.176)

在 5.1 节已经推导出以下结果，

D−1(P)1D(P) = +1, D−1(P)iγ5D(P) = −iγ5, (9.177)

D−1(P)γµD(P) = Pµνγν , D−1(P)γµγ5D(P) = −Pµνγνγ5, (9.178)

D−1(P)σµνD(P) = PµρPνσσρσ. (9.179)

由此得到各种旋量双线性型的 P 变换，

P−1ψ̄(x)ψ(x)P = +ψ̄(Px)ψ(Px), (9.180)

P−1ψ̄(x)iγ5ψ(x)P = −ψ̄(Px)iγ5ψ(Px), (9.181)

P−1ψ̄(x)γµψ(x)P = Pµνψ̄(Px)γνψ(Px), (9.182)

P−1ψ̄(x)γµγ5ψ(x)P = −Pµνψ̄(Px)γνγ5ψ(Px), (9.183)

P−1ψ̄(x)σµνψ(x)P = PµρPνσψ̄(Px)σρσψ(Px), (9.184)

P−1ψ̄R(x)ψL(x)P = ψ̄L(Px)ψR(Px), (9.185)

P−1ψ̄L(x)ψR(x)P = ψ̄R(Px)ψL(Px), (9.186)
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P−1ψ̄L(x)γ
µψL(x)P = Pµνψ̄R(Px)γνψR(Px), (9.187)

P−1ψ̄R(x)γ
µψR(x)P = Pµνψ̄L(Px)γνψL(Px). (9.188)

根据以上宇称变换性质，ψ̄ψ 是狭义的标量算符，ψ̄iγ5ψ 是赝标量算符，ψ̄γµψ 是极矢量算符，
ψ̄γµγ5ψ 是轴矢量算符。另一方面，左手流算符 ψ̄Lγ

µψL 和右手流算符 ψ̄Rγ
µψR 在 P 变换下相

互转化。在弱相互作用中，轻子和夸克的左手流算符和右手流算符参与不同的规范相互作用，因
而空间反射对称性遭到破坏，即宇称不守恒。利用 (9.23) 式，动能项算符 iψ̄γµ∂µψ 的 P 变换为

P−1iψ̄(x)γµ∂x,µψ(x)P = iP−1ψ̄(x)Pγµ∂x,µP
−1ψ(x)P

= iψ̄(Px)D−1(P)γµD(P)(P−1)νµ∂Px,νψ(Px)

= iψ̄(Px)Pµργρ(P−1)νµ∂Px,νψ(Px) = +iψ̄(Px)γµ∂Px,µψ(Px), (9.189)

因此，自由 Dirac 旋量场的拉氏量 (5.103) 在宇称变换下不变。
在质心系中考虑一对正反费米子 ψψ̄ 组成的系统，设两个粒子的螺旋度相反，轨道角动量

量子数为 L 的态矢为
∣∣ψψ̄〉 =∑

λ

∫
d3pΦ(p)a†p,λb

†
−p,−λ |0⟩ , Φ(−p) = (−)LΦ(p), (9.190)

相应的 P 变换是

P
∣∣ψψ̄〉 =∑

λ

∫
d3pΦ(p)P−1a†p,λPP

−1b†−p,−λP |0⟩

= −|ζP |2
∑
λ

∫
d3pΦ(p)κ∗−p,−λκ

∗
p,λa

†
−p,−λb

†
p,λ |0⟩ = −

∑
λ

∫
d3pΦ(−p)κ∗p,λκ∗−p,−λa

†
p,λb

†
−p,−λ |0⟩

= −(−)L
∑
λ

∫
d3pΦ(p)a†p,λb

†
−p,−λ |0⟩ = (−)L+1

∣∣ψψ̄〉 . (9.191)

第三步作了变量替换 p→ −p 和 λ→ −λ，第四步用到

κ∗p,λκ
∗
−p,−λ =

λp1 − ip2√
(p1)2 + (p2)2

λp1 + ip2√
(p1)2 + (p2)2

= 1. (9.192)

可见，∣∣ψψ̄〉 的总宇称为 (−)L+1，包含轨道宇称 (−)L 和内禀宇称 −。也就是说，一对正反费米
子的内禀宇称为奇。
对于自由的 Majorana 旋量场 ψ(x)，bp,λ = ap,λ，则 ζ̃P = ζP ，从而 ζ∗P = −ζ̃P = −ζP ，因

此
ζP = ±i, (9.193)

故 Majorana 旋量场的宇称是虚数。
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9.2.4 旋量场的 T 变换
下面讨论自由 Dirac 旋量场 ψ(x)的 T 变换。时间反演变换同时反转动量和角动量的方向，

因而会保持螺旋度 λ 不变。另一方面，T 变换是反幺正的，将一个复数变换成它的复共轭。因
此 T 变换联系着螺旋态 ξλ(p) 和 ξ∗λ(−p)，它们都出现在 (9.96) 式中。对 (9.96) 第一式取复共
轭，再利用 (9.161) 式，推出 ξλ(p) 与 ξ∗λ(−p) 之间的关系

iσ2ξλ(p) = −λξ∗−λ(p) = −λκ∗p,−λξ∗λ(−p), (9.194)

作变量替换 λ→ −λ，得
iσ2ξ−λ(p) = λκ∗p,λξ

∗
−λ(−p). (9.195)

iσ2 出现在矩阵
Cγ5 =

(
−iσ2

iσ2

)(
−1

1

)
=

(
iσ2

iσ2

)
(9.196)

的两个对角分块中，它对平面波旋量系数的作用是

Cγ5u(p, λ) =

(
iσ2

iσ2

)(
ω−λ(p)ξλ(p)
ωλ(p)ξλ(p)

)
= −λκ∗p,−λ

(
ω−λ(−p)ξ∗λ(−p)
ωλ(−p)ξ∗λ(−p)

)
, (9.197)

Cγ5v(p, λ) =

(
iσ2

iσ2

)(
λωλ(p)ξ−λ(p)
−λω−λ(p)ξ−λ(p)

)
= λκ∗p,λ

(
λωλ(−p)ξ∗−λ(−p)
−λω−λ(−p)ξ∗−λ(−p)

)
. (9.198)

由 (9.164) 式得 κ∗p,−λ = −κp,λ，从而推出

Cγ5u(p, λ) = λκp,λu
∗(−p, λ), Cγ5v(p, λ) = λκ∗p,λv

∗(−p, λ). (9.199)

可见，
D(T ) ≡ Cγ5 (9.200)

是旋量空间中的时间反演矩阵，它对平面波旋量系数 u(p, λ) 和 v(p, λ) 的作用反转了相应的动
量，并将它们转换成各自的复共轭。

为了得到自洽的时间反演变换结果，我们将正反费米子态 |p+, λ⟩ 和 |p−, λ⟩ 的 T 变换表达
为

T
∣∣p+, λ

〉
= ζTλκ

∗
−p,λ

∣∣−p+, λ
〉
, T

∣∣p−, λ
〉
= ζ̃Tλκ

∗
−p,λ

∣∣−p−, λ
〉
, (9.201)

其中 ζT 和 ζ̃T 是两个相位因子。由此得到 a†p,λ 和 ap,λ 的 T 变换

T−1a†p,λT = ζTλκ
∗
−p,λa

†
−p,λ, T−1ap,λT = ζ∗Tλκ−p,λa−p,λ, (9.202)

和 b†p,λ 和 bp,λ 的 T 变换

T−1b†p,λT = ζ̃Tλκ
∗
−p,λb

†
−p,λ, T−1bp,λT = ζ̃∗Tλκ−p,λb−p,λ. (9.203)
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注意到 T−1iT = −i，Dirac 旋量场平面波展开式 (5.216) 的 T 变换是

T−1ψ(x)T =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

T−1
[
u(p, λ)ap,λe−ip·x + v(p, λ)b†p,λeip·x

]
T

=

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
ζ∗Tλκ−p,λu

∗(p, λ)a−p,λeip·x + ζ̃Tλκ
∗
−p,λv

∗(p, λ)b†−p,λe−ip·x
]

=

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
ζ∗Tλκp,λu

∗(−p, λ)ap,λe−ip·(T x) + ζ̃Tλκ
∗
p,λv

∗(−p, λ)b†p,λeip·(T x)
]

=

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
ζ∗T Cγ5u(p, λ)ap,λe−ip·(T x) + ζ̃T Cγ5v(p, λ)b†p,λeip·(T x)

]
. (9.204)

第三步作了变量替换 p→ −p，第四步用到 (9.199) 式。
为了让 ψ(x) 的运动方程具有时间反演对称性，T−1ψ(x)T 与 ψ(T x) 最多只能相差一个常

数矩阵，因而必须要求
ζ∗T = ζ̃T , (9.205)

使得
T−1b†p,λT = ζ∗Tλκ

∗
−p,λb

†
−p,λ, T−1bp,λT = ζTλκ−p,λb−p,λ, (9.206)

且 ψ(x) 的 T 变换为
T−1ψ(x)T = ζ∗TD(T )ψ(T x). (9.207)

由 D†(T )D(T ) = γ5C†Cγ5 = γ5C−1Cγ5 = 1 可知，时间反演矩阵 D(T ) 是幺正的，满足

D−1(T ) = D†(T ) = γ5C−1. (9.208)

对 (9.207) 式取厄米共轭，得 T−1ψ†(x)T = ζTψ
†(T x)D†(T ) = ζTψ

†(T x)γ5C−1。由 γ0 的厄米性
有 (γ0)∗ = (γ0)T，由 (9.111) 式得 C−1(γ0)T = −γ0C−1，再利用 γ5γ0 = −γ0γ5 推出

T−1ψ̄(x)T = T−1ψ†(x)T (γ0)∗ = ζTψ
†(T x)γ5C−1(γ0)T = ζTψ

†(T x)γ0γ5C−1, (9.209)

即 ψ̄(x) 的 T 变换为
T−1ψ̄(x)T = ζT ψ̄(T x)D−1(T ). (9.210)

据此，一般旋量双线性型 ψ̄(x)Γψ(x) 的 T 变换是

T−1ψ̄(x)Γψ(x)T = T−1ψ̄(x)TT−1ΓTT−1ψ(x)T = ψ̄(T x)D−1(T )Γ∗D(T )ψ(T x), (9.211)

即问题归结为计算 D−1(T )Γ∗D(T )。
根据 γ5 的厄米性、γi 的反厄米性和 (9.111) 式，有

D−1(T )(γ5)∗D(T ) = γ5C−1(γ5)TCγ5 = (γ5)3 = γ5, (9.212)

D−1(T )(γ0)∗D(T ) = γ5C−1(γ0)TCγ5 = −γ5γ0γ5 = γ0, (9.213)
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D−1(T )(γi)∗D(T ) = −γ5C−1(γi)TCγ5 = γ5γiγ5 = −γi. (9.214)

进而得到
D−1(T )1∗D(T ) = +1, D−1(T )(iγ5)∗D(T ) = −iγ5, (9.215)

D−1(T )(γµ)∗D(T ) = −T µνγν , (9.216)

D−1(T )(γµγ5)∗D(T ) = D−1(T )(γµ)∗D(T )D−1(T )(γ5)∗D(T ) = −T µνγνγ5, (9.217)

D−1(T )(σµν)∗D(T ) = − i
2
D−1(T )[(γµ)∗(γν)∗ − (γν)∗(γµ)∗]D(T )

= − i
2
T µρT νσ(γργσ − γσγµ) = −T µρT νσσρσ. (9.218)

于是，各种旋量双线性型的 T 变换为
T−1ψ̄(x)ψ(x)T = +ψ̄(T x)ψ(T x), (9.219)

T−1ψ̄(x)iγ5ψ(x)T = −ψ̄(T x)iγ5ψ(T x), (9.220)

T−1ψ̄(x)γµψ(x)T = −T µνψ̄(T x)γνψ(T x), (9.221)

T−1ψ̄(x)γµγ5ψ(x)T = −T µνψ̄(T x)γνγ5ψ(T x), (9.222)

T−1ψ̄(x)σµνψ(x)T = −T µρT νσψ̄(T x)σρσψ(T x), (9.223)

T−1ψ̄R(x)ψL(x)T = +ψ̄R(T x)ψL(T x), (9.224)

T−1ψ̄L(x)ψR(x)T = +ψ̄L(T x)ψR(T x), (9.225)

T−1ψ̄L(x)γ
µψL(x)T = −T µνψ̄L(T x)γνψL(T x), (9.226)

T−1ψ̄R(x)γ
µψR(x)T = −T µνψ̄R(T x)γνψR(T x). (9.227)

利用 (9.64) 式，动能项算符 iψ̄γµ∂µψ 的 T 变换为
T−1iψ̄(x)γµ∂x,µψ(x)T = T−1iTT−1ψ̄(x)TT−1γµT∂x,µT

−1ψ(x)T

= −iψ̄(T x)D−1(T )(γµ)∗D(T )(T −1)νµ∂T x,νψ(T x)

= iψ̄(T x)T µργρ(T −1)νµ∂T x,νψ(T x) = +iψ̄(T x)γµ∂T x,µψ(T x). (9.228)

因此，自由 Dirac 旋量场的拉氏量 (5.103) 在时间反演变换下不变。由于 T 变换是反线性的，
Dirac 方程 (iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0 的时间反演对称性意味着运动方程 [−i(γµ)∗∂′µ −m]ψ′(x′) = 0

成立，这一点在下面的推导中得到验证：
[−i(γµ)∗∂′µ −m]ψ′(x′) = [−i(γµ)∗(T −1)νµ∂ν −m]T−1ψ(x′)T

= ζ∗TD(T )[−iD−1(T )(γµ)∗D(T )(T −1)νµ∂ν −m]ψ(T x′)

= ζ∗TD(T )[iT µργρ(T −1)νµ∂ν −m]ψ(x)

= ζ∗TD(T )(iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0. (9.229)

对于自由的 Majorana 旋量场 ψ(x)，bp,λ = ap,λ，则 ζT = ζ̃T = ζ∗T ，故

ζT = ±1. (9.230)
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9.3 矢量场的分立变换
9.3.1 有质量矢量场的 C、P 、T 变换
接下来讨论自由有质量复矢量场 Aµ(x) 的 C、P 、T 变换，拉氏量为 (4.290) 式，平面波展

开式 (4.293) 用极化矢量 εµ(p, λ) (λ = ±, 0) 表达。宇称变换联系着 εµ(p, λ) 和 εµ(−p,−λ)，根
据极化矢量的具体形式 (4.105)，有

εµ(−p,+) =
1√

2|p||pT|


0

p1p3 + ip2|p|
p2p3 − ip1|p|
−|pT|2

 = εµ(p,−) = −Pµνεν(p,−), (9.231)

εµ(−p,−) = εµ(p,+) = −Pµνεν(p,+), (9.232)

εµ(−p, 0) =
1

m|p|


|p|2

−p0p1

−p0p2

−p0p3

 =
1

m|p|


1

−1
−1

−1



|p|2

p0p1

p0p2

p0p3

 = Pµνεν(p, 0). (9.233)

因此宇称变换与极化矢量的关系为

(−)λεµ(−p,−λ) = Pµνεν(p, λ). (9.234)

时间反演变换联系着 εµ(p, λ) 和 εµ∗(−p, λ)，由

εµ∗(−p,+) =
1√

2|p||pT|


0

p1p3 − ip2|p|
p2p3 + ip1|p|
−|pT|2

 = T µνεν(p,+), (9.235)

εµ∗(−p,−) =
1√

2|p||pT|


0

p1p3 + ip2|p|
p2p3 − ip1|p|
−|pT|2

 = T µνεν(p,−), (9.236)

εµ∗(−p, 0) =
1

m|p|


|p|2

−p0p1

−p0p2

−p0p3

 =
1

m|p|


1

−1
−1

−1



|p|2

p0p1

p0p2

p0p3

 = −T µνεν(p, 0), (9.237)

推出时间反演变换与极化矢量的关系

(−)1+λεµ∗(−p, λ) = T µνεν(p, λ). (9.238)
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类似于标量场和旋量场的 C、P 、T 变换规律，C−1Aµ(x)C、P−1Aµ(x)P 和 T−1Aµ(x)T

应当分别正比于 Aµ†(x)、PµνAν(Px) 和 T µνAν(T x)，为此，将产生湮灭算符的 C、P 、T 变
换表达成

C−1a†p,λC = ξCb
†
p,λ, C−1ap,λC = ξ∗Cbp,λ, (9.239)

C−1b†p,λC = ξ∗Ca
†
p,λ, C−1bp,λC = ξCap,λ, (9.240)

P−1a†p,λP = ξP (−)λa†−p,−λ, P−1ap,λP = ξ∗P (−)λa−p,−λ, (9.241)

P−1b†p,λP = ξ∗P (−)λb
†
−p,−λ, P−1bp,λP = ξP (−)λb−p,−λ, (9.242)

T−1a†p,λT = ξT (−)1+λa†−p,λ, T−1ap,λT = ξ∗T (−)1+λa−p,λ, (9.243)

T−1b†p,λT = ξ∗T (−)1+λb
†
−p,λ, T−1bp,λT = ξT (−)1+λb−p,λ, (9.244)

其中 ξC、ξP 和 ξT 是相位因子。从而推出

C−1Aµ(x)C =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[εµ(p, λ)C−1ap,λCe−ip·x + εµ∗(p, λ)C−1b†p,λCeip·x]

= ξ∗C

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[εµ(p, λ)bp,λe−ip·x + εµ∗(p, λ)a†p,λeip·x], (9.245)

P−1Aµ(x)P =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[εµ(p, λ)P−1ap,λP e−ip·x + εµ∗(p, λ)P−1b†p,λP eip·x]

= ξ∗P

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[(−)λεµ(p, λ)a−p,−λe−ip·x + (−)λεµ∗(p, λ)b†−p,−λeip·x]

= ξ∗P

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[(−)λεµ(−p,−λ)ap,λe−ip·(Px) + (−)λεµ∗(−p,−λ)b†p,λeip·(Px)]

= ξ∗PPµν
∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[εν(p, λ)ap,λe−ip·(Px) + εν∗(p, λ)b†p,λeip·(Px)], (9.246)

T−1Aµ(x)T =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

T−1[εµ(p, λ)ap,λe−ip·x + εµ∗(p, λ)b†p,λeip·x]T

= ξ∗T

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[(−)1+λεµ∗(p, λ)a−p,λeip·x + (−)1+λεµ(p, λ)b†−p,λe−ip·x]

= ξ∗T

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[(−)1+λεµ∗(−p, λ)ap,λe−ip·(T x) + (−)1+λεµ(−p, λ)b†p,λeip·(T x)]

= ξ∗TT µν
∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[εν(p, λ)ap,λe−ip·(T x) + εν∗(p, λ)b†p,λeip·(T x)], (9.247)

因此，有质量复矢量场 Aµ(x) 的分立变换为

C−1Aµ(x)C = ξ∗CA
µ†(x), C−1Aµ†(x)C = ξCA

µ(x), (9.248)

P−1Aµ(x)P = ξ∗PPµνAν(Px), P−1Aµ†(x)P = ξPPµνAν†(Px), (9.249)
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T−1Aµ(x)T = ξ∗TT µνAν(T x), T−1Aµ†(x)T = ξTT µνAν†(T x). (9.250)

利用 (9.24) 和 (9.64) 式，场强张量 F µν = ∂µAν − ∂νAµ 的 C、P 、T 变换为

C−1F µν(x)C = ξ∗C [∂
µAν†(x)− ∂νAµ†(x)] = ξ∗CF

µν†(x), (9.251)

P−1F µν(x)P = ξ∗PPµρPνσ[∂
ρ
PxA

σ(Px)− ∂σPxAρ(Px)] = ξ∗PPµρPνσF ρσ(Px), (9.252)

T−1F µν(x)T = ξ∗TT µρT νσ[∂
ρ
T xA

σ(T x)− ∂σT xAρ(T x)] = ξ∗TT µρT νσF ρσ(T x). (9.253)

由 (1.112) 式得

εµνρσ(P−1)αρ(P−1)βσ = −PµγPνδPρτPσϕεγδτϕ(P−1)αρ(P−1)βσ = −PµγPνδδατδβϕεγδτϕ

= −PµρPνσερσαβ. (9.254)

同理有
εµνρσ(T −1)αρ(T −1)βσ = −T µρT νσερσαβ. (9.255)

从而，对偶场强张量 F̃ µν = εµνρσFρσ/2 的 C、P 、T 变换是

C−1F̃ µν(x)C =
1

2
εµνρσC−1Fρσ(x)C = ξ∗CF̃

µν†(x), (9.256)

P−1F̃ µν(x)P =
1

2
εµνρσP−1Fρσ(x)P =

1

2
ξ∗P ε

µνρσFαβ(Px)(P−1)αρ(P−1)βσ

= −1

2
ξ∗PPµρPνσερσαβFαβ(Px) = −ξ∗PPµρPνσF̃ ρσ(Px), (9.257)

T−1F̃ µν(x)T =
1

2
εµνρσT−1Fρσ(x)T =

1

2
ξ∗T ε

µνρσFαβ(T x)(T −1)αρ(T −1)βσ

= −1

2
ξ∗TT µρT νσερσαβFαβ(T x) = −ξ∗TT µρT νσF̃ ρσ(T x). (9.258)

可见，F̃ µν 的 P 、T 变换性质与 F µν 不同，相差一个负号。
于是，动能项算符 F †

µνF
µν 的 C、P 、T 变换为

C−1F †
µν(x)F

µν(x)C = |ξC |2Fµν(x)F µν†(x) = +F †
µν(x)F

µν(x), (9.259)

P−1F †
µν(x)F

µν(x)P = |ξP |2F †
αβ(Px)(P

−1)αµ(P−1)βνPµρPνσF ρσ(Px) = +F †
µν(Px)F µν(Px),

(9.260)

T−1F †
µν(x)F

µν(x)T = |ξT |2F †
αβ(T x)(T

−1)αµ(T −1)βνT µρT νσF ρσ(T x) = +F †
µν(T x)F µν(T x).

(9.261)

另一方面，质量项算符 A†
µA

µ 的 C、P 、T 变换是

C−1A†
µ(x)A

µ(x)C = |ξC |2Aµ(x)Aµ†(x) = +A†
µ(x)A

µ(x), (9.262)

P−1A†
µ(x)A

µ(x)P = |ξP |2A†
ρ(Px)(P−1)ρµPµνAν(Px) = +A†

µ(Px)Aµ(Px), (9.263)
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T−1A†
µ(x)A

µ(x)T = |ξT |2A†
ρ(T x)(T −1)ρµT µνAν(Px) = +A†

µ(T x)Aµ(T x). (9.264)

因此，拉氏量 (4.290) 在 C、P 、T 变换下都是不变的。
对于自由的有质量实矢量场，Aµ†(x) = Aµ(x)，(9.248)、(9.249)和 (9.250)式意味着 ξC = ξ∗C、

ξP = ξ∗P 和 ξT = ξ∗T ，故

ξC = ±1, ξP = ±1, ξT = ±1. (9.265)

当 ξP = +1 时，Aµ(x) 是极矢量场，满足 P−1Aµ(x)P = PµνAν(Px)；当 ξP = −1 时，Aµ(x) 是
轴矢量场，满足 P−1Aµ(x)P = −PµνAν(Px)。无论 ξC、ξP 和 ξT 取 ±1 中的哪些值，自由有
质量实矢量场的拉氏量 (4.47) 在 C、P 、T 变换下都是不变的。

9.3.2 电磁场的 C、P 、T 变换
相比于有质量矢量场，无质量矢量场只有两个物理的极化矢量 εµ(p,+) 和 εµ(p,−)，但 C、

P 、T 变换性质是类似的。自由无质量复矢量场 Aµ(x) 的 C、P 、T 变换形式同样由 (9.248)、
(9.249)、(9.250) 式给出，见习题 9.5。对于自由无质量实矢量场，ξC、ξP 和 ξT 的取值只能是
±1。电磁场是一种无质量实矢量场，可以通过 QED 相互作用来确定 ξC、ξP 和 ξT 的取值。

在相互作用绘景中，参与相互作用的量子场与自由场具有形式相同的平面波展开式，因此
前面推导出来的量子场 C、P 、T 变换性质照样成立。于是，理论的 C、P 、T 对称性由拉氏量
中相互作用项的 C、P 、T 变换性质所决定。另一方面，如果哈密顿量分别与 C、P 、T 算符
对易，那么 Heisenberg 绘景中场算符的 C、P 、T 变换形式与相互作用绘景相同，见习题 9.7。
在 QED 理论中，相互作用项的算符形式为 Aµψ̄γ

µψ。根据 ψ̄γµψ 算符的 C 变换 (9.130)、
P 变换 (9.182) 和 T 变换 (9.221)，电磁场 Aµ(x) 的 C、P 、T 变换必须是

C−1Aµ(x)C = −Aµ(x), (9.266)

P−1Aµ(x)P = PµνAν(Px), (9.267)

T−1Aµ(x)T = −T µνAν(T x), (9.268)

才能使 QED 相互作用项分别在 C、P 、T 变换下不变。也就是说，必须取

ξC = −1, ξP = +1, ξT = −1. (9.269)

这样的取法是做得到的，因此我们说 QED 理论同时具有 C、P 、T 对称性，即具有电荷共轭
对称性、空间反射对称性和时间反演对称性。

从而，电磁场是 C 宇称为奇的极矢量场。相应场强张量 F µν 和对偶场强张量 F̃ µν 的 C、
P 、T 变换是

C−1F µν(x)C = −F µν(x), (9.270)

P−1F µν(x)P = PµρPνσF ρσ(Px), (9.271)
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T−1F µν(x)T = −T µρT νσF ρσ(T x), (9.272)

C−1F̃ µν(x)C = −F̃ µν(x), (9.273)

P−1F̃ µν(x)P = −PµρPνσF̃ ρσ(Px), (9.274)

T−1F̃ µν(x)T = T µρT νσF̃ ρσ(T x). (9.275)

F µν 和 F̃ µν 的 C 宇称均为奇。F µν 与 F̃ µν 的 P 、T 变换都相差一个负号。就 P 变换性质而言，
F µν 是狭义的张量，而 F̃ µν 是赝张量。于是，算符 F µνFµν 和 F̃ µνFµν 的 C、P 、T 变换为

C−1F µν(x)Fµν(x)C = +F µν(x)Fµν(x), (9.276)

P−1F µν(x)Fµν(x)P = +F µν(Px)Fµν(Px), (9.277)

T−1F µν(x)Fµν(x)T = +F µν(T x)Fµν(T x), (9.278)

C−1F̃ µν(x)Fµν(x)C = +F̃ µν(x)Fµν(x), (9.279)

P−1F̃ µν(x)Fµν(x)P = −F̃ µν(Px)Fµν(Px), (9.280)

T−1F̃ µν(x)Fµν(x)T = −F̃ µν(T x)Fµν(T x). (9.281)

可见，F µνFµν 的 C 宇称和宇称均为偶，而 F̃ µνFµν 的 C 宇称为偶，宇称为奇。

9.4 CP 变换
C 变换和 P 变换相继作用，就形成 CP 变换。CP 变换既反转动量的方向，又将正反粒

子互换，但保持角动量不变。在弱相互作用中，左手流算符 ψ̄Lγ
µψL 和右手流算符 ψ̄Rγ

µψR 参
与不同的规范相互作用，导致电荷共轭对称性和空间反射对称性都遭到极大的破坏，但 CP 对
称性却近似成立，只受到微小的破坏。另一方面，实验上还没有迹象表明电磁和强相互作用的
CP 对称性受到破坏。

对于复标量场 ϕ(x)，根据 (9.15)、(9.21)、(9.76)和 (9.77)式，产生湮灭算符的 CP 变换是

(CP )−1a†pCP = ηCP
−1b†pP = ηCη

∗
P b

†
−p, (CP )−1apCP = η∗CP

−1bpP = η∗CηP b−p, (9.282)

(CP )−1b†pCP = η∗CP
−1a†pP = η∗CηPa

†
−p, (CP )−1bpCP = ηCP

−1apP = ηCη
∗
Pa−p. (9.283)

由 (9.19) 和 (9.79) 式得到 ϕ(x) 和 ϕ†(x) 的 CP 变换

(CP )−1ϕ(x)CP = η∗CηPϕ
†(Px), (CP )−1ϕ†(x)CP = ηCη

∗
Pϕ(Px). (9.284)

由 (9.26)、(9.27)、(9.81)、(9.82) 式推出算符 ϕ†ϕ 和 iϕ†←→∂µϕ 的 CP 变换

(CP )−1ϕ†(x)ϕ(x)CP = +ϕ†(Px)ϕ(Px), (9.285)

(CP )−1iϕ†(x)
←→
∂µx ϕ(x)CP = −Pµν iϕ†(Px)

←→
∂νPxϕ(Px). (9.286)

可见，ϕ†ϕ 的 CP 宇称为偶。



– 390 – 第 9 章 分立对称性和 Majorana 旋量场

对于 Dirac 旋量场 ψ(x)，依照 (9.91)、(9.167)和 (9.171)式，产生湮灭算符的 CP 变换为

(CP )−1a†p,λCP = −ζCζ∗Pκ∗−p,−λb
†
−p,−λ, (CP )−1ap,λCP = −ζ∗CζPκ−p,−λb−p,−λ, (9.287)

(CP )−1b†p,λCP = ζ∗CζPκ
∗
−p,−λa

†
−p,−λ, (CP )−1bp,λCP = ζCζ

∗
Pκ−p,−λa−p,−λ. (9.288)

8.3 节提到，标准模型中的左旋正中微子和右旋反中微子分别由 a†p,− 和 b†p,+ 算符产生，上式
表明它们可以通过 CP 变换来相互转化。根据 C 变换关系 (9.128)–(9.132)、(9.134)、(9.135)、
(9.138)、(9.139) 和 P 变换关系 (9.180)–(9.188)，各种旋量双线性型的 CP 变换是

(CP )−1ψ̄(x)ψ(x)CP = +ψ̄(Px)ψ(Px), (9.289)

(CP )−1ψ̄(x)iγ5ψ(x)CP = −ψ̄(Px)iγ5ψ(Px), (9.290)

(CP )−1ψ̄(x)γµψ(x)CP = −Pµνψ̄(Px)γνψ(Px), (9.291)

(CP )−1ψ̄(x)γµγ5ψ(x)CP = −Pµνψ̄(Px)γνγ5ψ(Px), (9.292)

(CP )−1ψ̄(x)σµνψ(x)CP = −PµρPνσψ̄(Px)σρσψ(Px), (9.293)

(CP )−1ψ̄R(x)ψL(x)CP = ψ̄L(Px)ψR(Px), (9.294)

(CP )−1ψ̄L(x)ψR(x)CP = ψ̄R(Px)ψL(Px), (9.295)

(CP )−1ψ̄L(x)γ
µψL(x)CP = −Pµνψ̄L(Px)γνψL(Px), (9.296)

(CP )−1ψ̄R(x)γ
µψR(x)CP = −Pµνψ̄R(Px)γνψR(Px). (9.297)

可以看到，ψ̄ψ 的 CP 宇称为偶，ψ̄iγ5ψ 的 CP 宇称为奇。ψ̄RψL 与 ψ̄LψR 在 CP 变换下相互转
化。左手流算符 ψ̄Lγ

µψL 和右手流算符 ψ̄Rγ
µψR 在 CP 变换后分别回到自身。

对于有质量复矢量场 Aµ(x)，由 (9.248) 和 (9.249) 式得到 Aµ(x) 和 Aµ†(x) 的 CP 变换

(CP )−1Aµ(x)CP = ξ∗CξPPµνAν†(Px), (CP )−1Aµ†(x)CP = ξCξ
∗
PPµνAν(Px). (9.298)

由 (9.251)、(9.252)、(9.256)、(9.257) 式推出 F µν 和 F̃ µν 的 CP 变换

(CP )−1F µν(x)CP = ξ∗CξPPµρPνσF ρσ†(Px), (9.299)

(CP )−1F̃ µν(x)CP = −ξ∗CξPPµρPνσF̃ ρσ†(Px). (9.300)

另一方面，自共轭场的 CP 宇称是其 C 宇称与宇称之积。实标量场 ϕ(x) 的 CP 宇称是
ηCηP ，取值为 ±1。Majorana 旋量场 ψ(x) 的 CP 宇称是 ζCζP ，取值为 ±i。有质量实矢量
场 Aµ(x) 的 CP 宇称是 ξCξP ，取值为 ±1。
电磁场 Aµ(x) 的 CP 宇称是 ξCξP = −1，CP 变换为

(CP )−1Aµ(x)CP = −PµνAν(Px), (9.301)

场强张量 F µν 和对偶场强张量 F̃ µν 的 CP 变换是

(CP )−1F µν(x)CP = −PµρPνσF ρσ(Px), (9.302)
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(CP )−1F̃ µν(x)CP = PµρPνσF̃ ρσ(Px). (9.303)

算符 F µνFµν 和 F̃ µνFµν 的 CP 变换为

(CP )−1F µν(x)Fµν(x)CP = +F µν(Px)Fµν(Px), (9.304)

(CP )−1F̃ µν(x)Fµν(x)CP = −F̃ µν(Px)Fµν(Px). (9.305)

可见，F µνFµν 的 CP 宇称为偶，F̃ µνFµν 的 CP 宇称为奇。

9.5 C、P 、T 对称性
前文讨论的所有自由量子场理论都同时具有 C、P 、T 对称性。一个相互作用理论是否具

有 C、P 、T 对称性，则取决于拉氏量中的相互作用项是否在 C、P 、T 变换下不变。由于 C、
P 、T 相位因子的取值具有一定的任意性，我们可以对它们取合适的值，使理论具有尽可能多
的分立对称性。在一些由量子场构成的算符的分立变换中，相位因子被抵消掉了，使得这些算
符具有明确的 C、P 、T 变换性质，这些性质在分析分立对称性的过程中起着重要作用。为便
于应用，表 9.1 总结了由复标量场 ϕ(x)、Dirac 旋量场 ψ(x) 和电磁场 Aµ(x) 构成的一些算符
的 C、P 、T 变换性质，里面用到的 [−]µ 符号定义为

[−]µ =

+1, µ = 0,

−1, µ = 1, 2, 3.
(9.306)

从而，可以将 PµνAν 和 T µνAν 分别改写为 [−]µAµ 和 −[−]µAµ，注意在后两个表达式中没有
采用 Einstein 求和约定。

在拉氏量 (6.6)描述的 Yukawa理论中，实标量场 ϕ(x)与 Dirac旋量场 ψ(x)的相互作用算
符是 ϕψ̄ψ，查看表 9.1 中 ψ̄ψ 算符的变换性质可知，C、P 、T 对称性要求 ϕ(x) 的相位因子为

ηC = ηP = ηT = +1, (9.307)

则 ϕ(x) 是狭义的标量场，C 宇称和宇称均为偶。
在拉氏量 (8.467) 描述的另一种 Yukawa 理论中，实标量场 ϕ(x) 与 Dirac 旋量场 ψ(x) 的

相互作用算符是 ϕψ̄iγ5ψ，由 ψ̄iγ5ψ 算符的变换性质可知，C、P 、T 对称性要求 ϕ(x) 的相位
因子为

ηC = +1, ηP = ηT = −1, (9.308)

则 ϕ(x) 是赝标量场，C 宇称为偶，宇称为奇。
将 C、P 、T 变换相继作用，就得到 CPT 变换，相应的变换算符记作

Θ ≡ CPT. (9.309)
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表 9.1: 一些算符的 C、P 、T 变换性质。

算符 C P T CP CPT

i + + − + −
∂µ + [−]µ −[−]µ [−]µ −

(∂µϕ†)∂µϕ + + + + +

ϕ†ϕ + + + + +

iϕ†←→∂µϕ − [−]µ [−]µ −[−]µ −
iψ̄γµ∂µψ + + + + +

ψ̄ψ + + + + +

ψ̄iγ5ψ + − − − +

ψ̄γµψ − [−]µ [−]µ −[−]µ −
ψ̄γµγ5ψ + −[−]µ [−]µ −[−]µ −
ψ̄σµνψ − [−]µ[−]ν −[−]µ[−]ν −[−]µ[−]ν +

ψ̄RψL + ψ̄LψR + ψ̄LψR ψ̄LψR

ψ̄LψR + ψ̄RψL + ψ̄RψL ψ̄RψL

ψ̄Lγ
µψL −ψ̄Rγ

µψR [−]µψ̄Rγ
µψR [−]µ −[−]µ −

ψ̄Rγ
µψR −ψ̄Lγ

µψL [−]µψ̄Lγ
µψL [−]µ −[−]µ −

Aµ − [−]µ [−]µ −[−]µ −
F µν − [−]µ[−]ν −[−]µ[−]ν −[−]µ[−]ν +

F̃ µν − −[−]µ[−]ν [−]µ[−]ν [−]µ[−]ν +

F µνFµν + + + + +

F µνF̃µν + − − − +

注：这里 ϕ(x)是复标量场，ψ(x)是 Dirac旋量场，Aµ(x)是电磁场，F µν 和 F̃ µν

是电磁场的场强张量和对偶场强张量。

由 Θ†Θ = T †P †C†CPT = I 得
Θ−1 = Θ† = T †P †C† = T−1P−1C−1, (9.310)

而且
Θ−1iΘ = T−1P−1C−1iCPT = T−1iT = −i. (9.311)

可见，Θ 跟 T 一样是反线性反幺正算符。
从表 9.1 可以看到，像 iϕ†←→∂µϕ、ψ̄γµψ、ψ̄γµγ5ψ、Aµ 这样具有 1 个未缩并 Lorentz 指标

的厄米算符，在 CPT 变换下得到一个负号，即 CPT 相位因子为奇；另一方面，像 (∂µϕ†)∂µϕ、
ϕ†ϕ、iψ̄γµ∂µψ、ψ̄ψ、ψ̄iγ5ψ、ψ̄σµνψ、F µν、F µνFµν 这样具有 0 个或 2 个未缩并 Lorentz 指
标的厄米算符，在 CPT 变换下得到一个正号，即 CPT 相位因子为偶。



9.5 C、P 、T 对称性 – 393 –

这种情况是普遍的，我们可以对量子场选取适当的 C、P 、T 相位因子，使得由各种量子
场和时空导数构成的厄米算符在 CPT 变换下的奇偶性与算符中未缩并 Lorentz 指标个数的奇
偶性相同，即具有奇（偶）数个未缩并 Lorentz 指标的厄米算符的 CPT 相位因子为奇（偶）。在
相对论性的局域量子场论里，拉氏量 L(x) 是一个厄米的 Lorentz 标量，必须由不携带未缩并
Lorentz 指标的厄米算符构成，因此 L(x) 的 CPT 相位因子为偶，即 L(x) 在 CPT 变换下不
变。这就是 CPT 定理，它的准确表述如下：

如果一个局域量子场论由一个在固有保时向 Lorentz 变换下不变的厄米
拉氏量 L(x) 描述，而且场的量子化遵循自旋－统计定理，那么 L(x) 在 CPT

变换下不变，满足
Θ−1L(x)Θ = +L(−x). (9.312)

拉氏量的 CPT 不变性意味着作用量、场的运动方程和哈密顿量 H 都在 CPT 变换下不变，有

Θ−1H(t)Θ = +H(−t), (9.313)

因而理论具有 CPT 对称性。
在相互作用绘景中，CPT 对称性意味着相互作用部分的哈密顿量 H1 满足

Θ−1H1(t)Θ = +H1(−t), (9.314)

则时间演化算符 (6.119) 的 CPT 变换为

Θ−1U(t, t0)Θ = Θ−1 T exp
[
−i
∫ t

t0

dtH1(t)

]
Θ = T exp

[
i
∫ t

t0

dtΘ−1H1(t)Θ

]
= T exp

[
i
∫ t

t0

dtH1(−t)
]
= T exp

[
−i
∫ −t

−t0
dtH1(t)

]
= U(−t,−t0), (9.315)

倒数第二步作了变量替换 t→ −t。从而 S 算符 (6.125) 的 CPT 变换是

Θ−1SΘ = Θ−1U(+∞,−∞)Θ = U(−∞,+∞) = U †(+∞,−∞) = S†, (9.316)

第三步用到 (6.100) 式。
CPT 定理的证明可追溯到 1954 年 Gerhart Lüders 和 Wolfgang Pauli 的工作 [45]。由于

CPT 定理成立的条件在量子场论中普遍得到满足，因而 CPT 对称性被认为是一个广泛存在的
对称性。

CPT 对称性保证正粒子与其反粒子的质量和寿命完全相同，电荷等守
恒荷的大小相等，符号相反。

这些结论在电荷共轭对称性遭到破坏时仍然成立，因而并不平庸。
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现在证明 CPT 对称性保证正反粒子的质量相同。一个静止的 A 粒子对应的态矢是哈密顿
量 H（可包含相互作用项）、自旋角动量平方 S2 和自旋角动量第 3 分量 S3 的共同本征态，本
征值为 A 粒子质量 mA、s(s+1) 和 σ。由于 CPT 变换不改变自旋量子数 s，下面的讨论与 s

无关，我们将这个态矢记作 |A, σ⟩，满足 ⟨A, σ|A, σ⟩ = 1 和

H |A, σ⟩ = mA |A, σ⟩ . (9.317)

CPT 对称性意味着 (9.313) 式成立，利用它将 A 粒子质量表达为

mA = ⟨A, σ|H |A, σ⟩ = ⟨A, σ|Θ−1HΘ |A, σ⟩ . (9.318)

作为 C、P 和 T 的联合变换，CPT 变换将正反粒子互换，反转角动量的方向，同时保持
动量不变。从而，CPT 变换将 S3 本征值为 σ 的 A 粒子转化为 S3 本征值为 −σ 的反粒子 Ā，
相应的量子态是

|A, σ⟩Θ ≡ Θ |A, σ⟩ = χA
∣∣Ā,−σ〉 , (9.319)

其中 χA 是相位因子。利用 (9.310) 和 (9.52) 式，将 (9.318) 式化为

mA = ⟨A, σ|Θ†H |A, σ⟩Θ = Θ⟨A, σ|H |A, σ⟩∗Θ = Θ⟨A, σ|H |A, σ⟩Θ . (9.320)

另一方面，∣∣Ā,−σ〉 是静止的 Ā 粒子的哈密顿量本征态，本征值为 Ā 粒子质量 mĀ，故

mĀ =
〈
Ā,−σ

∣∣H ∣∣Ā,−σ〉 = |χA|2Θ⟨A, σ|H |A, σ⟩Θ = Θ⟨A, σ|H |A, σ⟩Θ = mA. (9.321)

这样就证明了反粒子 Ā 的质量与正粒子 A 相同。
接下来在微扰论最低阶论证 CPT 对称性保证正反粒子的寿命相同1。考虑哈密顿量的相互

作用部分包含两个成分，其中主要成分 Hs 描述较强的相互作用，如强相互作用，而微扰成分
Hw 描述引起衰变的较弱相互作用，如电磁或弱相互作用。这样的设定适用于发生电磁衰变或弱
衰变的强子。CPT 对称性意味着

Θ−1Hs(t)Θ = Hs(−t), Θ−1Hw(t)Θ = Hw(−t). (9.322)

考虑在 t = 0 时刻静止的 A 粒子发生衰变过程 A → f，其中 f 代表所有可能的衰变末态。
描述 A 粒子的态矢 |A, σ⟩ 是 Hs 的本征态。在 Hw 的最低阶，根据 Fermi 黄金定则 (Fermi’s
golden rule)，A 粒子的衰变宽度表达为

ΓA = 2π
∑
f

δ(EA − Ef ) |⟨f |U(+∞, 0)Hw(0) |A, σ⟩|2 , (9.323)

其中 EA = mA，Ef 是末态 f 中所有粒子的能量之和。时间演化算符 U(+∞, 0) 只用 Hs 定义，
描述向遥远未来的演化。相应地，反粒子 Ā 的衰变过程是 Ā → f̄，末态 f̄ 中的粒子都是 f 中
的反粒子，态矢 ∣∣Ā, σ〉 也是 Hs 的本征态，CPT 变换式 (9.319) 成立。Ā 粒子的衰变宽度为

ΓĀ = 2π
∑
f̄

δ(EA − Ef̄ )
∣∣〈f̄ ∣∣U(+∞, 0)Hw(0)

∣∣Ā, σ〉∣∣2 . (9.324)

1可参见参考书【 11】第 14 章
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注意 A 和 Ā 的衰变宽度都不依赖于 σ 的取值。
对 |f⟩ 作 CPT 变换，得

|f⟩Θ ≡ Θ |f⟩ = χf
∣∣f̄〉 , (9.325)

其中 χf 是相位因子。由 (9.315) 和 (9.322) 式推出

⟨f |U(+∞, 0)Hw(0) |A, σ⟩ = ⟨f |Θ−1U(−∞, 0)ΘΘ−1Hw(0)Θ |A, σ⟩

= Θ⟨f |U(−∞, 0)Hw(0) |A, σ⟩∗Θ , (9.326)

|⟨f |U(+∞, 0)Hw(0) |A, σ⟩|2 = |Θ⟨f |U(−∞, 0)Hw(0) |A, σ⟩∗Θ|
2

=
∣∣〈f̄ ∣∣U(−∞, 0)Hw(0)

∣∣Ā,−σ〉∣∣2 . (9.327)

再利用 U(−∞, 0) = U(−∞,+∞)U(+∞, 0) = S†U(+∞, 0)，将 (9.323) 式化为

ΓA = 2π
∑
f̄

δ(EA − Ef̄ )
∣∣〈f̄ ∣∣S†U(+∞, 0)Hw(0)

∣∣Ā,−σ〉∣∣2
= 2π

∑
f̄

δ(EA − Ef̄ )
∣∣∣∑
f̄ ′

〈
f̄
∣∣S† ∣∣f̄ ′〉 〈f̄ ′∣∣U(+∞, 0)Hw(0)

∣∣Ā,−σ〉 ∣∣∣2
= 2π

∑
f̄ ,f̄ ′,f̄ ′′

δ(EA − Ef̄ )
〈
f̄
∣∣S† ∣∣f̄ ′〉 〈f̄ ′∣∣U(+∞, 0)Hw(0)

∣∣Ā,−σ〉
×
〈
f̄
∣∣S† ∣∣f̄ ′′〉∗ 〈f̄ ′′∣∣U(+∞, 0)Hw(0)

∣∣Ā,−σ〉∗ (9.328)

第二步插入了一组完备集 ∑
f̄ ′

∣∣f̄ ′〉 〈f̄ ′∣∣ = I. (9.329)

注意到 S 矩阵元只在初末态能量相等时非零，且 SS† = I，对 f̄ 求和的部分化为∑
f̄

δ(EA − Ef̄ )
〈
f̄
∣∣S† ∣∣f̄ ′〉 〈f̄ ∣∣S† ∣∣f̄ ′′〉∗ =∑

f̄

δ(EA − Ef̄ )
(〈
f̄ ′∣∣S ∣∣f̄〉 〈f̄ ∣∣S† ∣∣f̄ ′′〉)∗

= δ(EA − Ef̄ ′)
〈
f̄ ′∣∣SS† ∣∣f̄ ′′〉∗ = δ(EA − Ef̄ ′)δf̄ ′f̄ ′′ , (9.330)

从而推出

ΓA = 2π
∑
f̄ ′,f̄ ′′

δ(EA − Ef̄ ′)δf̄ ′f̄ ′′
〈
f̄ ′∣∣U(+∞, 0)Hw(0)

∣∣Ā,−σ〉 〈f̄ ′′∣∣U(+∞, 0)Hw(0)
∣∣Ā,−σ〉∗

= 2π
∑
f̄ ′

δ(EA − Ef̄ ′)
∣∣〈f̄ ′∣∣U(+∞, 0)Hw(0)

∣∣Ā,−σ〉∣∣2 = ΓĀ. (9.331)

于是，正粒子 A 与反粒子 Ā 的衰变宽度相等，因而寿命相同。
在实验上，可以通过测量正反粒子质量和寿命的差异来验证 CPT 对称性是否遭到破坏。目

前尚未发现任何破坏 CPT 对称性的现象，下面列举一些实验测量结果 [46]。对于正反电子和
正反质子的质量差，实验观测在 90% 置信度上给出下列上限：

me+ −me−

(me+ +me−)/2
< 8× 10−9,

mp −mp̄

mp

< 7× 10−10. (9.332)
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对于正反 µ 子的寿命比，实验测量得到
τµ+

τµ−
= 1.000024± 0.000078. (9.333)

对于正反 π 介子的寿命差，实验测量给出
τπ+ − τπ−

(τπ+ + τπ−)/2
= (5.5± 7.1)× 10−4. (9.334)

9.6 Weyl、Dirac 和 Majorana 旋量
9.6.1 左手和右手 Weyl 旋量

Dirac 旋量场和 Majorana 旋量场都可以分解为左手和右手的 Weyl 旋量场，为了更深刻地
认识旋量场，我们在本节进一步研究 Weyl 旋量。

用 (5.74) 式引入的 σµ 和 σ̄µ 定义 2× 2 矩阵

sµν ≡ i
4
(σµσ̄ν − σν σ̄µ), (9.335)

由 (σµ)† = σµ 和 (σ̄µ)† = σ̄µ 推出

(sµν)† = − i
4
[(σ̄ν)†(σµ)† − (σ̄µ)†(σν)†] = − i

4
(σ̄νσµ − σ̄µσν) = i

4
(σ̄µσν − σ̄νσµ), (9.336)

从而将 Weyl 表象中的旋量表示生成元 (5.76) 化为

Sµν = i
4

(
σµσ̄ν − σν σ̄µ

σ̄µσν − σ̄νσµ

)
=

(
sµν

(sµν)†

)
. (9.337)

也就是说，4× 4矩阵 Sµν 是 2× 2矩阵 sµν 和 (sµν)† 的直和，因而 sµν 和 (sµν)† 是两个 Lorentz
群 2 维表示的生成元。

对于 Lorentz 变换 Λ 的一组变换参数 ωµν，用 sµν 生成固有保时向的有限变换

d(Λ) ≡ exp
(
− i
2
ωµνs

µν

)
, (9.338)

它属于左手 Weyl 旋量所处的 2 维表示。相应的逆变换矩阵为

d−1(Λ) = exp
(

i
2
ωµνs

µν

)
, (9.339)

取厄米共轭，得
d−1†(Λ) = exp

[
− i
2
ωµν(s

µν)†
]
. (9.340)
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{d(Λ)} {d∗(Λ)}

{d−1h(Λ)} {d−1†(Λ)}
Ä¦ù

Ä¦ù

¡

o

¡

o

图 9.1: 四个 Lorentz 群 2 维表示之间的关系。

这其实是用 (sµν)† 生成的固有保时向有限变换，属于右手Weyl旋量所处的 2维表示。于是，旋
量表示的 4× 4 变换矩阵 (5.13) 分解为

D(Λ) = exp
(
− i
2
ωµνSµν

)
=

(
exp(−iωµνsµν/2)

exp[−iωµν(sµν)†/2]

)
=

(
d(Λ)

d−1†(Λ)

)
.

(9.341)
因此，4 维旋量表示 {D(Λ)} 是 2 维表示 {d(Λ)} 和 {d−1†(Λ)} 的直和。

利用 (9.107) 式推出

σ2sµνσ2 =
i
4
(σ2σµσ2σ2σ̄νσ2−σ2σνσ2σ2σ̄µσ2) =

i
4
[(σ̄µ)T(σν)T− (σ̄ν)T(σµ)T] = −(sµν)T, (9.342)

故

σ2d(Λ)σ2 = exp
(
− i
2
ωµνσ

2sµνσ2

)
= exp

[
i
2
ωµν(s

µν)T
]
=

[
exp

(
i
2
ωµνs

µν

)]T

= d−1T(Λ),

(9.343)
其中 d−1T(Λ) = [d−1†(Λ)]∗，而线性表示 {d−1T(Λ)} 是 {d−1†(Λ)} 的复共轭表示。将 Pauli 矩阵
σ2 看作一个幺正变换矩阵，满足

(σ2)−1 = (σ2)† = σ2, (9.344)

则 (9.343) 式意味着 d(Λ) 与 d−1T(Λ) 由一个相似变换联系起来，相似变换矩阵为 σ2。根据 1.4
节定义，线性表示 {d(Λ)} 与 {d−1T(Λ)} 是等价的。由于 (σ2)∗ = −σ2，(9.343) 式的复共轭为

σ2d∗(Λ)σ2 = d−1†(Λ). (9.345)

可见，线性表示 {d(Λ)} 的复共轭表示 {d∗(Λ)} 与线性表示 {d−1†(Λ)} 等价。图 9.1 归纳了这四
个 2 维表示之间的关系。

于是，左手 Weyl 旋量
ηa =

(
η1

η2

)
(9.346)

的固有保时向 Lorentz 变换为

η′a = [d(Λ)]a
bηb, a, b = 1, 2. (9.347)
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ηa 是 {d(Λ)} 表示空间中的列矢量。引入反对称的二维 Levi-Civita 符号 εab，定义为

ε12 = −ε21 = 1, ε11 = ε22 = 0, (9.348)

它与 Pauli 矩阵 σ2 的关系是

εab =

(
1

−1

)
= (iσ2)ab. (9.349)

通过 εab 定义
ηa ≡ εabηb =

(
1

−1

)(
η1

η2

)
=

(
η2

−η1

)
, (9.350)

则
η1 = η2, η2 = −η1. (9.351)

(9.343) 式等价于 σ2d(Λ) = d−1T(Λ)σ2，故 ηa 的 Lorentz 变换为

η′a = εabη′b = εab[d(Λ)]b
cηc = i[σ2d(Λ)]acηc = i[d−1T(Λ)σ2]acηc = [d−1T(Λ)]abε

bcηc, (9.352)

即
η′a = [d−1T(Λ)]abη

b. (9.353)

可见 ηa 是 {d−1T(Λ)}表示空间中的列矢量。由于 {d−1T(Λ)}等价于 {d(Λ)}，ηa 也是左手Weyl
旋量。

两种左手 Weyl 旋量 ηa 与 ηa 是等价的，它们的关系类似于 Lorentz 逆变矢量 Aµ 与协变
矢量 Aµ = gµνA

ν 之间的关系，而 εab 的作用类似于度规 gµν，相当于 2 维旋量空间的度规。εab
用于提升旋量指标。用

ε12 = −ε21 = −1, ε11 = ε22 = 0 (9.354)

定义 εab，则

εab =

(
−1

1

)
= (−iσ2)ab, (9.355)

满足
εabε

bc =

(
−1

1

)(
1

−1

)
=

(
1

1

)
= δa

c, (9.356)

即 εab 是 εab 的逆矩阵。于是 (9.351) 式表明

ηa =

(
η1

η2

)
=

(
−η2

η1

)
=

(
−1

1

)(
η1

η2

)
= εabη

b, (9.357)



9.6 Weyl、Dirac 和 Majorana 旋量 – 399 –

也就是说，εab 用于下降旋量指标。
任意两个左手 Weyl 旋量 ηa 和 ζa 的内积

ηaζa = εabηbζa = εabη
aζb (9.358)

在固有保时向 Lorentz 变换下不变，满足

η′aζ ′a = [d−1T(Λ)]abη
b[d(Λ)]a

cζc = ηb[d−1(Λ)]b
a[d(Λ)]a

cζc = ηbδb
cζc = ηaζa. (9.359)

第二步用了转置性质 [d−1T(Λ)]ab = [d−1(Λ)]b
a。可见 ηaζa 是 Lorentz 标量。由 (9.351) 式得

ηaζa = η1ζ1 + η2ζ2 = η2ζ1 − η1ζ2 = −η2ζ2 − η1ζ1 = −ηaζa, (9.360)

即参与缩并的旋量指标一升一降会多出一个负号。这种性质与 Lorentz 矢量内积 AµBµ = AµB
µ

截然不同，原因在于我们使用的旋量空间度规 εab 是反对称的。
(9.360) 式的特例

ηaηa = −ηaηa (9.361)

表明，如果 ηa 和 ηa 是普通的复数，则 ηaηa = 0。为了使 ηaηa ̸= 0，必须要求左手 Weyl 旋量
ηa 与 ηa 反对易，即它们是 Grassmann 数。任意两个 Grassmann 数都是反对易的。以复数作
为组合系数，则若干个 Grassmann 数的线性组合也是 Grassmann 数。因此，ηa 是 Grassmann
数意味着 ηa = εabηb 也是 Grassmann数。虽然如此，Grassmann数是反对易的 c 数，不是算符。
对 Grassmann 数表达的旋量场进行量子化，才得到旋量场算符，而 Grassmann 数的反对易性
质与旋量场算符的反对易关系相匹配。注意，并不是所有的旋量都是 Grassmann 数，比如，平
面波旋量系数 u(p, λ) 和 v(p, λ) 就是普通的复数。

假设 ηa 和 ζa 都是 Grassmann 数，则 ηaζ
a = −ζaηa，相应地，我们将省略旋量指标的内积

写成
ηζ ≡ ηaζa = −ηaζa = ζaηa = ζη. (9.362)

这样一来，内积 ηζ 和 ζη 是相等的。内积 ηaηa 有以下等价表达式，

ηη = ηaηa = εabη
aηb = −η1η2 + η2η1 = −2η1η2 = 2η2η1 = η2η1 − η1η2 = −εabηaηb = −ηaηa.

(9.363)
将左手 Weyl 旋量 ηa 的复共轭记为

η†ȧ =

(
η†
1̇

η†
2̇

)
. (9.364)

量子化之后，算符 ηa 和 η†ȧ 互为厄米共轭。对 (9.347)式两边取复共轭，得到 η†ȧ 的 Lorentz变换

η′†ȧ = [d∗(Λ)]ȧ
ḃη†
ḃ
. (9.365)
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引进指标上带着点号的二维 Levi-Civita 符号

εȧḃ =

(
1

−1

)
= (iσ2)ȧḃ, εȧḃ =

(
−1

1

)
= (−iσ2)ȧḃ, (9.366)

其分量数值与 εab 和 εab 分别相同。定义

η†ȧ ≡ εȧḃη†
ḃ
=

(
1

−1

)(
η†
1̇

η†
2̇

)
=

(
η†
2̇

−η†
1̇

)
, (9.367)

则
η†1̇ = η†

2̇
, η†2̇ = −η†

1̇
. (9.368)

(9.345) 式等价于 σ2d∗(Λ) = d−1†(Λ)σ2，故 η†ȧ 的 Lorentz 变换为
η′†ȧ = εȧḃη′†

ḃ
= εȧḃ[d∗(Λ)]ḃ

ċη†ċ = i[σ2d∗(Λ)]ȧċη†ċ = i[d−1†(Λ)σ2]ȧċη†ċ = [d−1†(Λ)]ȧḃε
ḃċη†ċ , (9.369)

即
η′†ȧ = [d−1†(Λ)]ȧḃη

†ḃ. (9.370)

可见，η†ȧ 是 {d−1†(Λ)} 表示空间中的列矢量，因而是右手 Weyl 旋量。由于表示 {d∗(Λ)} 等价
于 {d−1†(Λ)}，η†ȧ 也是右手 Weyl 旋量。因此，在这套符号约定中，不带点的旋量指标对应于左
手 Weyl 旋量及其表示，而带点的旋量指标对应于右手 Weyl 旋量及其表示。

任意两个右手 Weyl 旋量 η†ȧ 和 ζ†ȧ 的内积

η†ȧζ
†ȧ = εȧḃη

†ḃζ†ȧ = εȧḃη†ȧζ
†
ḃ

(9.371)

在固有保时向 Lorentz 变换下不变，满足
η′†ȧ ζ

′†ȧ = [d∗(Λ)]ȧ
ḃη†
ḃ
[d−1†(Λ)]ȧċζ

†ċ = η†
ḃ
[d†(Λ)]ḃȧ[d

−1†(Λ)]ȧċζ
†ċ = η†

ḃ
δḃċζ

†ċ = η†ȧζ
†ȧ. (9.372)

第二步用了转置性质 [d∗(Λ)]ȧ
ḃ = [d†(Λ)]ḃȧ。可见 η†ȧζ

†ȧ 是 Lorentz 标量。由 (9.368) 式得
η†ȧζ

†ȧ = η†
1̇
ζ†1̇ + η†

2̇
ζ†2̇ = −η†2̇ζ†1̇ + η†1̇ζ†2̇ = −η†2̇ζ†

2̇
− η†1̇ζ†

1̇
= −η†ȧζ†ȧ, (9.373)

即参与缩并的带点旋量指标一升一降会多出一个负号。假设右手Weyl旋量 η†ȧ和 ζ†ȧ都是 Grass-
mann 数，则 η†ȧζ†ȧ = −ζ

†
ȧη

†ȧ。将省略带点旋量指标的内积写成

η†ζ† ≡ η†ȧζ
†ȧ = −η†ȧζ†ȧ = ζ†ȧη

†ȧ = ζ†η†, (9.374)

则内积 η†ζ† 和 ζ†η† 相等。
可以看到，只要将不带点和带点的旋量指标分别缩并完毕，就得到 Lorentz 标量。另一方

面，缩并一个不带点的指标和一个带点的指标并不能得到 Lorentz 不变量，比如，ηaζ†ȧ 和 η†ȧζa

都不是 Lorentz 标量。对于 Weyl 旋量算符 ηa 和 ζa，有

(ηζ)† = (ηaζa)
† = (ζa)

†(ηa)† = ζ†ȧη
†ȧ = ζ†η†, (9.375)

即 ζ†η† 是 ηζ 的厄米共轭算符，而厄米共轭操作将左手和右手 Weyl 旋量算符相互转换。



9.6 Weyl、Dirac 和 Majorana 旋量 – 401 –

9.6.2 Dirac 和 Majorana 旋量场的分解
依照上一小节关于旋量指标的约定，将 Dirac 旋量场 ψ(x) 分解成左手 Weyl 旋量场 ηa(x)

和右手 Weyl 旋量场 ζ†ȧ(x)，形式为

ψ(x) =

(
ηa(x)

ζ†ȧ(x)

)
. (9.376)

在量子化之前，ηa(x) 和 ζ†ȧ(x) 是 Grassmann 数，因而 ψ(x) 也是 Grassmann 数。这是在 9.2.1
小节中转置两个旋量场必须添加一个额外负号的原因。
根据 (9.341) 式，ψ(x) 的固有保时向 Lorentz 变换 (5.57) 表达成(

η′a(x
′)

ζ ′†ȧ(x′)

)
= ψ′(x′) = D(Λ)ψ(x) =

(
[d(Λ)]a

bηb(x)

[d−1†(Λ)]ȧḃζ
†ḃ(x)

)
. (9.377)

ψ(x) 的 Dirac 共轭是

ψ̄ = ψ†γ0 =
(
η†
ḃ

ζb
)( δḃȧ

δb
a

)
=
(
ζa η†ȧ

)
. (9.378)

保持旋量指标平衡，则 Dirac 方程 (5.113) 化为(
−mδab i(σµ)aḃ∂µ

i(σ̄µ)ȧb∂µ −mδȧḃ

)(
ηb

ζ†ḃ

)
= 0, (9.379)

因而 Dirac 矩阵的指标形式是
γµ =

(
(σµ)aḃ

(σ̄µ)ȧb

)
. (9.380)

注意，γµ 中的 γ0 与 (9.378) 式中用于定义 Dirac 共轭的 γ0 具有不同的指标结构，两者本质不
同，有些书将后者记为 β 以示区别。
于是，γµ 的 Lorentz 变换规则 (5.27) 左边变成

D−1(Λ)γµD(Λ) =

(
[d−1(Λ)]a

c

[d†(Λ)]ȧċ

)(
(σµ)cḋ

(σ̄µ)ċd

)(
[d(Λ)]d

b

[d−1†(Λ)]ḋḃ

)

=

(
[d−1(Λ)]a

c(σµ)cḋ[d
−1†(Λ)]ḋḃ

[d†(Λ)]ȧċ(σ̄
µ)ċd[d(Λ)]d

b

)
, (9.381)

右边化为
Λµνγ

ν =

(
Λµν(σ

ν)aḃ

Λµν(σ̄
ν)ȧb

)
. (9.382)

两相比较，推出

[d−1(Λ)]a
c(σµ)cḋ[d

−1†(Λ)]ḋḃ = Λµν(σ
ν)aḃ, [d†(Λ)]ȧċ(σ̄

µ)ċd[d(Λ)]d
b = Λµν(σ̄

ν)ȧb. (9.383)
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这分别是 σµ 和 σ̄µ 的 Lorentz 变换规则。
对于任意 Weyl 旋量 η 和 ζ，定义

ησµζ† ≡ ηa(σµ)aḃζ
†ḃ, η†σ̄µζ ≡ η†ȧ(σ̄

µ)ȧbζb, (9.384)

则相应的固有保时向 Lorentz 变换为

η′σµζ ′† = [d−1T(Λ)]acη
c(σµ)aḃ[d

−1†(Λ)]ḃḋζ
†ḋ = ηc[d−1(Λ)]c

a(σµ)aḃ[d
−1†(Λ)]ḃḋζ

†ḋ

= ηcΛµν(σ
ν)cḋζ

†ḋ = Λµνησ
νζ†, (9.385)

η′†σ̄µζ ′ = [d∗(Λ)]ȧ
ċη†ċ(σ̄

µ)ȧb[d(Λ)]b
dζd = η†ċ [d

†(Λ)]ċȧ(σ̄
µ)ȧb[d(Λ)]b

dζd

= η†ċΛ
µ
ν(σ̄

ν)ċdζd = Λµνη
†σ̄µζ. (9.386)

这意味着 ησµζ† 和 η†σ̄µζ 都是 Lorentz 矢量。
(9.107) 第一式给出 (iσ2)σµ(iσ2) = −(σ̄µ)T，相应的指标形式为

εac(σµ)cḋε
ḋḃ = −[(σ̄µ)T]aḃ = −(σ̄µ)ḃa. (9.387)

对于 Weyl 旋量场算符 ηa(x) 和 ζ†ȧ(x)，有

[ηa(σµ)aḃζ
†ḃ]† = ζb(σµ)∗ȧbη

†ȧ = ζb(σµ)bȧη
†ȧ = −η†ȧ(σµ)bȧζb = −εȧċη†ċ(σµ)bȧεbdζd

= η†ċε
db(σµ)bȧε

ȧċζd = −η†ċ(σ̄µ)ċdζd = −[ζ
†
ḋ
(σ̄µ)ḋcηc]

†, (9.388)

第二步用到 σµ 的厄米性，第三步用到 Grassmann 数的性质。于是

(ησµζ†)† = ζσµη† = −η†σ̄µζ = −(ζ†σ̄µη)†. (9.389)

类似地，ησµσ̄νζ ≡ ηa(σµ)aḃ(σ̄
ν)ḃcζc 和 η†σ̄µσνζ† ≡ η†ȧ(σ̄

µ)ȧb(σν)bċζ
†ċ 都是二阶 Lorentz 张量

（习题 9.8）。(9.107) 第二式给出 (−iσ2)σ̄µ(−iσ2) = −(σµ)T，相应的指标形式为

εȧċ(σ̄
µ)ċdεdb = −[(σµ)T]ȧb = −(σµ)bȧ. (9.390)

利用 (9.356) 式推出

εȧċ(σ̄
ν)ċd(σµ)dėε

ėḃ = εȧċ(σ̄
ν)ċdδd

f (σµ)fėε
ėḃ = εȧċ(σ̄

ν)ċdεdgε
gf (σµ)fėε

ėḃ

= (−σν)gȧ(−σ̄µ)ḃg = (σ̄µ)ḃg(σν)gȧ, (9.391)

故

[ηa(σµ)aḃ(σ̄
ν)ḃcζc]

† = ζ†ċ (σ̄
ν)∗bċ(σµ)∗ȧbη

†ȧ = ζ†ċ (σ̄
ν)ċb(σµ)bȧη

†ȧ = −η†ȧ(σ̄ν)ċb(σµ)bȧζ†ċ
= −εȧḋη†

ḋ
(σ̄ν)ċb(σµ)bȧεċėζ

†ė = η†
ḋ
εėċ(σ̄

ν)ċb(σµ)bȧε
ȧḋζ†ė = η†

ḋ
(σ̄µ)ḋg(σν)gėζ

†ė

= [ζe(σν)eġ(σ̄
µ)ġdηd]

†, (9.392)
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即
(ησµσ̄νζ)† = ζ†σ̄νσµη† = η†σ̄µσνζ† = (ζσν σ̄µη)†. (9.393)

将各种 Dirac 旋量双线性型分解成 Weyl 旋量的组合，得到

ψ̄ψ =
(
ζa η†ȧ

)( ηa
ζ†ȧ

)
= ζaηa + η†ȧζ

†ȧ = ζη + η†ζ†, (9.394)

ψ̄γ5ψ =
(
ζa η†ȧ

)(−δab
δȧḃ

)(
ηb

ζ†ḃ

)
= −ζaηa + η†ȧζ

†ȧ = −ζη + η†ζ†, (9.395)

ψ̄γµψ =
(
ζa η†ȧ

)( (σµ)aḃ

(σ̄µ)ȧb

)(
ηb

ζ†ḃ

)
= ζa(σµ)aḃζ

†ḃ + η†ȧ(σ̄
µ)ȧbηb

= ζσµζ† + η†σ̄µη, (9.396)

ψ̄γµγ5ψ =
(
ζa η†ȧ

)( (σµ)aḃ

(σ̄µ)ȧb

)(
−δbc

δḃċ

)(
ηc

ζ†ċ

)

=
(
ζa η†ȧ

)( (σµ)aḃ

(σ̄µ)ȧb

)(
−ηb
ζ†ḃ

)
= ζa(σµ)aḃζ

†ḃ − η†ȧ(σ̄µ)ȧbηb

= ζσµζ† − η†σ̄µη, (9.397)

ψ̄σµνψ =
i
2

(
ζa η†ȧ

)((σµσ̄ν − σν σ̄µ)ab
(σ̄µσν − σ̄νσµ)ȧḃ

)(
ηb

ζ†ḃ

)

=
i
2
ζa(σµσ̄ν − σν σ̄µ)abηb +

i
2
η†ȧ(σ̄

µσν − σ̄νσµ)ȧḃζ
†ḃ

=
i
2
ζ(σµσ̄ν − σν σ̄µ)η + i

2
η†(σ̄µσν − σ̄νσµ)ζ†. (9.398)

这些双线性型分别被分解成两项，每一项都是由 Weyl 旋量表达的 Lorentz 张量。进一步推出

ψ̄RψL =
1

2
ψ̄(1− γ5)ψ = ζη, ψ̄LψR =

1

2
ψ̄(1 + γ5)ψ = η†ζ†, (9.399)

ψ̄Lγ
µψL =

1

2
ψ̄(γµ − γµγ5)ψ = η†σ̄µη, ψ̄Rγ

µψR =
1

2
ψ̄(γµ + γµγ5)ψ = ζσµζ†. (9.400)

另一方面，自由 Dirac 旋量场的拉氏量 (5.103) 分解为

L = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ =
(
ζa η†ȧ

)( −mδab i(σµ)aḃ∂µ
i(σ̄µ)ȧb∂µ −mδȧḃ

)(
ηb

ζ†ḃ

)
= −mζaηa + iζa(σµ)aḃ∂µζ†ḃ + iη†ȧ(σ̄µ)ȧb∂µηb −mη

†
ȧζ

†ȧ

= iη†σ̄µ∂µη + iζσµ∂µζ† −m(ζη + η†ζ†). (9.401)

这里的质量项涉及两个不同的 Weyl 旋量场 ηa(x) 和 ζa(x)，称为 Dirac 质量项。如果质量
m = 0，则

LL = iη†σ̄µ∂µη 和 LR = iζσµ∂µζ† (9.402)
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分别是自由的左手 Weyl 旋量场 ηa(x) 和右手 Weyl 旋量场 ζ†ȧ(x) 的 Lorentz 不变拉氏量，相
应的运动方程是两个 Weyl 方程 (5.115)，即

iσ̄µ∂µη = 0, iσµ∂µζ† = 0. (9.403)

接下来讨论 Weyl 旋量场的分立变换。首先，电荷共轭矩阵 (9.97) 的指标形式为

C =

(
−iσ2

iσ2

)
=

(
εab

εȧḃ

)
. (9.404)

将 ψ(x) 的电荷共轭场 (9.101) 分解成 Weyl 旋量场，得到

ψC(x) = Cψ̄T(x) = C
(
ζb(x) η†

ḃ
(x)
)T

=

(
εab

εȧḃ

)(
ζb(x)

η†
ḃ
(x)

)
=

(
ζa(x)

η†ȧ(x)

)
. (9.405)

从而，Dirac 旋量场 ψ(x) 的 C 变换 (9.100) 化为(
C−1ηa(x)C

C−1ζ†ȧ(x)C

)
= C−1ψ(x)C = ζ∗Cψ

C(x) =

(
ζ∗Cζa(x)

ζ∗Cη
†ȧ(x)

)
, (9.406)

即左右手 Weyl 旋量场的 C 变换是

C−1ηa(x)C = ζ∗Cζa(x), C−1ζ†ȧ(x)C = ζ∗Cη
†ȧ(x). (9.407)

可见，电荷共轭变换将 η 和 ζ 相互转换。对上面两式取厄米共轭，得到 C−1η†
ḃ
(x)C = ζCζ

†
ḃ
(x)

和 C−1ζb(x)C = ζCη
b(x)，分别与 εȧḃ 和 εab 缩并，推出

C−1η†ȧ(x)C = ζCζ
†ȧ(x), C−1ζa(x)C = ζCηa(x). (9.408)

其次，Dirac 旋量场 ψ(x) 的 P 变换 (9.172) 表达为(
P−1ηa(x)P

P−1ζ†ȧ(x)P

)
= P−1ψ(x)P = ζ∗Pγ

0ψ(Px) = ζ∗P

(
δȧḃ

δa
b

)(
ηb(Px)
ζ†ḃ(Px)

)
=

(
ζ∗P ζ

†ȧ(Px)
ζ∗Pηa(Px)

)
,

(9.409)
注意此处 γ0 的指标结构与 (9.378) 式中一样。于是得到左右手 Weyl 旋量场的 P 变换

P−1ηa(x)P = ζ∗P ζ
†ȧ(Px), P−1ζ†ȧ(x)P = ζ∗Pηa(Px), (9.410)

也就是说，宇称变换将左手和右手Weyl旋量场相互转换。取厄米共轭得 P−1η†
ḃ
(x)P = ζP ζ

b(Px)
和 P−1ζb(x)P = ζPη

†
ḃ
(Px)，两边与 iσ2 = εȧḃ = −εab 缩并，推出

P−1η†ȧ(x)P = −ζP ζa(Px), P−1ζa(x)P = −ζPη†ȧ(Px). (9.411)

最后，时间反演矩阵 (9.196) 的指标形式是

D(T ) = Cγ5 =

(
iσ2

iσ2

)
=

(
εab

−εȧḃ

)
, (9.412)
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而 Dirac 旋量场 ψ(x) 的 T 变换 (9.207) 化为(
T−1ηa(x)T

T−1ζ†ȧ(x)T

)
= T−1ψ(x)T = ζ∗T Cγ5ψ(T x) = ζ∗T

(
εab

−εȧḃ

)(
ηb(T x)
ζ†ḃ(T x)

)
=

(
ζ∗Tη

a(T x)
−ζ∗T ζ

†
ȧ(T x)

)
,

(9.413)
则左右手 Weyl 旋量场的 T 变换是

T−1ηa(x)T = ζ∗Tη
a(T x), T−1ζ†ȧ(x)T = −ζ∗T ζ

†
ȧ(T x). (9.414)

取厄米共轭，有 T−1η†
ḃ
(x)T = ζTη

†ḃ(T x) 和 T−1ζb(x)T = −ζT ζb(T x)，与 iσ2 = εȧḃ = −εȧḃ =
−εab = εab 缩并，得

T−1η†ȧ(x)T = −ζTη†ȧ(T x), T−1ζa(x)T = ζT ζ
a(T x). (9.415)

下面讨论 Majorana 旋量场。根据 (9.405) 式，Majorana 条件 (9.140) 意味着(
ηa

ζ†ȧ

)
= ψ = Cψ̄T =

(
ζa

η†ȧ

)
, (9.416)

即 η = ζ，这表明 Majorana 旋量场中的左手和右手 Weyl 旋量场是相关的。因此，可以将
Majorana 旋量场 ψ(x) 分解成

ψ(x) =

(
ηa(x)

η†ȧ(x)

)
, (9.417)

而自由 Majorana 旋量场的拉氏量 (9.150) 分解为

L =
1

2
ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ =

1

2

(
ηa η†ȧ

)( −mδab i(σµ)aḃ∂µ
i(σ̄µ)ȧb∂µ −mδȧḃ

)(
ηb

η†ḃ

)

=
1

2
[iη†σ̄µ∂µη + iησµ∂µη† −m(ηη + η†η†)]. (9.418)

(9.389) 式意味着 (∂µη)σ
µη† = −η†σ̄µ∂µη，可将上式方括号中第二项化为

iησµ∂µη† = i∂µ(ησµη†)− i(∂µη)σµη† = i∂µ(ησµη†) + iη†σ̄µ∂µη. (9.419)

扔掉全散度项 i∂µ(ησµη†)，拉氏量变成

L = iη†σ̄µ∂µη −
1

2
m(ηη + η†η†). (9.420)

这里的质量项只涉及一个的 Weyl 旋量场 ηa(x)，称为 Majorana 质量项。
(9.389)和 (9.393)式表明，ησµη† = −η†σ̄µη，ησµσ̄νη = ησν σ̄µη，η†σ̄µσνη† = η†σ̄νσµη†。对

于 Majorana 旋量场，(9.396) 和 (9.398) 式化为

ψ̄γµψ = ησµη† + η†σ̄µη = −η†σ̄µη + η†σ̄µη = 0, (9.421)

ψ̄σµνψ =
i
2
(ησµσ̄νη − ησν σ̄µη) + i

2
(η†σ̄µσνη† − η†σ̄νσµη†) = 0, (9.422)

这样就验证了 (9.149) 式。
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9.7 Majorana 旋量场相关 Feynman 规则
7.1.1小节提到，由于 Dirac旋量场可以携带某种 U(1)荷，相应费米子线上的箭头代表 U(1)

荷流动的方向，或者说费米子数流动的方向。另一方面，Majorana 旋量场不能携带任何 U(1)

荷，不存在费米子数流动的方向，相应的费米子线则不应该具备箭头。如果相互作用过程涉及
到 Majorana旋量场与 Dirac旋量场的耦合，带箭头与不带箭头的费米子线将在顶点处交汇，导
致费米子数破坏 (fermion-number violation)，我们需要研究适用于这种情况的 Feynman 规则。
本节讨论一个简单例子，更一般的情况可参考文献 [47]。

9.7.1 拉氏量和 CP 对称性
考虑由复标量场 ϕ(x)、Dirac 旋量场 ψ(x) 和 Majorana 旋量场 χ(x) 构成的拉氏量

L = (∂µϕ†)∂µϕ−m2
ϕϕ

†ϕ+ ψ̄(iγµ∂µ −mψ)ψ +
1

2
χ̄(iγµ∂µ −mχ)χ+ Lint, (9.423)

其中相互作用拉氏量为
Lint = κϕ†χ̄PRψ + κ∗ϕψ̄PLχ, (9.424)

κ 是一个复耦合常数。Lint 中两项互为厄米共轭，

(κϕ†χ̄PRψ)
† = κ∗ψ†PRγ

0χϕ = κ∗ϕψ†γ0PLχ = κ∗ϕψ̄PLχ, (9.425)

第二步用到等时对易性 [ϕ(x), χ(x)] = 0 和 [ϕ(x), ψ†(x)] = 0。因此，Lint 是厄米的。这样的相互
作用涉及一个标量场和两个旋量场，属于 Yukawa 相互作用。作 U(1) 整体变换

ϕ′(x) = eiqθϕ(x), ψ′(x) = eiqθψ(x), (9.426)

则拉氏量 L 不变。可见，这个理论具有一个 U(1) 整体对称性，而复标量场 ϕ(x) 和 Dirac 旋量
场 ψ(x) 的 U(1) 荷相同，均为 q。将耦合常数分解为实部和虚部，κ = κR + iκI，则相互作用拉
氏量化为

Lint = κR(ϕ
†χ̄PRψ + ϕψ̄PLχ) + κI(iϕ†χ̄PRψ − iϕψ̄PLχ). (9.427)

设三个量子场的 C、P 变换为

C−1ϕ(x)C = η∗Cϕ
†(x), C−1ψ(x)C = ζ∗C Cψ̄T(x), C−1χ(x)C = ζ̃∗Cχ(x), (9.428)

P−1ϕ(x)P = η∗Pϕ(Px), P−1ψ(x)P = ζ∗Pγ
0ψ(Px), P−1χ(x)P = ζ̃∗Pγ

0χ(Px), (9.429)

则算符 ϕ†χ̄PRψ 的 C、P 变换是

C−1ϕ†(x)χ̄(x)PRψ(x)C = ηCζ
∗
C ζ̃Cϕ(x)χ

T(x)CPRCψ̄T(x) = −ηCζ∗C ζ̃Cϕ(x)ψ̄(x)CTPT
R CTχ(x)

= ηCζ
∗
C ζ̃Cϕ(x)ψ̄(x)C−1PT

R Cχ(x) = ηCζ
∗
C ζ̃Cϕ(x)ψ̄(x)PRχ(x), (9.430)

P−1ϕ†(x)χ̄(x)PRψ(x)P = ηP ζ
∗
P ζ̃Pϕ

†(Px)χ̄(Px)γ0PRγ
0ψ(Px)
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= ηP ζ
∗
P ζ̃Pϕ

†(Px)χ̄(Px)PLψ(Px). (9.431)

同理推出算符 ϕψ̄PLχ 的 C、P 变换

C−1ϕ(x)ψ̄(x)PLχ(x)C = η∗CζC ζ̃
∗
Cϕ

†(x)χ̄(x)PLψ(x), (9.432)

P−1ϕ(x)ψ̄(x)PLχ(x)P = η∗P ζP ζ̃
∗
Pϕ(Px)ψ̄(Px)PRχ(Px). (9.433)

可以看到，无论在 C 变换下还是在 P 变换下，相互作用拉氏量 Lint 都不能保持不变，因此理
论不具有电荷共轭对称性和空间反射对称性。换言之，这个理论既是 C 破坏 (C-violation) 的，
又是 P 破坏 (P -violation) 的。
进一步，算符 ϕ†χ̄PRψ 和 ϕψ̄PLχ 的 CP 变换为

(CP )−1ϕ†(x)χ̄(x)PRψ(x)CP = ηCP ϕ(Px)ψ̄(Px)PLχ(Px), (9.434)

(CP )−1ϕ(x)ψ̄(x)PLχ(x)CP = η∗CP ϕ
†(Px)χ̄(Px)PRψ(Px), (9.435)

其中 ηCP ≡ ηCη
∗
P ζ

∗
CζP ζ̃C ζ̃

∗
P 。9.1.1 小节末提到，复场的分立变换相位因子的取值是任意的。如

果我们适当选取 ϕ(x) 和 ψ(x) 相位因子的值，使得 ηCP = η∗CP = +1，则算符 ϕ†χ̄PRψ+ ϕψ̄PLχ

在 CP 变换下不变，而相互作用拉氏量 (9.427) 中 κR 对应的项具有 CP 对称性，但同时 κI 对
应的项会引起 CP 破坏 (CP -violation)。如果相位因子的取值使得 ηCP = η∗CP = −1，则算符
iϕ†χ̄PRψ − iϕψ̄PLχ 在 CP 变换下不变，则 κI 对应的项具有 CP 对称性，而 κR 对应的项引起
CP 破坏。因此，当 κR ̸= 0 且 κI ̸= 0 时，相互作用拉氏量 Lint 看起来会破坏 CP 对称性。
不过，Dirac旋量场 ψ(x)是复的量子场，即 Hilbert空间中的非自共轭算符，它的相位具有任

意性（这是因为 ψ(x) |Ψ⟩ 与 e−iφψ(x) |Ψ⟩ 描述相同的量子态），可用于吸收耦合常数 κ ≡ |κ|e−iφ

的相位 φ。如果将 Dirac 旋量场重新定义为 ψ′(x) = e−iφψ(x)，则 ψ̄′(x) = eiφψ̄(x)，于是

Lint = |κ|e−iφ ϕ†χ̄PRψ + |κ|eiφϕψ̄PLχ = |κ|(ϕ†χ̄PRψ
′ + ϕψ̄′PLχ) (9.436)

描述同一个理论。但此时耦合常数 |κ| 是实数，不会引起 CP 破坏。因此，这个理论实际上是具
有 CP 对称性的。一般来说，

当一个理论中所有复耦合常数的相位不能完全被复场吸收时，才会出现 CP 破坏。

另一方面，像实标量场、实矢量场和 Majorana 旋量场这样的实场必须满足自共轭条件，这导致
它不具有相位任意性。

在接下来的讨论中，不失一般性，将耦合常数 κ 取为实数，相互作用拉氏量表达为

Lint = κ(ϕ†χ̄Γ1ψ + ϕψ̄Γ2χ), (9.437)

这里引入了
Γ1 = PR, Γ2 = PL. (9.438)

下面许多结论具有一般性，与 Γ1 和 Γ2 的具体形式无关。
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9.7.2 Feynman 规则
现在讨论这个理论的 Feynman 规则。将 Dirac 旋量场 ψ(x)、复标量场 ϕ(x) 和 Majorana

旋量场 χ(x) 的平面波展开式表达为

ψ(x) =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[u(p, λ)ap,λe−ip·x + v(p, λ)b†p,λeip·x], (9.439)

ϕ(x) =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

(cpe−ip·x + d†peip·x), (9.440)

χ(x) =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[u(p, λ)fp,λe−ip·x + v(p, λ)f †
p,λeip·x]. (9.441)

相应地，引入以下单粒子态，

Dirac 正费米子 ψ 的单粒子态 ∣∣p+, λ
〉
=
√

2Ep a
†
p,λ |0⟩ , (9.442)

Dirac 反费米子 ψ̄ 的单粒子态 ∣∣p−, λ
〉
=
√

2Ep b
†
p,λ |0⟩ , (9.443)

正标量玻色子 ϕ 的单粒子态 ∣∣p+
〉
=
√

2Ep c
†
p |0⟩ , (9.444)

反标量玻色子 ϕ̄ 的单粒子态 ∣∣p−〉 =√2Ep d
†
p |0⟩ , (9.445)

Majorana 费米子 χ 的单粒子态 |p, λ⟩ =√2Ep f
†
p,λ |0⟩ . (9.446)

注意，Majorana费米子 χ是纯中性的，动量记号的右上角没有正负号，以此与 Dirac费米子相区
分。Dirac旋量场与初末态的缩并见 (7.23)、(7.24)、(7.29)和 (7.30)式，复标量场的见 (7.136)–
(7.139) 式。Majorana 旋量场与初末态的缩并定义为

⟨0|χ(x) |p, λ⟩ ≡ ⟨0|χ(+)(x) |p, λ⟩ = u(p, λ)e−ip·x, (9.447)

⟨0| χ̄(x) |p, λ⟩ ≡ ⟨0| χ̄(+)(x) |p, λ⟩ = v̄(p, λ)e−ip·x, (9.448)

⟨p, λ| χ̄(x) |0⟩ ≡ ⟨p, λ| χ̄(−)(x) |0⟩ = ū(p, λ)eip·x, (9.449)

⟨p, λ|χ(x) |0⟩ ≡ ⟨p, λ|χ(−)(x) |0⟩ = v(p, λ)eip·x. (9.450)

由于相互作用哈密顿量密度 H1 = −Lint，从 (7.4) 式得到 iT 算符展开式中 n = 1 的项

iT (1) = −i
∫

d4xT[H1(x)] = i
∫

d4xT[Lint(x)]

= iκ
∫

d4xT[ϕ†(x)χ̄(x)Γ1ψ(x) + ϕ(x)ψ̄(x)Γ2χ(x)]. (9.451)

根据 Wick 定理 (6.166)，iT (1) 只包含下面两项，

iT (1)
1 = iκ

∫
d4xN[ϕ†(x)χ̄(x)Γ1ψ(x)], iT (1)

2 = iκ
∫

d4xN[ϕ(x)ψ̄(x)Γ2χ(x)]. (9.452)

考虑 ψ → χϕ 衰变过程，初态为 |p+, λ⟩，末态为 |q, λ′; k+⟩，iT (1)
1 贡献的 T 矩阵元是〈

q, λ′; k+
∣∣ iT (1)

1

∣∣p+, λ
〉
= iκ

∫
d4x

〈
q, λ′; k+

∣∣N[ϕ†(x)χ̄(x)Γ1ψ(x)]
∣∣p+, λ

〉
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= iκ
∫

d4x
〈
q, λ′; k+

∣∣N[ϕ†(x)χ̄(x)Γ1ψ(x)]
∣∣p+, λ

〉
= iκ

∫
d4x ū(q, λ′)Γ1u(p, λ)e−i(p−q−k)·x

= iκ ū(q, λ′)Γ1u(p, λ) (2π)4δ(4)(p− q − k). (9.453)

这是计算 T 矩阵元的第一种方法，与 7.1 节介绍的方法一样。
利用电荷共轭变换，可以引进第二种计算方法。将相互作用算符 χ̄Γ1ψ 化为

χ̄Γ1ψ = (χ̄Γ1ψ)
T = −ψTΓT

1 χ̄
T = −ψTC−1CΓT

1 C−1Cχ̄T = ψTCCΓT
1 C−1Cχ̄T = ψ̄CΓC

1 χ
C, (9.454)

最后一步用到 (9.101)、(9.118) 和 (9.124) 式。同理推出 ψ̄Γ2χ = χ̄CΓC
2 ψ

C。再由 Majorana 条件
χ = χC 得

χ̄Γ1ψ = ψ̄CΓC
1 χ, ψ̄Γ2χ = χ̄ΓC

2 ψ
C. (9.455)

从而将 (9.452) 式改写为

iT (1)
1 = iκ

∫
d4xN[ϕ†(x)ψ̄C(x)ΓC

1 χ(x)], iT (1)
2 = iκ

∫
d4xN[ϕ(x)χ̄(x)ΓC

2 ψ
C(x)]. (9.456)

注意，此时旋量场算符排列的次序与原来相反。现在，iT (1)
1 贡献的 ψ → χϕ 过程 T 矩阵元也可

以表达成〈
q, λ′; k+

∣∣ iT (1)
1

∣∣p+, λ
〉
= iκ

∫
d4x

〈
q, λ′; k+

∣∣N[ϕ†(x)ψ̄C
a (x)(Γ

C
1 )abχb(x)]

∣∣p+, λ
〉

= −iκ
∫

d4x
〈
q, λ′; k+

∣∣ϕ†(−)(x)χ
(−)
b (x)(ΓC

1 )abψ̄
C(+)
a (x)

∣∣p+, λ
〉
. (9.457)

根据 (9.98)–(9.100) 式，电荷共轭场 ψC(x) 的平面波展开式是

ψC(x) = Cψ̄T =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
Cv̄T(p, λ)bp,λe−ip·x + CūT(p, λ)a†p,λeip·x

]
=

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[u(p, λ)bp,λe−ip·x + v(p, λ)a†p,λeip·x], (9.458)

跟 (9.439) 式的差异只在于 a 与 b 互换。相应 Dirac 共轭的展开式为

ψ̄C(x) =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[ū(p, λ)b†p,λeip·x + v̄(p, λ)ap,λe−ip·x]. (9.459)

据此，将电荷共轭场 ψC(x) 和 ψ̄C(x) 与初末态的缩并定义成

⟨0|ψC(x)
∣∣p−, λ

〉
≡ ⟨0|ψC(+)(x)

∣∣p−, λ
〉
= u(p, λ)e−ip·x, (9.460)

⟨0| ψ̄C
(x)
∣∣p+, λ

〉
≡ ⟨0| ψ̄C(+)(x)

∣∣p+, λ
〉
= v̄(p, λ)e−ip·x, (9.461)〈

p−, λ
∣∣ ψ̄C(x) |0⟩ ≡

〈
p−, λ

∣∣ ψ̄C(−)(x) |0⟩ = ū(p, λ)eip·x, (9.462)
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〈
p+, λ

∣∣ψC(x) |0⟩ ≡
〈
p+, λ

∣∣ψC(−)(x) |0⟩ = v(p, λ)eip·x. (9.463)

T 矩阵元 (9.457) 变成〈
q, λ′; k+

∣∣ iT (1)
1 |p+, λ⟩ = −iκ

∫
d4x

〈
q, λ′; k+

∣∣N[ϕ†(x)χb(x)(Γ
C
1 )abψ̄

C
a (x)]

∣∣p+, λ
〉

= −iκ
∫

d4x vb(q, λ′)(ΓC
1 )abv̄a(p, λ)e−i(p−q−k)·x

= −iκ
∫

d4x v̄(p, λ)ΓC
1 v(q, λ′)e−i(p−q−k)·x

= −iκ v̄(p, λ)ΓC
1 v(q, λ′) (2π)4δ(4)(p− q − k)

= iκ
∫

d4x
〈
q, λ′; k+

∣∣N[ϕ†(x)ψ̄
C
(x)ΓC

1 χ(x)]
∣∣p+, λ

〉
. (9.464)

最后一步将第一步里面的场算符移回相互作用拉氏量中的次序。倒数第二行是第二种方法的计
算结果。根据 (9.98)、(9.121) 和 (9.124) 式，有

−v̄(p, λ)ΓC
1 v(q, λ′) = −uT(p, λ) CΓC

1 CūT(q, λ′) = uT(p, λ) CC−1ΓT
1 CC−1ūT(q, λ′)

= [uT(p, λ) ΓT
1 ū

T(q, λ′)]T = ū(q, λ′)Γ1u(p, λ). (9.465)

由此可见，第二种方法的结果与第一种方法的结果 (9.453) 相等。
另一方面，考虑 ψ̄ → χϕ̄ 衰变过程，初态为 |p−, λ⟩，末态为 |q, λ′; k−⟩。根据 (9.452) 式按

第一种方法计算，iT (1)
2 贡献的 T 矩阵元是〈

q, λ′; k−∣∣ iT (1)
2

∣∣p−, λ
〉
= iκ

∫
d4x

〈
q, λ′; k−∣∣N[ϕ(x)ψ̄(x)Γ2χ(x)]

∣∣p−, λ
〉

= iκ
∫

d4x
〈
q, λ′; k−∣∣N[ϕ(x)ψ̄a(x)(Γ2)abχb(x)]

∣∣p−, λ
〉

= −iκ
∫

d4x
〈
q, λ′; k−∣∣N[ϕ(x)χb(x)(Γ2)abψ̄a(x)]

∣∣p−, λ
〉

= −iκ
∫

d4x vb(q, λ′)(Γ2)abv̄a(p, λ)e−i(p−q−k)·x

= −iκ v̄(p, λ)Γ2v(q, λ′) (2π)4δ(4)(p− q − k). (9.466)

根据 (9.456) 式按第二种方法计算，iT (1)
2 贡献的 T 矩阵元为〈

q, λ′; k−∣∣ iT (1)
2

∣∣p−, λ
〉
= iκ

∫
d4x

〈
q, λ′; k−∣∣N[ϕ(x)χ̄(x)ΓC

2 ψ
C(x)]

∣∣p−, λ
〉

= iκ
∫

d4x
〈
q, λ′; k−∣∣N[ϕ(x)χ̄(x)ΓC

2 ψ
C(x)]

∣∣p−, λ
〉

= iκ
∫

d4x ū(q, λ′)ΓC
2 u(p, λ)e−i(p−q−k)·x

= iκ ū(q, λ′)ΓC
2 u(p, λ) (2π)4δ(4)(p− q − k). (9.467)

利用 (9.99)、(9.121) 和 (9.124) 式，有

ū(q, λ′)ΓC
2 u(p, λ) = vT(q, λ′) CΓC

2 Cv̄T(p, λ) = −vT(q, λ′) CC−1ΓT
2 CC−1v̄T(p, λ)
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= −[vT(q, λ′)ΓT
2 v̄

T(p, λ)]T = −v̄(p, λ)Γ2v(q, λ′), (9.468)

故两种方法的计算结果相等。
以上计算表明，这两种方法都是有效的，在实际计算中可采用任意一种方法。现在需要归纳

出一套与这两种方法同时相容的 Feynman规则，这样的规则将特别适用于处理费米子数破坏过
程。

为此，在每条连续费米子线附近添加一条带箭头的点划线，表示费米子流 (fermion flow)的
方向。费米子流的两种方向分别对应于上述两种计算方法。当费米子流方向与 Dirac 费米子线
上箭头方向相同时，采用第一种计算方法；当费米子流方向与 Dirac 费米子线上箭头方向相反
时，采用与电荷共轭场有关的第二种计算方法。这样一来，两种费米子流方向是等价的，对每
条连续费米子线可采取任意一种方向进行计算。于是，位置空间中费米子的外线规则如下。

1. Dirac 正费米子 ψ 入射外线：ψ, λ x
p

.

= ⟨0|ψ(x) |p+, λ⟩ = u(p, λ)e−ip·x ,

ψ, λ x
p

.

= ⟨0| ψ̄C
(x) |p+, λ⟩ = v̄(p, λ)e−ip·x .

2. Dirac 反费米子 ψ̄ 入射外线： ψ̄, λ x

p

.

= ⟨0| ψ̄(x) |p−, λ⟩ = v̄(p, λ)e−ip·x ,

ψ̄, λ x

p

.

= ⟨0|ψC(x) |p−, λ⟩ = u(p, λ)e−ip·x .

3. Dirac 正费米子 ψ 出射外线：x ψ, λ
p

.

= ⟨p+, λ| ψ̄(x) |0⟩ = ū(p, λ)eip·x ,

x ψ, λ
p

.

= ⟨p+, λ|ψC(x) |0⟩ = v(p, λ)eip·x .

4. Dirac 反费米子 ψ̄ 出射外线：x ψ̄, λ

p

.

= ⟨p−, λ|ψ(x) |0⟩ = v(p, λ)eip·x ,

x ψ̄, λ

p

.

= ⟨p−, λ| ψ̄C(x) |0⟩ = ū(p, λ)eip·x .

5. Majorana 费米子 χ 入射外线：χ, λ x

p

.

= ⟨0|χ(x) |p, λ⟩ = u(p, λ)e−ip·x ,

χ, λ x

p

.

= ⟨0| χ̄(x) |p, λ⟩ = v̄(p, λ)e−ip·x .

6. Majorana 费米子 χ 出射外线：x χ, λ

p

.

= ⟨p, λ| χ̄(x) |0⟩ = ū(p, λ)eip·x ,
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x χ, λ

p

.

= ⟨p, λ|χ(x) |0⟩ = v(p, λ)eip·x .

Majorana费米子线上没有箭头，Feynman规则依赖于费米子流方向与动量方向之间的异同。从
每条连续费米子线写出散射振幅时，总是逆着用点划线表示的费米子流方向逐项写下费米子的
贡献。

对于上述 ψ → χϕ 和 ψ̄ → χϕ̄ 过程，第一种计算方法对应于

〈
q, λ′; k+

∣∣ iT (1)
1

∣∣p+, λ
〉
= ψ, λ

χ, λ′

φ

x

q

k

p
= iκ

∫
d4x ū(q, λ′)Γ1u(p, λ)e−i(p−q−k)·x, (9.469)

〈
q, λ′; k−∣∣ iT (1)

2

∣∣p−, λ
〉
= ψ̄, λ

χ, λ′

φ̄

x

q

k

p

= −iκ
∫

d4x v̄(p, λ)Γ2v(q, λ′)e−i(p−q−k)·x. (9.470)

第二种计算方法对应于

〈
q, λ′; k+

∣∣ iT (1)
1

∣∣p+, λ
〉
= ψ, λ

χ, λ′

φ

x

q

k

p
= −iκ

∫
d4x v̄(p, λ)ΓC

1 v(q, λ′)e−i(p−q−k)·x, (9.471)

〈
q, λ′; k−∣∣ iT (1)

2

∣∣p−, λ
〉
= ψ̄, λ

χ, λ′

φ̄

x

q

k

p

= iκ
∫

d4x ū(q, λ′)ΓC
2 u(p, λ)e−i(p−q−k)·x. (9.472)

两种方法在 Feynman 图上的差异只是费米子流的方向不同，即点划线的箭头方向不同。额外的
负号来自两个费米子场算符的交换。观察各个 Feynman 图元素与振幅表达式的关系，归纳出位
置空间中的顶点 Feynman 规则，

ψ χ

φ

x = iκ
∫

d4xΓ1 ,

ψ χ

φ

x = iκ
∫

d4xΓ2 , (9.473)
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ψ χ

φ

x = iκ
∫

d4xΓC
1 ,

ψ χ

φ

x = iκ
∫

d4xΓC
2 . (9.474)

这里实线和虚线上的箭头表征着 U(1) 荷流动的方向，U(1) 荷仍然是连续流动的。
研究 iT (2) 对 T 矩阵元的贡献时，可能遇到像 N[χ̄(y)Γ1ψ(y)ψ̄(x)Γ2χ(x)] 这样的表达式。如

果采用第一种方法进行计算，则 Dirac旋量场 Feynman传播子在位置空间中的 Feynman规则与
(7.38) 式类似，表达为

x y

p

.

= ψ(y)ψ̄(x) = SF(y − x) =
∫ d4p

(2π)4
i(/p+mψ)

p2 −m2
ψ + iϵ e−ip·(y−x). (9.475)

由 (9.455) 式推出

N[χ̄(y)Γ1ψ(y)ψ̄(x)Γ2χ(x)] = N[ψ̄C
(y)ΓC

1 χ(y)χ̄(x)Γ
C
2 ψ

C(x)] = N[χ̄(x)ΓC
2 ψ

C(x)ψ̄C(y)ΓC
1 χ(y)],

(9.476)
根据场算符缩并的定义 (6.161)，如果采用第二种方法进行计算，则相应的 Feynman 传播子是

x y

p

.

= ψC(x)ψ̄C(y) = ⟨0|T[ψC(x)ψ̄C(y)] |0⟩ = ⟨0|T[Cψ̄T(x)ψT(y) C] |0⟩

= −C{⟨0|T[ψ(y)ψ̄(x)] |0⟩}TC = C−1[ψ(y)ψ̄(x)]TC

= C−1ST
F (y − x) C =

∫ d4p

(2π)4
C−1i(/p+mψ)

TC
p2 −m2

ψ + iϵ e−ip·(y−x)

=

∫ d4p

(2π)4
i(−/p+mψ)

p2 −m2
ψ + iϵ e−ip·(y−x). (9.477)

最后一步用到 (9.111) 式。另一方面，Majorana 旋量场的 Feynman 传播子为

x y

p

.

= χ(y)χ̄(x) = SF(y − x) =
∫ d4p

(2π)4
i(/p+mχ)

p2 −m2
χ + iϵ e−ip·(y−x). (9.478)

转换到动量空间，我们推出以下 Feynman 规则。

1. Dirac 正费米子 ψ 入射外线：ψ, λ
p

.

= u(p, λ), ψ, λ
p

.

= v̄(p, λ).

2. Dirac 反费米子 ψ̄ 入射外线： ψ̄, λ

p

.

= v̄(p, λ), ψ̄, λ

p

.

= u(p, λ).
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3. Dirac 正费米子 ψ 出射外线： ψ, λ
p

.

= ū(p, λ), ψ, λ
p

.

= v(p, λ).

4. Dirac 反费米子 ψ̄ 出射外线： ψ̄, λ

p

.

= v(p, λ), ψ̄, λ

p

.

= ū(p, λ).

5. Majorana 费米子 χ 入射外线：χ, λ

p

.

= u(p, λ), χ, λ

p

.

= v̄(p, λ).

6. Majorana费米子 χ出射外线： χ, λ

p

.

= ū(p, λ), χ, λ

p

.

= v(p, λ).

7. Dirac 费米子传播子：
p

.

=
i(/p+mψ)

p2 −m2
ψ + iϵ ,

p

.

=
i(−/p+mψ)

p2 −m2
ψ + iϵ .

8. Majorana 费米子传播子：
p

.

=
i(/p+mχ)

p2 −m2
χ + iϵ .

9. Yukawa 相互作用顶点：

ψ χ

φ

= iκΓ1,

ψ χ

φ

= iκΓ2,

ψ χ

φ

= iκΓC
1 ,

ψ χ

φ

= iκΓC
2 .

注意，Majorana费米子是纯中性粒子，如果末态包含超过 1个全同的 Majorana费米子，计
算散射截面或衰变宽度时需要考虑末态对称性因子 S。假如拉氏量的某个相互作用项包含 2 个
或以上全同的 Majorana 旋量场，类似于 7.3 节的讨论，在导出顶点 Feynman 规则时需要考虑
组合因子，计算时还需要留意 Feynman 图的对称性因子。

9.7.3 应用
下面应用上一小节推导出来的 Feynman 规则进行计算。考虑 χχ→ ψψ̄ 湮灭过程，领头阶

Feynman 图如图 9.2 所示，包含一个 t 通道和一个 u 通道的 Feynman 图。现在，费米子流方向
有多种取法，但各种取法的计算结果应该是等价的。在画出拓扑不等价的 Feynman 图时，不需
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要考虑费米子流的方向。
设初态两个 Majorana 费米子 χ 的四维动量为 kµ1 和 kµ2 ，末态 Dirac 费米子 ψ 和 ψ̄ 的四

维动量为 pµ1 和 pµ2，令 t = (k1− p1)2，u = (k1− p2)2。添加带箭头的点划线表示费米子流方向，
应用动量空间 Feynman 规则，t 和 u 通道 Feynman 图贡献的不变振幅分别是

iMt = p1 − k1

χ

χ

ψ

ψ̄

k1

k2

p1

p2

= ū(p1)(iκΓ2)u(k1)
i

(p1 − k1)2 −m2
ϕ

v̄(k2)(iκΓ1)v(p2)

= − iκ2
t−m2

ϕ

ū(p1)Γ2u(k1)v̄(k2)Γ1v(p2), (9.479)

iMu = k1 − p2

χ

χ

ψ

ψ̄

k1

k2

p1

p2

= v̄(k1)(iκΓ1)v(p2)
i

(k1 − p2)2 −m2
ϕ

ū(p1)(iκΓ2)u(k2)

= − iκ2
u−m2

ϕ

v̄(k1)Γ1v(p2)ū(p1)Γ2u(k2). (9.480)

这里省略了螺旋度指标。根据

〈
p+
1 ; p−

2

∣∣N[ϕ(x)ψ̄a(x)(Γ2)abχb(x)ϕ
†(y)χ̄c(y)(Γ1)cdψd(y)] |k1; k2⟩

+
〈
p+
1 ; p−

2

∣∣N[ϕ(x)ψ̄a(x)(Γ2)abχb(x)ϕ
†(y)χ̄c(y)(Γ1)cdψd(y)] |k1; k2⟩

=
〈
p+
1 ; p−

2

∣∣N[ψd(y)ψ̄a(x)(Γ2)abϕ(x)ϕ
†(y)(Γ1)cdχ̄c(y)χb(x)] |k1; k2⟩

−
〈
p+
1 ; p−

2

∣∣N[ψd(y)ψ̄a(x)(Γ2)abϕ(x)ϕ
†(y)(Γ1)cdχb(x)χ̄c(y)] |k1; k2⟩ , (9.481)

φ

χ

χ

ψ

ψ̄

φ

χ

χ

ψ

ψ̄

图 9.2: χχ→ ψψ̄ 领头阶 Feynman 图，左图为 t 通道，右图为 u 通道。
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这两个 Feynman 图的相对符号为负，因而总振幅是

iM = iMt − iMu. (9.482)

当然，我们也可以选择其它费米子流方向进行计算。比如，同时反转 (9.479)式中 Feynman
图上两条点划线的方向，则 t 通道振幅变成

iM̃t = p1 − k1

χ

χ

ψ

ψ̄

k1

k2

p1

p2

= v̄(k1)(iκΓC
2 )v(p1)

i
(p1 − k1)2 −m2

ϕ

ū(p2)(iκΓC
1 )u(k2)

= − iκ2
t−m2

ϕ

v̄(k1)Γ
C
2 v(p1)ū(p2)Γ

C
1 u(k2). (9.483)

反转 (9.480) 式中 Feynman 图上一条点划线的方向，u 通道振幅化为

iM̃u = k1 − p2

χ

χ

ψ

ψ̄

k1

k2

p1

p2

= v̄(k1)(iκΓ1)v(p2)
i

(k1 − p2)2 −m2
ϕ

v̄(k2)(iκΓC
2 )v(p1)

= − iκ2
u−m2

ϕ

v̄(k1)Γ1v(p2)v̄(k2)Γ
C
2 v(p1). (9.484)

根据

〈
p+
1 ; p−

2

∣∣N[ϕ(x)χ̄a(x)(ΓC
2 )abψ

C
b (x)ϕ

†(y)ψ̄C
c (y)(Γ

C
1 )cdχd(y)] |k1; k2⟩

+
〈
p+
1 ; p−

2

∣∣N[ϕ(x)χ̄a(x)(ΓC
2 )abψ

C
b (x)ϕ

†(y)χ̄c(y)(Γ1)cdψd(y)] |k1; k2⟩

=
〈
p+
1 ; p−

2

∣∣N[ψ̄C
c (y)ψ

C
b (x)(Γ

C
2 )abϕ(x)ϕ

†(y)(ΓC
1 )cdχd(y)χ̄a(x)] |k1; k2⟩

+
〈
p+
1 ; p−

2

∣∣N[ψd(y)ψC
b (x)(Γ

C
2 )abϕ(x)ϕ

†(y)χ̄a(x)χ̄c(y)(Γ1)cd] |k1; k2⟩ , (9.485)

这两个 Feynman 图的相对符号为正，因而总振幅是

iM̃ = iM̃t + iM̃u. (9.486)

利用 (9.98)、(9.99)、(9.121) 和 (9.124) 式，有

v̄(k1)Γ
C
2 v(p1)ū(p2)Γ

C
1 u(k2) = uT(k1) CC−1ΓT

2 CCūT(p1)v
T(p2) CC−1ΓT

1 CCv̄T(k2)
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= [uT(k1)Γ
T
2 ū

T(p1)v
T(p2)Γ

T
1 v̄

T(k2)]
T

= v̄(k2)Γ1v(p2)ū(p1)Γ2u(k1), (9.487)

v̄(k1)Γ1v(p2)v̄(k2)Γ
C
2 v(p1) = v̄(k1)Γ1v(p2)u

T(k2) CC−1ΓT
2 CCūT(p1)

= −v̄(k1)Γ1v(p2)[u
T(k2) Γ

T
2 ū

T(p1)]
T

= −v̄(k1)Γ1v(p2)ū(p1)Γ2u(k2), (9.488)

故 iM̃t = iMt，iM̃u = −iMu，因此

iM̃ = iM̃t + iM̃u = iMt − iMu = iM. (9.489)

可见，根据费米子流方向的不同取法计算出来的结果确实是等价的。
接下来计算 χχ→ ψψ̄ 的非极化振幅模方 |M|2。使用 Γ1 和 Γ2 的具体形式 (9.438)，得

iMt = −
iκ2

t−m2
ϕ

ū(p1)PLu(k1)v̄(k2)PRv(p2), (iMt)
∗ =

iκ2
t−m2

ϕ

ū(k1)PRu(p1)v̄(p2)PLv(k2),

(9.490)

iMu = − iκ2
u−m2

ϕ

v̄(k1)PRv(p2)ū(p1)PLu(k2), (iMu)
∗ =

iκ2
u−m2

ϕ

v̄(p2)PLv(k1)ū(k2)PRu(p1).

(9.491)

从而，单纯 t 通道对非极化振幅模方的贡献是

|Mt|2 =
1

4

∑
spins
|Mt|2 =

κ4

4(t−m2
ϕ)

2

∑
spins

ū(p1)PLu(k1)ū(k1)PRu(p1)v̄(k2)PRv(p2)v̄(p2)PLv(k2)

=
κ4

4(t−m2
ϕ)

2
tr[(/p1 +mψ)PL(/k1 +mχ)PR] tr[(/k2 −mχ)PR(/p2 −mψ)PL], (9.492)

根据左右手投影矩阵的性质 (8.164)、(8.161) 和 (8.162)，有

tr[(/p1 +mψ)PL(/k1 +mχ)PR] = tr[(/p1 +mψ)(/k1PR +mχPL)PR] = tr[(/p1 +mψ)/k1PR]

=
1

2
tr[(/p1 +mψ)/k1(1 + γ5)] =

1

2
tr(/p1/k1) = 2 k1 · p1, (9.493)

tr[(/k2 −mχ)PR(/p2 −mψ)PL] =
1

2
tr[(/k2 −mχ)/p2(1− γ

5)] = 2 k2 · p2, (9.494)

故

|Mt|2 =
κ4(k1 · p1)(k2 · p2)

(t−m2
ϕ)

2
. (9.495)

另一方面，单纯 u 通道的贡献为

|Mu|2 =
1

4

∑
spins
|Mu|2 =

κ4

4(u−m2
ϕ)

2

∑
spins

v̄(k1)PRv(p2)v̄(p2)PLv(k1)ū(p1)PLu(k2)ū(k2)PRu(p1)
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=
κ4

4(u−m2
ϕ)

2
tr[(/k1 −mχ)PR(/p2 −mψ)PL] tr[(/p1 +mψ)PL(/k2 +mχ)PR]

=
κ4(k1 · p2)(k2 · p1)

(u−m2
ϕ)

2
. (9.496)

而 t 和 u 通道的交叉贡献是

M∗
tMu =

1

4

∑
spins
M∗

tMu

=
κ4

4(t−m2
ϕ)(u−m2

ϕ)

∑
spins

ū(k1)PRu(p1)ū(p1)PLu(k2)v̄(p2)PLv(k2)v̄(k1)PRv(p2), (9.497)

其中 ∑
spins

ū(k1)PRu(p1)ū(p1)PLu(k2)v̄(p2)PLv(k2)v̄(k1)PRv(p2)

=
∑
spins

ū(k1)PRu(p1)ū(p1)PLu(k2)[u
T(p2) CPLCūT(k2)]

T[uT(k1) CPRCūT(p2)]
T

=
∑
spins

ū(k1)PRu(p1)ū(p1)PLu(k2)ū(k2) CTPT
L CTu(p2)ū(p2) CTPT

R CTu(k1)

= tr[(/k1 +mχ)PR(/p1 +mψ)PL(/k2 +mχ) C−1PT
L C(/p2 +mψ) C−1PT

R C]

= tr[(/k1 +mχ)/p1PL(/k2 +mχ)PL(/p2 +mψ)PR] = mχ tr[(/k1 +mχ)/p1PL(/p2 +mψ)PR]

= mχ tr[(/k1 +mχ)/p1/p2PR] =
mχ

2
tr[(/k1 +mχ)/p1/p2(1 + γ5)]

=
m2
χ

2
tr(/p1/p2) = 2m2

χ(p1 · p2), (9.498)

则
M∗

tMu + H.c. =
κ4m2

χ(p1 · p2)
2(t−m2

ϕ)(u−m2
ϕ)

+ H.c. =
κ4m2

χ(p1 · p2)
(t−m2

ϕ)(u−m2
ϕ)
. (9.499)

于是，χχ→ ψψ̄ 的非极化振幅模方为

|M|2 = |Mt −Mu|2 = |Mt|2 + |Mu|2 − (M∗
tMu + H.c.)

= κ4

[
(k1 · p1)(k2 · p2)

(t−m2
ϕ)

2
+

(k1 · p2)(k2 · p1)
(u−m2

ϕ)
2
−

m2
χ(p1 · p2)

(t−m2
ϕ)(u−m2

ϕ)

]
. (9.500)

习　题
9.1 利用 (9.11) 和 (9.12) 式，证明算符 J · P ≡ J iP i 满足

P−1(J · P)P = −J · P. (9.501)

设 |E, p, σ⟩ 是哈密顿量算符 H、动量算符 P 和算符 J · P 的共同本征态，满足

H |E, p, σ⟩ = E |E, p, σ⟩ , P |E, p, σ⟩ = p |E, p, σ⟩ , J · P |E, p, σ⟩ = σ |E, p, σ⟩ . (9.502)
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用 P 变换定义 |E, p, σ⟩′ ≡ P |E, p, σ⟩，证明

H |E, p, σ⟩′ = E |E, p, σ⟩′ , P |E, p, σ⟩′ = −p |E, p, σ⟩′ , J · P |E, p, σ⟩′ = −σ |E, p, σ⟩′ .
(9.503)

9.2 根据 (9.42) 式，证明
P ′−1

∣∣ϕϕ̄〉 = (−)L
∣∣ϕϕ̄〉 , (9.504)

其中 ∣∣ϕϕ̄〉 是一对正反标量玻色子 ϕϕ̄ 组成的态 (9.28)，L 是它的轨道角动量量子数。

9.3 根据 (2.182) 式把复标量场 ϕ(x) 分解为两个实标量场 ϕ1(x) 和 ϕ2(x)，并将 C 变换相位因
子改写为 ηC = eiθ，其中 θ 是实数。

(a) 利用 C 变换性质 (9.79) 证明

C−1

(
ϕ1(x)

−ϕ2(x)

)
C =

(
cθ −sθ
sθ cθ

)(
ϕ1(x)

ϕ2(x)

)
, (9.505)

其中 cθ ≡ cos θ，sθ ≡ sin θ。
(b) 通过 O(2) 整体变换(

ϕ̃1

ϕ̃2

)
≡

(
cθ/2 sθ/2

−sθ/2 cθ/2

)(
1

−1

)(
ϕ1

ϕ2

)
=

(
cθ/2 sθ/2

−sθ/2 cθ/2

)(
ϕ1

−ϕ2

)
(9.506)

引入实标量场 ϕ̃1(x) 和 ϕ̃2(x)，证明它们具有 C 变换性质

C−1ϕ̃1(x)C = +ϕ̃1(x), C−1ϕ̃2(x)C = −ϕ̃2(x). (9.507)

可见，ϕ̃1(x) 和 ϕ̃2(x) 是 C 宇称分别为偶和奇的本征态。

9.4 在 Dirac 表象 (5.300) 中，考虑 Dirac 旋量场 ψ(x) 的平面波展开式 (5.314)，产生湮灭算
符 (cp,σ, c

†
p,σ) 和 (dp,σ, d

†
p,σ) 满足反对易关系 (5.315)，平面波旋量系数 u(p, σ) 和 v(p, σ) 由

(5.301) 式给出。

(a) 推出 C = iγ0γ2 和 Cγ5 的具体形式。
(b) 证明

CūT(p, σ) = v(p, σ), Cv̄T(p, σ) = u(p, σ), (9.508)

γ0u(p, σ) = u(−p, σ), γ0v(p, σ) = −v(−p, σ), (9.509)

Cγ5u(p, σ) = τ ∗−σu
∗(−p,−σ), Cγ5v(p, σ) = −τσv∗(−p,−σ), (9.510)

其中 τσ 是 (5.308) 式中的相位因子。
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(c) 设产生湮灭算符的 C、P 、T 变换为

C−1cp,σC = ζ∗Cdp,σ, C−1d†p,σC = ζ∗Cc
†
p,σ, (9.511)

P−1cp,σP = ζ∗P c−p,σ, P−1d†p,σP = −ζ∗Pd
†
−p,σ, (9.512)

T−1cp,σT = ζ∗T τ
∗
σc−p,−σ, T−1d†p,σT = −ζ∗T τ−σd

†
−p,−σ, (9.513)

推出

C−1ψ(x)C = ζ∗Cψ
C(x), P−1ψ(x)P = ζ∗Pγ

0ψ(Px), T−1ψ(x)T = ζ∗TCγ5ψ(T x).
(9.514)

在质心系中考虑一对正反费米子 ψψ̄ 组成的系统，当轨道角动量和总自旋角动量的量子数
分别为 L 和 S 时，态矢表达为∣∣ψψ̄〉

L,S
=

∑
σ,σ′=±1/2

∫
d3pΦ(p, σ, σ′)c†p,σd

†
−p,σ′ |0⟩ , (9.515)

其中波函数分解为

Φ(p, σ, σ′) = R(|p|)YLM(θ, ϕ)χSσS(σ, σ
′), S = 0, 1, σS = 0, · · · ,±S. (9.516)

这里 θ 和 ϕ 分别是球坐标系中动量 p 的极角和方位角。χSσS(σ, σ′) 是自旋本征波函数，可
以用正费米子 ψ 和反费米子 ψ̄ 各自的自旋本征态 ζσ 和 ησ′ 的张量积表达为

χ0
0(σ, σ

′) =
1√
2
(ζ+1/2 ⊗ η−1/2 − ζ−1/2 ⊗ η+1/2), (9.517)

χ1
+1(σ, σ

′) = ζ+1/2 ⊗ η+1/2, (9.518)

χ1
0(σ, σ

′) =
1√
2
(ζ+1/2 ⊗ η−1/2 + ζ−1/2 ⊗ η+1/2), (9.519)

χ1
−1(σ, σ

′) = ζ−1/2 ⊗ η−1/2. (9.520)

(d) 证明
Φ(−p, σ′, σ) = (−)L+S+1Φ(p, σ, σ′) (9.521)

和
C
∣∣ψψ̄〉

L,S
= (−)L+S

∣∣ψψ̄〉
L,S

, P
∣∣ψψ̄〉

L,S
= (−)L+1

∣∣ψψ̄〉
L,S

. (9.522)

可见，扣除波函数 Φ(p, σ, σ′) 对 C 宇称的贡献 (−)L+S+1 之后，一对正反费米子的内禀 C

宇称为奇。

9.5 类似于 (4.276) 式，无质量复矢量场 Aµ(x) 的平面波展开式为

Aµ(x) =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ=±

[
εµ(p, λ)ap,λe−ip·x + εµ∗(p, λ)c†p,λeip·x

]
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+

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
σ=0,3

eµ(p, σ)
(
bp,σe−ip·x + d†p,σeip·x) . (9.523)

其中极化矢量 εµ(p, λ) (λ = ±)的表达式由 (4.105)式给出，极化矢量 eµ(p, σ) (σ = 0, 3)的
表达式是 (4.186) 和 (4.189) 式。

(a) 证明
eµ(−p, σ) = Pµνeν(p, σ), σ = 0, 3. (9.524)

(b) 设产生湮灭算符的 C、P 、T 变换为

C−1ap,λC = ξ∗Ccp,λ, C−1c†p,λC = ξ∗Ca
†
p,λ, (9.525)

C−1bp,σC = ξ∗Cdp,σ, C−1d†p,σC = ξ∗Cb
†
p,σ, (9.526)

P−1ap,λP = −ξ∗Pa−p,−λ, P−1c†p,λP = −ξ∗P c
†
−p,−λ, (9.527)

P−1bp,σP = ξ∗P b−p,σ, P−1d†p,σP = ξ∗Pd
†
−p,σ, (9.528)

T−1ap,λT = ξ∗Ta−p,λ, T−1c†p,λT = ξ∗T c
†
−p,λ, (9.529)

T−1bp,σT = −ξ∗T b−p,σ, T−1d†p,σT = −ξ∗Td
†
−p,σ, (9.530)

推出 Aµ(x) 的 C、P 、T 变换 (9.248)、(9.249)、(9.250)。

9.6 验证无源 Maxwell 方程 ∂µF
µν(x) = 0 在 C、P 、T 变换下都保持不变。

9.7 对于参与相互作用的复标量场，Heisenberg 绘景与相互作用绘景中场算符的变换关系为
ϕH(x) = V †(t)ϕI(x)V (t)，其中 V (t) = eiHS

0 te−iHt。类似于自由场，ϕI(x) 的 P 、T 、C
变换为

P−1ϕI(x)P = η∗Pϕ
I(Px), T−1ϕI(x)T = η∗Tϕ

I(T x), C−1ϕI(x)C = η∗Cϕ
I†(x). (9.531)

假设 [H,P ] = [HS
0 , P ] = [H,T ] = [HS

0 , T ] = [H,C] = [HS
0 , C] = 0，证明 ϕH(x) 的 P 、T 、C

变换为

P−1ϕH(x)P = η∗Pϕ
H(Px), T−1ϕH(x)T = η∗Tϕ

H(T x), C−1ϕH(x)C = η∗Cϕ
H†(x). (9.532)

9.8 设 ηa 和 ζa 是左手 Weyl 旋量，证明 ησµσ̄νζ = ηa(σµ)aḃ(σ̄
ν)ḃcζc 是 Lorentz 张量。

9.9 用 Weyl 旋量场将左手旋量场 ψL(x) 和右手旋量场 ψR(x) 表达为

ψL =

(
ηa

0

)
, ψR =

(
0

ζ†ȧ

)
, (9.533)

相应的电荷共轭场定义为 (ψL)
C ≡ C(ψ̄L)

T 和 (ψR)
C ≡ C(ψ̄R)

T，证明

ψ̄LψL = 0, (ψL)C(ψL)
C = 0, (ψL)CψL = ηη, ψ̄L(ψL)

C = η†η†, (9.534)

ψ̄RψR = 0, (ψR)C(ψR)
C = 0, (ψR)CψR = ζ†ζ†, ψ̄R(ψR)

C = ζζ. (9.535)
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第 10 章 散射矩阵元与多点关联函数

为深入了解量子场的相互作用，本章更加严格地讨论 S 矩阵元，介绍量子场的 n 点关联函
数，并初步讨论重整化。

10.1 渐近态和渐近场
从前面的章节看到，不存在相互作用时，量子场具有简单的平面波展开式，相应的产生湮

灭算符具有确定的动量和极化，通过它们可以定义具有明确意义的真空态 |0⟩和各种粒子态。然
而，引入相互作用之后，虽然 Heisenberg 绘景中的量子场包含着完整的动力学信息，但它不再
具有简单的平面波展开式，也不能直接给出粒子态的具体形式。

另一方面，如 6.2 节所述，在散射实验中，初末态应当具有确定的动量，它们是遥远过去和
遥远未来处不受相互作用影响的渐近态；相应地，遥远过去和遥远未来处的量子场是自由的渐
近场 (asymptotic field)。渐近态和渐近场与自由理论中的粒子态和量子场性质相似，比较容易
处理。因此，我们可以寻找相互作用理论中量子场与渐近场之间的关系，从而适当地处理量子
场的相互作用。注意接下来的讨论将不再求助于相互作用绘景，而是在 Heisenberg 绘景中进行
更加严格的处理。

下面主要以实标量场 ϕ(x) 为例进行讨论，相关结论可以推广到其它量子场。我们将遥远过
去 (x0 → −∞) 和遥远未来 (x0 → +∞) 处的渐近场分别称为入场 (in field) ϕin(x) 和出场 (out
field) ϕout(x)，它们与自由场一样满足 Klein-Gordon 方程，即

(∂2 +m2)ϕin = 0, (∂2 +m2)ϕout = 0. (10.1)

注意，上式中的 m 是实验上能够测量的 ϕ 玻色子物理质量 (physical mass)。实际上，在领头阶
之外的高阶计算中，相互作用会对 ϕ玻色子的质量产生修正，因而物理质量 m与拉氏量中的质
量参数不同，我们将后者称为裸质量 (bare mass)，在下文中改记作 m0。与自由场类似，ϕin(x)

和 ϕout(x) 满足等时对易关系 (2.87)，也具有平面波展开式

ϕin(x) =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

(ap,ine−ip·x + a†p,ineip·x), (10.2)

ϕout(x) =

∫ d3p

(2π)3
1√
2Ep

(ap,oute−ip·x + a†p,outeip·x), (10.3)

其中入算符 (ap,in, a
†
p,in) 和出算符 (ap,out, a

†
p,out) 各自满足产生湮灭算符的对易关系 (2.122)。

423
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假设在遥远过去和遥远未来存在稳定且唯一的真空态 |0⟩，满足

⟨0|0⟩ = 1, ap,in |0⟩ = ap,out |0⟩ = 0. (10.4)

以此定义包含 n 个粒子的入态 (in state)

|p1, · · · , pn; in⟩ ≡
√
2Ep1 · · ·

√
2Epn a

†
p1,in · · · a

†
pn,in |0⟩ (10.5)

和出态 (out state)

|p1, · · · , pn; out⟩ ≡
√

2Ep1 · · ·
√
2Epn a

†
p1,out · · · a

†
pn,out |0⟩ . (10.6)

对于从 n 粒子入态到 m 粒子出态的散射过程，在 6.2 节中引入的 S 矩阵元可以被更严格地定
义为

Sfi = ⟨q1, · · · , qm; out | p1, · · · , pn; in⟩ . (10.7)

另一方面，S 算符改由下式定义：

|p1, · · · , pn; in⟩ = S |p1, · · · , pn; out⟩ , ⟨p1, · · · , pn; in| = ⟨p1, · · · , pn; out|S†, (10.8)

其中第二式是第一式的等价形式，n 和 p1, · · · , pn 都是任意的，而 n = 0 对应于真空态。也就
是说，S 算符作用到任意出态上会得到相应的入态。从而，

⟨q1, · · · , qm; out|S†S |p1, · · · , pn; out⟩ = ⟨q1, · · · , qm; in | p1, · · · , pn; in⟩

= ⟨q1, · · · , qm; out | p1, · · · , pn; out⟩ , (10.9)

第二个等号成立的原因是 (ap,in, a
†
p,in) 和 (ap,out, a

†
p,out) 满足相同形式的对易关系。上式表明

S†S = I, (10.10)

即 S−1 = S†，可见 S 算符是幺正算符。
对 (10.8) 第一式两边同时左乘 S†，对第二式两边同时右乘 S，得

|p1, · · · , pn; out⟩ = S† |p1, · · · , pn; in⟩ , ⟨p1, · · · , pn; out| = ⟨p1, · · · , pn; in|S . (10.11)

于是，可以将 S 矩阵元 (10.7) 表达为

Sfi = ⟨q1, · · · , qm; in|S |p1, · · · , pn; in⟩ = ⟨q1, · · · , qm; out|S |p1, · · · , pn; out⟩ . (10.12)

之前 (6.124) 式中使用的初态 |i⟩ 和末态 |f⟩ 是在自由理论中定义的粒子态，可以把它们都当作
这里的入态，或者都当作这里的出态。接照 (6.272) 式将 S 算符分解为 S = I + iT ，则真正表
征相互作用的 T 矩阵元表达为

Tfi = ⟨q1, · · · , qm; in|T |p1, · · · , pn; in⟩ = ⟨q1, · · · , qm; out|T |p1, · · · , pn; out⟩ . (10.13)



10.1 渐近态和渐近场 – 425 –

如果动量集合 {p1, · · · , pn} 与 {q1, · · · , qm} 不完全相同，那么

⟨q1, · · · , qm; in | p1, · · · , pn; in⟩ = ⟨q1, · · · , qm; out | p1, · · · , pn; out⟩ = 0, (10.14)

从而 S = I+ iT 中恒等算符 I 对 S 矩阵元没有贡献，有

Sfi = iTfi. (10.15)

真空态的稳定性和唯一性意味着 |0; in⟩ = |0; out⟩ = |0⟩。在 (10.8)和 (10.11)式中取 n = 0，
得到

|0; in⟩ = S |0; out⟩ , |0; out⟩ = S† |0; in⟩ , (10.16)

即
S |0⟩ = S† |0⟩ = |0⟩ , (10.17)

这表明 ⟨0|S |0⟩ = ⟨0|S† |0⟩ = ⟨0|0⟩ = 1。
将 n 粒子入态表达为

|p1, · · · , pn; in⟩ = Ca†p1,in · · · a
†
pn,in |0⟩ = Ca†p1,inS

† · · ·Sa†pn,inS
† |0⟩ , (10.18)

其中 C =
√
2Ep1 · · ·

√
2Epn，第二步用到 (10.17) 式并在所有相邻产生算符之间插入 I = S†S。

再由 (10.11) 第一式得到

Ca†p1,out · · · a
†
pn,out |0⟩ = |p1, · · · , pn; out⟩ = S† |p1, · · · , pn; in⟩ = CS†a†p1,inS · · ·S

†a†pn,inS |0⟩ ,
(10.19)

比较最左边和最右边，推出

a†p,out = S†a†p,inS, ap,out = S†ap,inS, (10.20)

第二式是对第一式取厄米共轭得到的。进而，ϕout(x) = S†ϕin(x)S。可见，S 算符给出联系入算
符和出算符的相似变换。

单个粒子到自身的跃迁过程应当与自由运动一样，因此

⟨q; out | p; in⟩ = 2Ep(2π)
3δ(3)(p− q) = ⟨q; in | p; in⟩ , (10.21)

这意味着
|p; in⟩ = |p; out⟩ = |p⟩ , (10.22)

即单粒子的入态等同于出态，可以将它们统一简记为 |p⟩。如果局限在单粒子态空间进行讨论，
那么

S |p; in⟩ = S |p; out⟩ = |p; in⟩ = |p; out⟩ , (10.23)

即 S 算符对单粒子入态或出态的作用等同于恒等算符。
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10.2 Källén-Lehmann 谱表示
自由的实标量场 ϕfree(x) 等价于相互作用绘景中的实标量场 ϕI(x)，因而用 ϕfree(x) 计算的

Feynman 传播子 DF(x − y) = ⟨0|T[ϕfree(x)ϕfree(y)] |0⟩ 的具体形式就是简单紧凑的 (6.210) 式1。
引入相互作用之后，在 Heisenberg绘景中用实标量场 ϕ(x)构造出来的两点关联函数 (two-point
correlation function)

G(2)(x, y) ≡ ⟨0|T[ϕ(x)ϕ(y)] |0⟩ (10.24)

将不再等同于 Feynman 传播子 DF(x− y)，也会失去简单的形式。这个两点关联函数是相互作
用理论中的完整传播子，下面对它的结构进行分析。

我们先考虑 ⟨0|ϕ(x)ϕ(y) |0⟩，并在这个期待值里面插入一组中间态的完备集 {|Ψ⟩}，它满足
完备性关系 ∑

Ψ

|Ψ⟩ ⟨Ψ| = I. (10.25)

{|Ψ⟩} 中包含满足 p2 = m2 和 p0 > 0 的单粒子态 |p⟩，也包含各种多粒子态；具体来说，里面
任意的 |Ψ⟩ 都是四维动量算符 P µ 的本征态，满足

P µ |Ψ⟩ = pµΨ |Ψ⟩ , p2Ψ ≥ 0, p0Ψ ≥ 0. (10.26)

在相互作用理论中，应该把这些 |Ψ⟩ 看作自由的渐近态，而 pµΨ 是 |Ψ⟩ 中所有粒子的四维动量
之和。另一方面，根据 (3.77) 和 (3.80) 式，对 ϕ(0) 作时空平移变换，可以得到 ϕ(x)，即

ϕ(x) = eiP ·xϕ(0)e−iP ·x. (10.27)

再注意到真空态不具有能动量，P µ |0⟩ = 0 |0⟩，推出

⟨0|ϕ(x)ϕ(y) |0⟩ =
∑
Ψ

⟨0|ϕ(x) |Ψ⟩ ⟨Ψ|ϕ(y) |0⟩ =
∑
Ψ

⟨0| eiP ·xϕ(0)e−iP ·x |Ψ⟩ ⟨Ψ| eiP ·yϕ(0)e−iP ·y |0⟩

=
∑
Ψ

⟨0|ϕ(0)e−ipΨ·x |Ψ⟩ ⟨Ψ| eipΨ·yϕ(0) |0⟩ =
∑
Ψ

e−ipΨ·(x−y) |⟨Ψ|ϕ(0) |0⟩|2

=

∫
d4p

∑
Ψ

δ(4)(p− pΨ)e−ip·(x−y) |⟨Ψ|ϕ(0) |0⟩|2 . (10.28)

令 ∑
Ψ

δ(4)(p− pΨ) |⟨Ψ|ϕ(0) |0⟩|2 =
θ(p0)ρ(p2)

(2π)3
, (10.29)

其中 ρ(p2) 称为谱密度 (spectral density)，则

⟨0|ϕ(x)ϕ(y) |0⟩ =
∫ d4p

(2π)3
θ(p0)ρ(p2)e−ip·(x−y). (10.30)

1注意 6.4.1 小节讨论中的实标量场是相互作用绘景的 ϕI(x)。
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(10.29) 式左边是实值、正定、Lorentz 不变的，从而谱密度作为 pµ 的函数只能依赖于 p2，并且
ρ(p2) 是实值、正定、Lorentz 不变的函数。由于 p2Ψ ≥ 0 且 p0Ψ ≥ 0，四维 δ 函数 δ(4)(p− pΨ) 保
证具有物理意义的 pµ 也满足 p2 ≥ 0 和 p0 ≥ 0，这是 (10.29) 右边引入 θ(p0) 的理由。

进一步，利用
ρ(p2) =

∫ ∞

0

ds δ(p2 − s)ρ(s) (10.31)

将 (10.30) 式化为

⟨0|ϕ(x)ϕ(y) |0⟩ =
∫ ∞

0

ds ρ(s)
∫ d4p

(2π)3
θ(p0)δ(p2 − s)e−ip·(x−y) =

∫ ∞

0

ds ρ(s)∆(x− y, s), (10.32)

其中
∆(x− y, s) ≡

∫ d4p

(2π)3
θ(p0)δ(p2 − s)e−ip·(x−y), (10.33)

这样就把谱密度挪到四维动量积分之外了。现在，两点关联函数表达为

⟨0|T[ϕ(x)ϕ(y)] |0⟩ = θ(x0 − y0) ⟨0|ϕ(x)ϕ(y) |0⟩+ θ(y0 − x0) ⟨0|ϕ(y)ϕ(x) |0⟩

=

∫ ∞

0

ds ρ(s)∆F(x− y, s), (10.34)

其中
∆F(x− y, s) ≡ θ(x0 − y0)∆(x− y, s) + θ(y0 − x0)∆(y − x, s). (10.35)

这个结果表明，两点关联函数实际上只是 xµ − yµ 的函数，即 G(2)(x, y) = G(2)(x− y)。
利用 (2.62) 式推出

∆(x− y, s) =

∫ d3p

(2π)3

∫
dp0 θ(p0) δ[(p0)2 − |p|2 − s] e−ip·(x−y)

=

∫ d3p

(2π)3
eip·(x−y) e−ip0·(x0−y0)

2p0

∣∣∣∣∣
p0=
√

|p|2+s

. (10.36)

将 (6.208) 式中的 m2 替换成 s，得[
θ(x0 − y0)e−ip0(x0−y0)

2p0
+ θ(y0 − x0)eip0(x0−y0)

2p0

] ∣∣∣∣∣
p0=
√

|p|2+s

=

∫ dp0
2π

i e−ip0(x0−y0)

p2 − s+ iϵ . (10.37)

从而，(10.35) 式变成

∆F(x− y, s) =

∫ d3p

(2π)3
eip·(x−y)

[
θ(x0 − y0)e−ip0(x0−y0)

2p0
+ θ(y0 − x0)eip0(x0−y0)

2p0

] ∣∣∣∣∣
p0=
√

|p|2+s

=

∫ d4p

(2π)4
i

p2 − s+ iϵ e−ip·(x−y), (10.38)

注意第一步对第二项的积分变量作了替换 p → −p。与 (6.210) 式比较可知，∆F(x − y, s) 与
Feynman 传播子 DF(x− y) 具有相同的形式，只是将 m2 替换成 s。
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于是，两点关联函数 (10.34) 化为

⟨0|T[ϕ(x)ϕ(y)] |0⟩ =
∫ ∞

0

ds ρ(s)
∫ d4p

(2π)4
i

p2 − s+ iϵ e−ip·(x−y), (10.39)

这样的表示方式称为 Källén-Lehmann 谱表示 (spectral representation) [48, 49]。对于自由的
实标量场，谱密度 ρ(s) = δ(s−m2)，而 (10.39)式退化为 Feynman传播子 (6.210)。根据 (6.280)
式对 G(2)(x, 0) = ⟨0|T[ϕ(x)ϕ(0)] |0⟩ 作 Fourier 变换，由 (6.279) 式得

G̃(2)(p) ≡
∫

d4x eip·xG(2)(x, 0) =

∫
d4x eip·x ⟨0|T[ϕ(x)ϕ(0)] |0⟩

=

∫ ∞

0

ds ρ(s)
∫ d4x d4q

(2π)4
i

q2 − s+ iϵ e−i(q−p)·x =

∫ ∞

0

ds ρ(s)
∫

d4q
i

q2 − s+ iϵ δ
(4)(q − p)

=

∫ ∞

0

ds ρ(s) i
p2 − s+ iϵ . (10.40)

这是动量空间中的完整传播子，它是动量空间中的 Feynman 传播子

D̃F(p) ≡
∫

d4x eip·xDF(x) =

∫ d4x d4q

(2π)4
i

q2 −m2 + iϵe
−i(q−p)·x

=

∫
d4q δ(4)(q − p) i

q2 −m2 + iϵ =
i

p2 −m2 + iϵ (10.41)

的推广。
用 (10.32) 式将 [ϕ(x), ϕ(y)] 的真空期待值表达为

⟨0| [ϕ(x), ϕ(y)] |0⟩ = ⟨0|ϕ(x)ϕ(y) |0⟩ − ⟨0|ϕ(y)ϕ(x) |0⟩ =
∫ ∞

0

ds ρ(s)∆PJ(x− y, s), (10.42)

这也是一种 Källén-Lehmann 谱表示，其中

∆PJ(x− y, s) ≡ ∆(x− y, s)−∆(y − x, s) =
∫ d3p

(2π)3
e−ip·(x−y) − eip·(x−y)

2p0

∣∣∣∣∣
p0=
√

|p|2+s

(10.43)

与 Pauli-Jordan传播函数 (6.111)具有相同的形式，只是将m2替换为 s。上式第二步用到 (10.36)
式。∆PJ(x, s) 对 x0 求导，得

∂

∂x0
∆PJ(x, s) = −

i
2

∫ d3p

(2π)3
(e−ip·x + eip·x)

∣∣
p0=
√

|p|2+s, (10.44)

取 x0 = 0，由 (2.68) 式推出
∂

∂x0
∆PJ(x, s)

∣∣∣∣
x0=0

= − i
2

∫ d3p

(2π)3
(eip·x + e−ip·x) = −iδ(3)(x), (10.45)

从而
∂

∂y0
∆PJ(x− y, s)

∣∣∣∣
x0=y0

= − ∂

∂(x0 − y0)
∆PJ(x− y, s)

∣∣
x0=y0

= iδ(3)(x− y). (10.46)
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Källén-Lehmann 谱表示 (10.39) 表明，谱密度 ρ(s) 是在态矢 ϕ(x) |0⟩ 里面找到不变质量平
方为 s 的自由态的概率密度，而 s 可以取物理上能够得到的任何数值。作为概率密度，ρ(s) 是
归一化的，这一点可以利用 Heisenberg 绘景中的等时对易关系来验证。假设拉氏量中相互作用
项不涉及 ∂µϕ，则 ϕ(x) 的共轭动量密度为 π(x) = ∂L/∂ϕ̇ = ϕ̇(x)，正则量子化程序要求的等时
对易关系为

[ϕ(x, t), π(y, t)] = [ϕ(x, t), ϕ̇(y, t)] = iδ(3)(x− y). (10.47)

另一方面，注意到 [ϕ(x, t), ϕ̇(y, t)] 是一个 c 数，根据 (10.42) 和 (10.46) 式，有

[ϕ(x, t), ϕ̇(y, t)] = ∂

∂y0
⟨0| [ϕ(x), ϕ(y)] |0⟩

∣∣∣∣
x0=y0=t

=

∫ ∞

0

ds ρ(s) ∂

∂y0
∆PJ(x− y, s)

∣∣∣∣
x0=y0=t

=

∫ ∞

0

ds ρ(s) iδ(3)(x− y), (10.48)

与等时对易关系 (10.47) 比较，即得归一化条件
∫ ∞

0

ds ρ(s) = 1. (10.49)

根据单粒子态内积的表达式 (2.157)，有

|q⟩ =
∫

d3p δ(3)(p− q) |p⟩ =
∫ d3p

(2π)3
1

2Ep
|p⟩ · 2Ep(2π)

3δ(3)(p− q) =
∫ d3p

(2π)3
1

2Ep
|p⟩ ⟨p | q⟩.

(10.50)
观察最左边和最右边，得到单粒子态的完备性关系

∫ d3p

(2π)3
1

2Ep
|p⟩ ⟨p| = I1-particle, (10.51)

其中 I1-particle 代表局限于单粒子态时的恒等算符。这个完备性关系表明，(10.25) 和 (10.29) 式
中对单粒子态的求和部分可作以下替换：∑

|p⟩

→
∫ d3p

(2π)3
1

2Ep
. (10.52)

由于 ∫
dp0 θ(p0)δ(p2 −m2) =

1

2p0

∣∣∣∣
p0=
√

|p|2+m2

=
1

2Ep
, (10.53)

这种替换变成 ∑
|p⟩

→
∫ d4p

(2π)3
θ(p0)δ(p2 −m2), (10.54)

从而将 (10.29) 式化为

θ(p0)ρ(p2) = (2π)3
∑
|q⟩

δ(4)(p− q) |⟨q|ϕ(0) |0⟩|2 + (2π)3
∑

|Ψ⟩̸=|q⟩

δ(4)(p− pΨ) |⟨Ψ|ϕ(0) |0⟩|2
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图 10.1: 典型的谱密度图像。
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图 10.2: 动量空间中的完整传播子 G̃(2)(p) 在
p2 复平面上的解析结构。

=

∫
d4q θ(q0)δ(q2 −m2)δ(4)(p− q) |⟨q|ϕ(0) |0⟩|2 + θ(p0)ρ̂(p2)

= θ(p0)δ(p2 −m2) |⟨p|ϕ(0) |0⟩|2 + θ(p0)ρ̂(p2), (10.55)

其中
θ(p0)ρ̂(p2) ≡ (2π)3

∑
|Ψ⟩̸=|q⟩

δ(4)(p− pΨ) |⟨Ψ|ϕ(0) |0⟩|2 (10.56)

给出多粒子态贡献的谱密度 ρ̂(p2)。对于自由的多粒子态 |Ψ⟩，δ(4)(p − pΨ) 表明 p2 = p2Ψ，而
p2Ψ 是多个粒子的质心能平方，或者说不变质量的平方，它可以取连续值，其下限是多个粒子质
量之和的平方。令

Z ≡ |⟨p|ϕ(0) |0⟩|2 , (10.57)

得到
ρ(s) = Z δ(s−m2) + ρ̂(s), (10.58)

其中第一项和第二项分别是单粒子态和多粒子态的贡献。Z 是在态矢 ϕ(0) |0⟩ 里面找到质量为
m 的单粒子态 |p⟩ 的概率，称为场强重整化常数 (field strength renormalization constant)，它
与量子场论的重整化 (renormalization) 问题密切相关。

谱密度的具体形式依赖于相互作用理论。一个典型谱密度 ρ(s)的图像如图 10.1所示。它在
s = m2 处的形式为 Z δ(s−m2)，用竖线表示，对应于物理质量为 m 的单粒子中间态，概率为
Z。产生双粒子末态的运动学条件是 s > 4m2，因而从 s > 4m2 开始出现多粒子中间态引起的
连续谱 (continuum)。连续谱有可能呈现出比较复杂的结构，图 10.1 中在 s ∼ m2

r 处存在一个
共振态 (resonance) r，它具有一定的宽度，中心质量为 mr。在某些相互作用理论中，还可能存
在由两个粒子构成的若干个束缚态 (bound state)，它们表现为 s 略小于 4m2 处正比于 δ 函数
的竖线。

将 (10.58) 式代入(10.49) 式，得到

1 =

∫ ∞

0

ds ρ(s) = Z +

∫ ∞

∼4m2

ds ρ(s), (10.59)
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注意在 s > m2 处 ρ(s) = ρ̂(s)。由此可见，

0 ≤ Z < 1. (10.60)

存在相互作用时，ϕ(x) 作用到 |0⟩ 上除了得到单粒子态之外，还有一定概率得到多粒子态，体
现为 Z < 1。在自由理论中，则有 Z = 1。

把 (10.58) 式代入 (10.40) 式，将动量空间中的完整传播子化为

G̃(2)(p) =
iZ

p2 −m2 + iϵ +
∫ ∞

∼4m2

ds iρ(s)
p2 − s+ iϵ . (10.61)

这是动量空间中的 Källén-Lehmann 谱表示。G̃(2)(p) 在 p2 复平面上的解析结构如图 10.2 所
示，在实轴上 p2 = m2 处存在一个单极点2，因而物理质量 m 也称为极点质量 (pole mass)。场
强重整化常数 Z 对应着 G̃(2)(p) 在这个单极点处的留数，有

Z = lim
p2→m2

[−i(p2 −m2)G̃(2)(p)]. (10.62)

如果存在束缚态，则实轴上 p2 略小于 4m2 的地方还会有更多的单极点。此外，在 p2 > 4m2 的
实轴区间上存在一条割线 (branch cut)，割线两边的函数值不连续。这是因为 (10.61) 式第二项
的被积函数在 p2 = s 处存在单极点，对无穷多个单极点位置 s 进行积分会导致割线，可以通过
下面的例子理解。

函数 fs(z) = (z − s)−1 在 z = s 处存在单极点，对 s 从 −1 到 1 积分，得

g(z) =

∫ 1

−1

ds fs(z) =
∫ 1

−1

ds
z − s

= ln z + 1

z − 1
. (10.63)

对数函数 ln z 的支点 (branch point) 位于原点 z = 0 和无穷远点 z =∞ 处，可将割线取为负实
轴 z < 0；用割线将复平面割开，可以得到单值分支。(z+1)/(z− 1) = 0和 (z+1)/(z− 1) =∞
分别给出 z = −1和 z = 1，这是 g(z)的两个支点，它们之间存在一条割线。(z+1)/(z− 1) < 0

意味着 −1 < z < 1，因而 g(z) 的割线可取为实区间 (−1, 1)。(10.63) 式表明，可将这条割线看
作排列在实区间 (−1, 1) 上具有无穷小留数 ds 的无穷多个单极点的集合。

(10.57) 式表明，⟨p|ϕ(0) |0⟩ 的模是 √Z，假设它的相位因子是 1，则

⟨p|ϕ(0) |0⟩ =
√
Z. (10.64)

利用 (10.27) 式，推出

⟨p|ϕ(x) |0⟩ = ⟨p| eiP ·xϕ(0)e−iP ·x |0⟩ = eip·x ⟨p|ϕ(0) |0⟩ =
√
Z eip·x. (10.65)

另一方面，渐近场 ϕin(x) 和 ϕout(x) 等价于自由场，(2.165) 式成立，即

⟨p|ϕin(x) |0⟩ = ⟨p|ϕout(x) |0⟩ = eip·x, (10.66)
2考虑到无穷小量 iϵ，极点位置实际上在 p2 = m2 − iϵ 处，与实轴略有偏离。
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可见
⟨p|ϕ(x) |0⟩ =

√
Z ⟨p|ϕin(x) |0⟩ =

√
Z ⟨p|ϕout(x) |0⟩ . (10.67)

上式并不意味着 ϕ(x) =
√
Z ϕin(x) 或 ϕ(x) =

√
Z ϕout(x)，否则 ϕ(x) 会满足自由场的运动方程

(∂2 +m2)ϕ = 0。不过，我们可以推测

lim
x0→−∞

ϕ(x) =
√
Z ϕin(x), lim

x0→+∞
ϕ(x) =

√
Z ϕout(x), (10.68)

即 √Z ϕin(x) 和
√
Z ϕout(x) 分别作为 ϕ(x) 在 x0 → −∞ 和 x0 → +∞ 时的渐近极限。

然而，(10.68) 式是不合理的，它意味着

lim
t→−∞

[ϕ(x, t), ϕ̇(y, t)] = Z[ϕin(x, t), ϕ̇in(y, t)] = iZδ(3)(x− y). (10.69)

这个结果仅当 Z = 1时能够与等时对易关系 (10.47)相容，但相互作用的存在却要求 Z < 1。其
实，(10.68) 式是算符层面上的渐近极限，在收敛性方面要求太高。我们需要把它弱化成期待值
层面上的渐近极限，即下列渐近条件 (asymptotic condition)，

lim
x0→−∞

⟨Ψ2|ϕ(x) |Ψ1⟩ =
√
Z ⟨Ψ2|ϕin(x) |Ψ1⟩ ,

lim
x0→+∞

⟨Ψ2|ϕ(x) |Ψ1⟩ =
√
Z ⟨Ψ2|ϕout(x) |Ψ1⟩ ,

(10.70)

其中 |Ψ1⟩ 和 |Ψ2⟩ 是 Hilbert 空间中两个任意的态矢。这样的渐近条件不能保证

lim
t→−∞

⟨Ψ2| [ϕ(x, t), ϕ̇(y, t)] |Ψ1⟩ = Z ⟨Ψ2| [ϕin(x, t), ϕ̇in(y, t)] |Ψ1⟩ (10.71)

成立，因而不会跟等时对易关系矛盾。
上述讨论可以推广到具有自旋的量子场，但一般需要定义多个谱函数来描述多粒子态。推

广到 Dirac 旋量场 ψ(x) 时，动量空间中的完整传播子表达为
∫

d4x eip·x ⟨0|T[ψ(x)ψ̄(0)] |0⟩ =
iZ2(/p+m)

p2 −m2 + iϵ + · · · , (10.72)

其中省略了多粒子态贡献。场强重整化常数 Z2 对应于物理质量为 m 的单粒子态的概率，满足

⟨0|ψ(0)
∣∣p+, λ

〉
=
√
Z2 u(p, λ), ⟨0| ψ̄(0)

∣∣p−, λ
〉
=
√
Z2 v̄(p, λ), (10.73)〈

p+, λ
∣∣ ψ̄(0) |0⟩ =√Z2 ū(p, λ),

〈
p−, λ

∣∣ψ(0) |0⟩ =√Z2 v(p, λ). (10.74)

相应地，存在渐近条件

lim
x0→−∞

⟨Ψ2|ψ(x) |Ψ1⟩ =
√
Z2 ⟨Ψ2|ψin(x) |Ψ1⟩ ,

lim
x0→+∞

⟨Ψ2|ψ(x) |Ψ1⟩ =
√
Z2 ⟨Ψ2|ψout(x) |Ψ1⟩ .

(10.75)
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10.3 Lehmann-Symanzik-Zimmermann 约化公式
(10.24) 式定义了实标量场 ϕ(x) 的两点关联函数 G(2)(x, y)，它是两个时空点处的场算符

ϕ(x) 和 ϕ(y) 的时序乘积的真空期待值 ⟨0|T[ϕ(x)ϕ(y)] |0⟩。类似地推广到 n 个时空点，将 n 点
关联函数定义为

G(n)(x1, · · · , xn) ≡ ⟨0|T[ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)] |0⟩ , (10.76)

它也称为 n 点 Green 函数。本节探讨这种多点关联函数与散射矩阵元之间的关系。
对于 n→ m散射过程，S 矩阵元由 (10.7)式给出，我们从入态中抽出第一个产生算符 a†p1,in，

得到

Sfi =
√

2Ep1 ⟨q1, · · · , qm; out| a†p1,in |p2, · · · , pn; in⟩

=
√

2Ep1 ⟨q1, · · · , qm; out| a†p1,out |p2, · · · , pn; in⟩

+
√

2Ep1 ⟨q1, · · · , qm; out| (a†p1,in − a
†
p1,out) |p2, · · · , pn; in⟩ . (10.77)

依次从第一项的出态中抽出各个湮灭算符，利用产生湮灭算符的对易关系 (2.122) 进行对易操
作，最后利用 ⟨0| a†p1,out = 0，将第一项化为√

2Ep1 ⟨q1, · · · , qm; out| a†p1,out |p2, · · · , pn; in⟩

=
√
4Eq1Ep1 ⟨q2, · · · qm; out| aq1,outa

†
p1,out |p2, · · · , pn; in⟩

=
√

4Eq1Ep1 ⟨q2, · · · qm; out| [a†p1,outaq1,out + (2π)3δ(3)(p1 − q1)] |p2, · · · , pn; in⟩

=
√
4Eq1Ep1 ⟨q2, · · · qm; out| a†p1,outaq1,out |p2, · · · , pn; in⟩

+2Eq1(2π)
3δ(3)(p1 − q1) ⟨q2, · · · qm; out | p2, · · · , pn; in⟩

=
√

8Eq1Eq2Ep1 ⟨q3, · · · qm; out| a†p1,outaq2,outaq1,out |p2, · · · , pn; in⟩

+2Eq2(2π)
3δ(3)(p1 − q2) ⟨q1, q3, · · · qm; out | p2, · · · , pn; in⟩

+2Eq1(2π)
3δ(3)(p1 − q1) ⟨q2, · · · qm; out | p2, · · · , pn; in⟩

= · · · =
m∑
k=1

2Eqk(2π)
3δ(3)(p1 − qk) ⟨q1, · · · , qk−1, qk+1, · · · qm; out | p2, · · · , pn; in⟩ . (10.78)

可见，如果出态中有一个动量 qk 与 p1 相同，则 (10.77) 式第一项约化为 (n− 1)→ (m− 1) 散
射矩阵元与 2Eqk(2π)

3δ(3)(p1 − qk) 的乘积，它意味着第 1 个入态粒子只发生自由运动，根本不
参与散射。为了避免处理这种可约化的情况，我们在下面的推导中假设 m 个出态粒子的动量与
n 个入态粒子的动量各不相同，从而 (10.77) 式中第一项的贡献为零，只需要考虑第二项，而且
(10.15) 式成立，可以用 T 矩阵元代替 S 矩阵元，即

iTfi = Sfi =
√

2Ep1 ⟨q1, · · · , qm; out| (a†p1,in − a
†
p1,out) |p2, · · · , pn; in⟩ . (10.79)

现在处理 (10.79) 式中的算符 a†p1,in − a
†
p1,out。由 (2.113) 式推出

a†p,in = − i√
2Ep

∫
d3x e−ip·x[∂0ϕin(x) + ip0ϕin(x)]
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= − i√
2Ep

∫
d3x [e−ip·x∂0ϕin(x)− ϕin(x)∂0e−ip·x]

= − i√
2Ep

∫
d3x e−ip·x←→∂x0ϕin(x), (10.80)

其中 ∂x0 ≡ ∂/∂x0。类似地，有

a†p,out = −
i√
2Ep

∫
d3x e−ip·x←→∂x0ϕout(x). (10.81)

从而

a†p1,in − a
†
p1,out =

i√
2Ep1

∫
d3x e−ip1·x←→∂x0 [ϕout(x)− ϕin(x)]

=
i√

2Ep1Z

(
lim

x0→+∞
− lim

x0→−∞

)∫
d3x e−ip1·x←→∂x0ϕ(x). (10.82)

第二步用到渐近条件 (10.70)。当然，(10.70)式在期待值层面上才成立，这里的算符 a†p1,in−a
†
p1,out

将被用到 (10.79) 式的期待值中，因而使用渐近条件 (10.70) 是合理的。我们为了书写方便没有
给上式添加相应的左矢和右矢。

利用积分公式∫ +∞

−∞
dx0 ∂x0f(x) = f(x)

∣∣∣x0→+∞

x0→−∞
=

(
lim

x0→+∞
− lim

x0→−∞

)
f(x) , (10.83)

将上面的三维积分 ∫
d3x 扩充成四维积分 ∫

d4x，推出

a†p1,in − a
†
p1,out =

i√
2Ep1Z

∫
d4x ∂x0 [e−ip1·x←→∂x0ϕ(x)]

=
i√

2Ep1Z

∫
d4x ∂x0 [e−ip1·x∂x0ϕ(x)− ∂x0e−ip1·xϕ(x)]

=
i√

2Ep1Z

∫
d4x [e−ip1·x∂2x0ϕ(x)− ∂2x0e−ip1·xϕ(x)] (10.84)

e−ip1·x 其实是 Klein-Gordon 方程的平面波解，回顾 (2.95) 式，有

(∂2x +m2)e−ip1·x = 0, (10.85)

故
∂2x0e−ip1·x = (∇2

x −m2)e−ip1·x. (10.86)

将上式代入，得到

a†p1,in − a
†
p1,out =

i√
2Ep1Z

∫
d4x [e−ip1·x∂2x0ϕ(x)− (∇2

x −m2)e−ip1·xϕ(x)]. (10.87)

被积函数中包含 Laplace 算符的项可化为

∇2
xe−ip1·xϕ(x) = ∇x · [∇xe−ip1·xϕ(x)]−∇xe−ip1·x · ∇xϕ(x)
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= ∇x · [∇xe−ip1·xϕ(x)]−∇x · [e−ip1·x∇xϕ(x)] + e−ip1·x∇2
xϕ(x), (10.88)

从而推出

a†p1,in − a
†
p1,out

=
i√

2Ep1Z

∫
d4x {e−ip1·x(∂2x0 −∇2

x +m2)ϕ(x)−∇x · [∇xe−ip1·xϕ(x)− e−ip1·x∇xϕ(x)]}

=
i√

2Ep1Z

∫
d4x e−ip1·x(∂2x +m2)ϕ(x), (10.89)

第二步丢弃了三维全散度项。代入到 (10.79) 式中，得

iTfi =
i√
Z

∫
d4x e−ip1·x(∂2x +m2) ⟨q1, · · · , qm; out|ϕ(x) |p2, · · · , pn; in⟩ . (10.90)

这样我们就在散射矩阵元中减少了一个动量为 p1 的入态粒子，把它转换成受到 Klein-
Gordon微分算符 (∂2x+m

2)作用的场算符 ϕ(x)的 Fourier 变换
∫

d4x e−ip1·x，并出现一个 i/
√
Z

因子。接下来重复这样的操作，依次减少散射矩阵元中的每个粒子，转化成用场算符表达的结
果。

将动量为 p2 的入态粒子的产生算符抽出来，得

iTfi =
i
√

2Ep2√
Z

∫
d4x e−ip1·x(∂2x +m2) ⟨q1, · · · , qm; out|ϕ(x)a†p2,in |p3, · · · , pn; in⟩ . (10.91)

由 (10.80) 式推出

ϕ(x)a†p2,in = − i√
2Ep2

∫
d3y e−ip2·y←→∂y0 [ϕ(x)ϕin(y)]

= − i√
2Ep2Z

lim
y0→−∞

∫
d3y e−ip2·y←→∂y0 [ϕ(x)ϕ(y)] = −

i√
2Ep2Z

lim
y0→−∞

∫
d3y e−ip2·y←→∂y0T[ϕ(x)ϕ(y)]

=
i√

2Ep2Z

∫
d4y ∂y0

{
e−ip2·y←→∂y0T[ϕ(x)ϕ(y)]

}
− i√

2Ep2Z
lim

y0→+∞

∫
d3y e−ip2·y←→∂y0T[ϕ(x)ϕ(y)].

(10.92)

上面第二步采用渐近条件 (10.70)；由于 y0 → −∞ 时必有 x0 > y0，可将 ϕ(x)ϕ(y) 改写成时序
乘积 T[ϕ(x)ϕ(y)]，得到第三步结果；第四步用到积分公式 (10.83)。参考从 (10.84)式到 (10.89)
式的推导过程，将上式第一项化为

i√
2Ep2Z

∫
d4y ∂y0

{
e−ip2·y←→∂y0T[ϕ(x)ϕ(y)]

}
=

i√
2Ep2Z

∫
d4y e−ip2·y(∂2y +m2)T[ϕ(x)ϕ(y)];

(10.93)
第二项变成

− i√
2Ep2Z

lim
y0→+∞

∫
d3y e−ip2·y←→∂y0T[ϕ(x)ϕ(y)] = −

i√
2Ep2Z

lim
y0→+∞

∫
d3y e−ip2·y←→∂y0ϕ(y)ϕ(x)
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= − i√
2Ep2

∫
d3y e−ip2·y←→∂y0ϕout(y)ϕ(x) = a†p2,outϕ(x), (10.94)

第一步用到 y0 → +∞时必有 y0 > x0 的情况，第二步用到渐近条件 (10.70)，第三步用到 (10.81)
式。从而给出

ϕ(x)a†p2,in =
i√

2Ep2Z

∫
d4y e−ip2·y(∂2y +m2)T[ϕ(x)ϕ(y)] + a†p2,outϕ(x), (10.95)

代入到 (10.91) 式中，第二项贡献为零，得

iTfi =
(

i√
Z

)2 ∫
d4x d4y e−i(p1·x+p2·y)

×(∂2x +m2)(∂2y +m2) ⟨q1, · · · , qm; out|T[ϕ(x)ϕ(y)] |p3, · · · , pn; in⟩ . (10.96)

按照上述做法依次处理入态中剩余的粒子，推出

iTfi =
∫ [ n∏

i=1

d4xi
i e−ipi·xi(∂2xi +m2)

√
Z

]
⟨q1, · · · , qm; out|T[ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)] |0⟩ . (10.97)

下面处理出态中的粒子。将动量为 q1 的出态粒子的湮灭算符抽出来，得

iTfi =
√

2Eq1

∫ [ n∏
i=1

d4xi
i e−ipi·xi(∂2xi +m2)

√
Z

]
⟨q2, · · · , qm; out| aq1,outT[ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)] |0⟩ .

(10.98)
由 (2.112) 式推出

ap,out =
i√
2Ep

∫
d3x eip·x[∂x0ϕout(x)− ip0ϕout(x)] =

i√
2Ep

∫
d3x eip·x←→∂x0ϕout(x), (10.99)

故

aq1,outT[ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)] =
i√
2Eq1

∫
d3y eiq1·y←→∂y0ϕout(y)T[ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)]

=
i√

2Eq1Z
lim

y0→+∞

∫
d3y eiq1·y←→∂y0ϕ(y)T[ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)]

=
i√

2Eq1Z
lim

y0→+∞

∫
d3y eiq1·y←→∂y0T[ϕ(y)ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)]

=
i√

2Eq1Z

∫
d4y ∂y0

{
eiq1·y←→∂y0T[ϕ(y)ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)]

}
+

i√
2Eq1Z

lim
y0→−∞

∫
d3y eiq1·y←→∂y0{T[ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)]ϕ(y)}

=
i√

2Eq1Z

∫
d4y eiq1·y(∂2y +m2)T[ϕ(y)ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)]

+T[ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)]aq1,in . (10.100)
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将上式代入到 (10.98) 式中，第二项没有贡献，得

iTfi =
i√
Z

∫
d4y eiq1·y(∂2y +m2)

[
n∏
i=1

d4xi
i e−ipi·xi(∂2xi +m2)

√
Z

]
×⟨q2, · · · , qm; out|T[ϕ(y)ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)] |0⟩ . (10.101)

依次处理出态中剩余粒子，推出实标量场的 Lehmann-Symanzik-Zimmermann (LSZ)
约化公式 [50]

iTfi = ⟨q1, · · · , qm; out | p1, · · · , pn; in⟩

=

∫ [ m∏
j=1

d4yj
i eiqj ·yj(∂2yj +m2)

√
Z

][
n∏
i=1

d4xi
i e−ipi·xi(∂2xi +m2)

√
Z

]
× ⟨0|T[ϕ(y1) · · ·ϕ(ym)ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)] |0⟩ .

(10.102)

这个公式表明，n→ m 散射矩阵元由 (n+m) 点关联函数 G(n+m)(x1, · · · , xn, y1, · · · , ym) 决定。
对于一个动量为 pi 的入态粒子，需要对 (n+m) 点关联函数中的一个实标量场算符 ϕ(xi) 应用
Klein-Gordon 微分算符 (∂2xi +m2)，作 Fourier 变换

∫
d4xi e−ipi·xi，再乘上一个 i/

√
Z 因子；对

于一个动量为 qj 的出态粒子，需要对 (n + m) 点关联函数中的一个实标量场算符 ϕ(yj) 应用
Klein-Gordon 微分算符 (∂2yj +m2)，作 Fourier 变换

∫
d4yj eiqj ·yj，再乘上一个 i/

√
Z 因子。

在 LSZ 约化公式 (10.102) 中，入态粒子和出态粒子仅由 Fourier 变换因子指数上的正负号
来区分。如果要把一个动量为 pµ 的粒子从入态移动到出态，变换成动量为 kµ 的反粒子，相应
的 T 矩阵元只需要对原来的 T 矩阵元作动量替换 pµ → −kµ 来得到，这就是由 (8.287) 式描述
的交叉对称性。

利用分部积分，可以将 (10.102)式中的各个 Klein-Gordon微分算符作用到平面波解 e−ipi·xi

或 eiqj ·yj 上面。具体来说，注意到

e−ip·x∂2ϕ(x) = ∂µ[e−ip·x∂µϕ(x)]− (∂µe−ip·x)∂µϕ(x)

= ∂µ[e−ip·x∂µϕ(x)]− ∂µ[(∂µe−ip·x)ϕ(x)] + (∂2e−ip·x)ϕ(x)

= ∂µ[e−ip·x∂µϕ(x)− (∂µe−ip·x)ϕ(x)]− p2e−ip·xϕ(x), (10.103)

其中第一项是对全时空积分没有贡献的四维全散度，从而在 (10.102) 式中可作替换

e−ipi·xi(∂2xi +m2)→ −e−ipi·xi(p2i −m2). (10.104)

类似地，也可作替换
eiqj ·yj(∂2yj +m2)→ −eiqj ·yj(q2j −m2). (10.105)

于是，LSZ 约化公式 (10.102) 可改写为

iTfi =
∫ [ m∏

j=1

d4yj
−i eiqj ·yj(q2j −m2)

√
Z

][
n∏
i=1

d4xi
−i e−ipi·xi(p2i −m2)√

Z

]
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×⟨0|T[ϕ(y1) · · ·ϕ(ym)ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)]|0⟩. (10.106)

引入动量空间中的 n 点关联函数，它是 n 点关联函数 (10.76) 的 Fourier 变换，即

G̃(n)(p1, · · · , pn) ≡
∫ ( n∏

i=1

d4xi eipi·xi

)
⟨0|T[ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)]|0⟩. (10.107)

由此将 (10.106) 式简化为

iTfi =
[
m∏
j=1

−i(q2j −m2)
√
Z

][
n∏
i=1

−i(p2i −m2)√
Z

]
G̃(n+m)(q1, · · · , qm,−p1, · · · ,−pn). (10.108)

可见，T 矩阵元与动量空间中的多点关联函数有着非常直接的联系，入射粒子动量 pi 和出射
粒子动量 qj 在后者里面具有相反的符号。由于入射和出射粒子都满足质壳条件，上式中所有的
(p2i−m2)和 (q2j−m2)因子都等于零。因此，非平庸的 Tfi意味着 G̃(n+m)(p1, · · · , pn,−q1, · · · ,−qm)
必须在所有 p2i = m2 和 q2j = m2 处都存在单极点。从而，T 矩阵元正比于动量空间多点关联函
数的多重留数。

现在研究动量空间中多点关联函数的极点结构。利用完备性关系 (10.25) 在 (10.107) 式中
插入完备集 {|Ψ⟩}，得

G̃(n)(p1, · · · , pn) =
∑
Ψ

∫ ( n∏
i=1

d4xi eipi·xi

)
⟨0|ϕ(x1) |Ψ⟩ ⟨Ψ|T[ϕ(x2) · · ·ϕ(xn)] |0⟩ θ(x01 − τ) + · · · ,

(10.109)
其中 τ = max(x02, · · · , x0n) 是 x02, · · · , x0n 中的最大值。这里只保留 x01 为最大时刻的项，其它项
省略不写。考虑单粒子态 |Ψ⟩ = |p⟩ 的贡献，由 (10.65) 式得

⟨0|ϕ(x1) |p⟩ = ⟨p|ϕ(x1) |0⟩∗ =
√
Z e−ip·x1 , (10.110)

并注意对单粒子态的求和方法 (10.52)，则 (10.109) 式的保留项包含以下积分，

I1 =

∫ d3p d4x1
(2π)32Ep

eip1·x1 ⟨0|ϕ(x1) |p⟩ θ(x01 − τ) =
√
Z

∫ d3p d4x1
(2π)32Ep

ei(p1−p)·x1θ(x01 − τ)

=
√
Z

∫ d3p d3x1
(2π)32Ep

e−i(p1−p)·x1
∫ ∞

τ

dx01 ei(p01−Ep)x01

=
√
Z

∫ d3p

2Ep
δ(3)(p1 − p)

∫ ∞

τ

dx01 ei(p01−Ep)x01 , (10.111)

第三步用了质壳条件 p0 = Ep =
√
|p|2 +m2，第四步用到 (2.68) 式。

I1 里面对 x01 的积分具有 ∫ ∞

τ

dt eiωt (10.112)
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的形式，但这样的积分并不收敛。为了得到收敛的结果，我们在被积函数中引进指数衰减因子
e−ϵt，其中无穷小量 ϵ > 0，使得∫ ∞

τ

dt eiωt →
∫ ∞

τ

dt eiωt−ϵt =
ei(ω+iϵ)t

i(ω + iϵ)

∣∣∣∣∞
τ

= − ei(ω+iϵ)τ

i(ω + iϵ) =
i

ω + iϵ eiωτ . (10.113)

从而，I1 变成

I1 →
√
Z

∫ d3p

2Ep
δ(3)(p1 − p)

∫ ∞

τ

dx01 ei(p01−Ep)x01−ϵx01

=
√
Z

∫ d3p

2Ep
δ(3)(p1 − p) i

p01 − Ep + iϵ ei(p01−Ep)τ =
1

2Ep1

i
√
Z

p01 − Ep1 + iϵ ei(p01−Ep1 )τ . (10.114)

可见，I1 包含因子

1

2Ep1

i
√
Z

p01 − Ep1 + iϵ =
p01 + Ep1

2Ep1

i
√
Z

(p01 − Ep1)(p
0
1 + Ep1) + iϵ(p01 + Ep1)

=
p01 + Ep1

2Ep1

i
√
Z

p21 −m2 + iϵ(p01 + Ep1)

p01→Ep1−−−−→ i
√
Z

p21 −m2 + iϵ , (10.115)

注意第二步分母中 ϵ(p01 + Ep1) > 0 作为无穷小量等价于 ϵ。因此，在 p01 → Ep1 处单粒子态对
(10.109) 式保留项贡献一个 i

√
Z/(p21 −m2 + iϵ) 因子。

将类似讨论应用到 G̃(n)(p1, · · · , pn)中其它时空坐标的积分，得到一系列 i
√
Z/(p2i −m2+ iϵ)

因子。结合 (10.108) 式，我们得知动量空间中 (n+m) 点关联函数在 p0i → Epi
, q0j → Eqj 处的

极点结构为

G̃(n+m)(q1, · · · , qm,−p1, · · · ,−pn)
p0i→Epi−−−−→
q0j→Eqj

(
m∏
j=1

i
√
Z

q2j −m2 + iϵ

)(
n∏
i=1

i
√
Z

p2i −m2 + iϵ

)
iTfi,

(10.116)
这是 LSZ 约化公式的另一种表述方式。可见，每个粒子对应的极点结构跟动量空间中 Feynman
传播子 (10.41) 形式类似，但还出现了场强重整化的贡献 √Z。

对于 Dirac 旋量场 ψ(x)，考虑入态有一对正反费米子，出态也有一对正反费米子，则 LSZ
约化公式的形式为

〈
q+
1 , λ

′
1; q−

2 , λ
′
2; out | p+

1 , λ1; p−
2 , λ2; in

〉
=

∫
d4y1 d4y2 d4x1 d4x2

−i eiq1·y1
√
Z2

[ū(q1, λ
′
1)(i/∂y1 −m)]b1

−i eiq2·y2
√
Z2

[(i/∂y2 +m)v(q2, λ
′
2)]b2

× i e−ip1·x1
√
Z2

[(i/∂x1 +m)u(p1, λ1)]a1
i e−ip2·x2
√
Z2

[v̄(p2, λ2)(i/∂x2 −m)]a2

× ⟨0|T[ψb1(y1)ψ̄b2(y2)ψ̄a1(x1)ψa2(x2)] |0⟩ .

(10.117)



– 440 – 第 10 章 散射矩阵元与多点关联函数

10.4 多点关联函数的微扰论
第 6、7 章借助相互作用绘景讨论了用微扰论处理散射矩阵的方法，引进了 Feynman 图和

Feynman 规则。既然 LSZ 约化公式将散射矩阵与多点关联函数联系起来，我们也可以将微扰论
研究转移到多点关联函数上面，从而得到与前述章节一致的结论，并为高阶计算和重整化过程
作铺垫。

我们仍然以实标量场为例进行讨论。n 点关联函数 (10.76) 是用 Heisenberg 绘景中的场算
符 ϕ(x) 定义的，但存在相互作用时我们不知道如何将 ϕ(x) 精确地表达出来，因而需要把它转
化成渐近场 ϕin(x) 或 ϕout(x) 来处理。渐近场相当于具有物理质量 m 的自由场，它们在本章讨
论中取代了原先由相互作用绘景的场算符所扮演的角色。类似于 Heisenberg 绘景与相互作用绘
景之间的变换关系 (6.31)，我们假设 ϕ(x) 与 ϕin(x) 由含时幺正算符 W (t) 联系起来：

ϕ(x) = W †(t)ϕin(x)W (t), π(x) = W †(t)πin(x)W (t), (10.118)

其中 π(x) 和 πin(x) 分别是 ϕ(x) 与 ϕin(x) 对应的共轭动量密度。
将系统的哈密顿量分解为

H(ϕ, π) = H0(ϕ, π) +H1(ϕ, π), (10.119)

其中 H0 是自由部分，H1 是相互作用部分。它们一般可表达为 ϕ、π 和 ∇ϕ 的多项式的全空间
积分，就像 (2.124) 式那样。根据 Heisenberg 运动方程 (2.43)，ϕ(x) 满足

i∂0ϕ = [ϕ,H(ϕ, π)]. (10.120)

类似地，ϕin(x) 的运动方程是
i∂0ϕin = [ϕin, Hin(ϕin, πin)], (10.121)

其中渐近哈密顿量 Hin(ϕin, πin) 与 H0(ϕin, πin) 形式相同，但需要将 H0 中的裸质量 m0 换成物
理质量 m。比如，在实标量场的 ϕ4 理论 (6.5) 中，

H0(ϕ, π) =
1

2

∫
d3x [π2 + (∇ϕ)2 +m2

0ϕ
2], H1(ϕ, π) =

λ

4!

∫
d3xϕ4, (10.122)

而渐近哈密顿量为
Hin(ϕin, πin) =

1

2

∫
d3x [π2

in + (∇ϕin)
2 +m2ϕ2

in]. (10.123)

(10.118) 第一式两边对时间求导，有

i∂0ϕ = i(∂0W †)ϕinW + iW †(∂0ϕin)W + iW †ϕin∂0W. (10.124)

由 W (t) 算符的幺正性条件 W †W = I 得到 0 = ∂0(W
†W ) = (∂0W

†)W +W †∂0W ，即

∂0W
† = −W †(∂0W )W †. (10.125)
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从而，利用 ϕ(x) 和 ϕin(x) 的运动方程 (10.120) 和 (10.121) 推出

[ϕ,H(ϕ, π)] = i∂0ϕ = −iW †(∂0W )W †ϕinW +W †[ϕin, Hin(ϕin, πin)]W + iW †ϕin∂0W. (10.126)

左边乘以 W ，右边乘以 W †，得

W [ϕ,H(ϕ, π)]W † = −i(∂0W )W †ϕin + [ϕin, Hin(ϕin, πin)] + iϕin(∂0W )W †. (10.127)

注意 (10.118) 式等价于

ϕin(x) = W (t)ϕ(x)W †(t), πin(x) = W (t)π(x)W †(t), (10.128)

而 H(ϕ, π) 是 ϕ、π 和 ∇ϕ 的多项式的积分，在里面所有相邻算符之间插入 W †W = I，推出

WH(ϕ, π)W † = H(ϕin, πin), (10.129)

于是将 (10.127) 式化为

[ϕin, H(ϕin, πin)] = −i[(∂0W )W †, ϕin] + [ϕin, Hin(ϕin, πin)] (10.130)

这意味着
[i(∂0W )W † − H̃1(ϕin, πin), ϕin] = 0, (10.131)

其中
H̃1(ϕin, πin) ≡ H(ϕin, πin)−Hin(ϕin, πin). (10.132)

将 ϕ 和 ϕin 替换成 π 和 πin，重复上述推导过程，得到

[i(∂0W )W † − H̃1(ϕin, πin), πin] = 0. (10.133)

由于物理质量 m 与裸质量 m0 不同，这里定义的 H̃1(ϕin, πin) 也与 H1(ϕin, πin) 有所差别。
此外，如果相互作用项不包含 ϕ(x) 的时空导数 ∂µϕ，则 H̃1(ϕin, πin) 不依赖于 πin(x)，只依赖
于 ϕin(x)。下面只考虑这种情况，将它改记为 H̃1(ϕin)。比如，在 ϕ4 理论中，根据 (10.122) 和
(10.123) 式，有

H̃1(ϕin) =

∫
d3x

[
1

2
(m2

0 −m2)ϕ2
in +

λ

4!
ϕ4

in

]
=

∫
d3x

(
1

2
δm2ϕ2

in +
λ

4!
ϕ4

in

)
, (10.134)

其中
δm2 ≡ m2

0 −m2 (10.135)

是裸质量与物理质量的平方差。
(10.131) 和 (10.133) 式表明，算符 A ≡ i(∂0W )W †− H̃1(ϕin) 与 ϕin、πin 都是对易的。由于

ϕin 和 πin 是系统的正则变量，用它们可以构建一组算符完备集，而这组完备集中的任意算符都
与 A 对易。这说明算符 A 必定正比于恒等算符 I，即

i(∂0W )W † − H̃1(ϕin) = c(t) I, (10.136)
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其中系数 c(t) 是时间 t 的 c 数函数。将上式改写一下，得到 W (t) 的运动方程

i∂0W = H̃c
1(t)W, (10.137)

其中
H̃c

1(t) ≡ H̃1(ϕin) + c(t) (10.138)

是用入场 ϕin(x)表达出来的时间 t的函数。这个方程与 6.2节中时间演化算符的微分方程 (6.104)
形式相同，采用类似的求解方法，将解表达为

W (t) = W (t0)− i
∫ t

t0

dt1 H̃c
1(t1)W (t1), (10.139)

重复迭代，利用时序乘积得到

W (t) =
∞∑
n=0

(−i)n
n!

∫ t

t0

dt1 · · ·
∫ t

t0

dtn T[H̃c
1(t1) · · · H̃c

1(tn)]W (t0) (10.140)

= T exp
[
−i
∫ t

t0

dt′ H̃c
1(t

′)

]
W (t0). (10.141)

在 6.2 节中，时间演化算符 U(t, t0) 由联系 Heisenberg 绘景和相互作用绘景的含时幺正算
符 V (t) 通过 (6.95) 式给出。现在渐近场 ϕin(x) 扮演了相互作用绘景的场算符的角色，因此应
该用 W (t) 取代 V (t)，将时间演化算符定义为

U(t, t0) ≡ W (t)W †(t0) = T exp
[
−i
∫ t

t0

dt′ H̃c
1(t

′)

]
. (10.142)

这个结果与 (6.119) 式类似，也是一个 Dyson 级数，只不过 H̃c
1(t

′) 取代了 H I
1(t

′)。这样定义的
时间演化算符仍然具有 6.2 节所描述的性质。

接下来用渐近场来表达 n 点关联函数，由变换关系 (10.118) 得

G(n)(x1, · · · , xn) = ⟨0|T[ϕ(x1)ϕ(x2) · · ·ϕ(xn)] |0⟩
= ⟨0|T[W †(t1)ϕin(x1)W (t1)W

†(t2)ϕin(x2)W (t2) · · ·W †(tn)ϕin(xn)W (tn)] |0⟩

= ⟨0|T[W †(+∞)W (+∞)W †(t1)ϕin(x1)W (t1)W
†(t2)ϕin(x2)W (t2)

× · · ·W †(tn)ϕin(xn)W (tn)W
†(−∞)W (−∞)] |0⟩

= ⟨0|W †(+∞)T[U(+∞, t1)ϕin(x1)U(t1, t2)ϕin(x2)

× · · ·U(tn−1, tn)ϕin(xn)U(tn,−∞)]W (−∞) |0⟩ . (10.143)

第三步在方括号中最左和最右分别插入了 W †(+∞)W (+∞) = I 和 W †(−∞)W (−∞) = I，最
后一步改写成时间演化算符的形式。由于时序乘积里面的含时算符能够任意移动，可以让里面
的时间演化算符相邻排列，再由乘法规则 (6.97) 得到

U(+∞, t1)U(t1, t2) · · ·U(tn−1, tn)U(tn,−∞) = U(+∞,−∞), (10.144)
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从而推出

G(n)(x1, · · · , xn) = ⟨0|W †(+∞)T[ϕin(x1) · · ·ϕin(xn)U(+∞,−∞)]W (−∞) |0⟩ . (10.145)

现在需要知道 W (+∞) 和 W (−∞) 对真空态 |0⟩ 作用的结果。设 |Ψp; in⟩ 是包含一个四维
动量为 pµ 的粒子的任意入态，表达为

|Ψp; in⟩ =
√
2Ep a

†
p,in |Ψ; in⟩ , (10.146)

其中 |Ψ; in⟩ 包含除这个粒子之外的其它成分。将 (10.99) 式改为对入算符使用，得

ap,in =
i√
2Ep

∫
d3x eip·x←→∂0 ϕin(x), (10.147)

从而 W (−∞) |0⟩ 与 |Ψp; in⟩ 的内积为

⟨Ψp; in|W (−∞) |0⟩ =
√

2Ep ⟨Ψ; in| ap,inW (−∞) |0⟩ = i
∫

d3x eip·x←→∂0 ⟨Ψ; in|ϕin(x)W (−∞) |0⟩

= i
∫

d3x eip·x←→∂0 ⟨Ψ; in|W (t)ϕ(x)W †(t)W (−∞) |0⟩ , (10.148)

最后一步用了变换关系 (10.128)。对上式取 t→ −∞ 的极限，由渐近条件 (10.70) 得

⟨Ψp; in|W (−∞) |0⟩ = i
√
Z lim
t→−∞

∫
d3x eip·x←→∂0 ⟨Ψ; in|W (t)ϕin(x)W

†(t)W (−∞) |0⟩ , (10.149)

其中

eip·x←→∂0 [W (t)ϕin(x)W
†(t)] = eip·x∂0W (t)ϕin(x)W

†(t) + eip·xW (t)∂0ϕin(x)W
†(t)

+ eip·xW (t)ϕin(x)∂0W
†(t)− (∂0eip·x)W (t)ϕin(x)W

†(t)

= W (t)[eip·x←→∂0 ϕin(x)]W
†(t)

+ eip·x[∂0W (t)ϕin(x)W
†(t) +W (t)ϕin(x)∂0W

†(t)], (10.150)

故

⟨Ψp; in|W (−∞) |0⟩

= i
√
Z lim
t→−∞

∫
d3x ⟨Ψ; in|W (t)[eip·x←→∂0 ϕin(x)]W

†(t)W (−∞) |0⟩

+ i
√
Z lim
t→−∞

∫
d3x eip·x ⟨Ψ; in| [∂0W (t)ϕin(x)W

†(t) +W (t)ϕin(x)∂0W
†(t)]W (−∞) |0⟩

=
√

2EpZ ⟨Ψ; in|W (−∞)ap,in |0⟩

+ i lim
t→−∞

∫
d3x eip·x ⟨Ψ; in| [∂0W (t)ϕ(x) +W (t)ϕ(x)∂0W

†(t)W (t)] |0⟩ . (10.151)

第一项的推导用到 (10.147) 式和 W †(−∞)W (−∞) = I，由于 ap,in |0⟩ = 0，此项贡献为零。第
二项的推导用到渐近条件 (10.70)。根据变换关系 (10.118)，第二项中的算符化为

∂0W (t)ϕ(x) +W (t)ϕ(x)∂0W
†(t)W (t)
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= ∂0W (t)W †(t)ϕin(x)W (t) + ϕin(x)W (t)∂0W
†(t)W (t)

= ∂0W (t)W †(t)ϕin(x)W (t) + ϕin(x){∂0[W (t)W †(t)]− ∂0W (t)W †(t)}W (t)

= [∂0W (t)W †(t), ϕin(x)]W (t) = −i[H̃c
1(t), ϕin(x)]W (t), (10.152)

注意第二步中 W (t)W †(t) = I。最后一步用到由运动方程 (10.137) 推出的 ∂0W (t)W †(t) =

−iH̃c
1(t)。我们已经假设 H̃c

1(t) 只依赖于 ϕin(x)，因此等时对易关系保证 [H̃c
1(t), ϕin(x)] = 0，

从而 (10.151) 式第二项的贡献也是零。于是

⟨Ψp; in|W (−∞) |0⟩ = 0. (10.153)

由于 |Ψp; in⟩ 是至少包含一个粒子的任意入态，上式表明态矢 W (−∞) |0⟩ 不包含任何粒子，它
至多与真空态相差一个相位因子 c−，即

W (−∞) |0⟩ = c− |0⟩ . (10.154)

类似地，可以推出
W (+∞) |0⟩ = c+ |0⟩ , (10.155)

其中 c+ 是另一个相位因子。
由真空态的归一化条件和 W (t) 的幺正性得

1 = ⟨0|0⟩ = ⟨0|W †(+∞)W (+∞)W †(−∞)W (−∞) |0⟩

= ⟨0|W †(+∞)U(+∞,−∞)W (−∞) |0⟩ = c∗+c− ⟨0|U(+∞,−∞) |0⟩ , (10.156)

故
c∗+c− =

1

⟨0|U(+∞,−∞) |0⟩
. (10.157)

结合 Dyson 级数 (10.142)，(10.145) 式化为

G(n)(x1, · · · , xn) = c∗+c− ⟨0|T[ϕin(x1) · · ·ϕin(xn)U(+∞,−∞)] |0⟩

=
⟨0|T

{
ϕin(x1) · · ·ϕin(xn) exp

[
−i
∫∞
−∞ dt H̃c

1(t)
]}
|0⟩

⟨0|T exp
[
−i
∫∞
−∞ dt H̃c

1(t)
]
|0⟩

. (10.158)

将 (10.138) 式代入上式的分子和分母中，则 H̃c
1(t) 中的 c(t) 贡献一个因子 exp

[
−i
∫∞
−∞ dt c(t)

]
。

分子和分母中的这个共同因子相互抵消，因此 c(t) 实际上对 n 点关联函数没有贡献，可以用
(10.132) 式定义的 H̃1(t) = H̃1(ϕin) 替代 H̃c

1(t)，得

G(n)(x1, · · · , xn) =
1

N
⟨0|T

{
ϕin(x1) · · ·ϕin(xn) exp

[
−i
∫ ∞

−∞
dt H̃1(t)

]}
|0⟩ , (10.159)

其中归一化因子
N ≡ ⟨0|T exp

[
−i
∫ ∞

−∞
dt H̃1(t)

]
|0⟩ (10.160)
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只是一个相位因子。
设 H̃1(x) 是 H̃1(t) 的空间密度，它是用渐近场 ϕin(x) 表达的，满足

H̃1(t) =

∫
d3x H̃1(x). (10.161)

把上式代入到 (10.159) 式中，将指数函数展开，得到 n 点关联函数的微扰级数

G(n)(x1, · · · , xn) =
1

N
⟨0|T

{
ϕin(x1) · · ·ϕin(xn) exp

[
−i
∫

d4x H̃1(x)

]}
|0⟩

=
1

N

∞∑
k=0

(−i)k
k!

∫
d4y1 · · · d4yk ⟨0|T[ϕin(x1) · · ·ϕin(xn)H̃1(y1) · · · H̃1(yk)] |0⟩ ,

(10.162)

其中归一化因子展开为

N = ⟨0|T exp
[
−i
∫

d4x H̃1(x)

]
|0⟩

=
∞∑
k=0

(−i)k
k!

∫
d4y1 · · · d4yk ⟨0|T[H̃1(y1) · · · H̃1(yk)] |0⟩ .

(10.163)

可以利用 Wick 定理处理这个微扰级数，并导出 Feynman 图。

10.5 多点关联函数的 Feynman 图
本节在 ϕ4 理论中讨论多点关联函数的微扰论，并画出 Feynman 图。根据 (10.134) 式，ϕ4

理论的 H̃1(x) 分为两个部分，
H̃1(x) = Hδm2(x) +Hλ(x), (10.164)

其中

Hδm2(x) ≡ 1

2
δm2ϕ2

in(x), (10.165)

Hλ(x) ≡
λ

4!
ϕ4

in(x). (10.166)

可见，H̃1(x) 中除了 ϕ4 相互作用项 Hλ 之外，还出现了 ϕin 的二次项 Hδm2，它跟质量重整化
(mass renormalization)有关。根据 7.3节讨论，Hλ 在位置空间中给出的顶点规则为 (7.117)，类
似地，Hδm2 对应的位置空间“顶点规则”是

x

= −iδm2

∫
d4x , (10.167)
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相应的动量空间规则为

= −iδm2. (10.168)

现在将两点关联函数 G(2)(x1, x2) 与归一化因子 N 的乘积展开，得

NG(2)(x1, x2) = ⟨0|T
{
ϕin(x1)ϕin(x2) exp

[
−i
∫

d4x H̃1(x)

]}
|0⟩

= ⟨0|T[ϕin(x1)ϕin(x2)] |0⟩ −
iδm2

2

∫
d4x ⟨0|T[ϕin(x1)ϕin(x2)ϕ

2
in(x)] |0⟩

− iλ
4!

∫
d4x ⟨0|T[ϕin(x1)ϕin(x2)ϕ

4
in(x)] |0⟩+ · · · , (10.169)

这里省略了高阶贡献。下面处理前三项中的真空期待值，应用 Wick 定理 (6.166) 将时序乘积转
化为正规乘积。(6.144) 式表明，任意多个场算符的正规乘积的真空期待值为零，因此，只有正
规乘积中所有的场算符都发生了缩并，才能得到非平庸的结果，我们称这种情况为完全缩并。

(10.169) 式第一项是 6.4.1 小节讨论的实标量场 Feynman 传播子，

⟨0|T[ϕin(x1)ϕin(x2)] |0⟩ = ⟨0|N[ϕin(x1)ϕin(x2)] |0⟩ = DF(x1 − x2) = D12. (10.170)

为便于书写，这里引进 Feynman 传播子的缩写记号，定义为

Dij ≡ DF(xi − xj) = Dji, Dxy ≡ DF(x− y) = Dyx, Dix ≡ DF(xi − x) = Dxi. (10.171)

(10.169) 式第二项和第三项中的真空期待值分解为

⟨0|T[ϕin(x1)ϕin(x2)ϕ
2
in(x)] |0⟩ = A2

2 ⟨0|N[ϕin(x1)ϕin(x2)ϕin(x)ϕin(x)] |0⟩

+ ⟨0|N[ϕin(x1)ϕin(x2)ϕin(x)ϕin(x)] |0⟩

= 2D1xDx2 +D12Dxx, (10.172)

⟨0|T[ϕin(x1)ϕin(x2)ϕ
4
in(x)] |0⟩ = C2

4A
2
2 ⟨0|N[ϕin(x1)ϕin(x2)ϕin(x)ϕin(x)ϕin(x)ϕin(x)] |0⟩

+C1
3 ⟨0|N[ϕin(x1)ϕin(x2)ϕin(x)ϕin(x)ϕin(x)ϕin(x)] |0⟩

= 12D1xDxxDx2 + 3D12DxxDxx. (10.173)

将这些结果代回 (10.169) 式，得

NG(2)(x1, x2) = D12 − iδm2

∫
d4x

(
D1xDx2 +

1

2
D12Dxx

)
− iλ

∫
d4x

(
1

2
D1xDxxDx2 +

1

8
D12DxxDxx

)
+ · · ·

= x1 x2 +
x

x1 x2 +
x

x1 x2
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+
x1 x2

x

+
x1 x2

x + · · ·

= x1 x2 ×

 1 + x +
x



+
x

x1 x2 +
x1 x2

x

+ · · · (10.174)

第二步根据位置空间 Feynman 规则画出相应的 Feynman 图，而第一步中 3 个分数因子的分
母正是 Feynman 图的对称性因子。2 点关联函数 G(2)(x1, x2) 的宗量是两个时空点 xµ1 和 xµ2，
称为外点 (external point)，在多点关联函数的 Feynman 图中用圆点表示。一般地，n 点关联
函数 G(n)(x1, · · · , xn) 描述 n 个外点之间的关联，根据 LSZ 约化公式 (10.102)，这 n 个外点
对应于 T 矩阵元相应 Feynman 图中的 n 条外线。第一步有 3 项包含 D12，它在第二步中对
应于从 x1 到 x2 的 Feynman 传播子，在第三步中合并这 3 个同类项，将共同因子 D12 的图形
提取出来，得到圆括号中的 1 加上两个气泡图。气泡图的特点是不与任何外点相连。像第二步
第一、第二、第四幅图这样，将各个外点都连接起来且不包含气泡图的 Feynman 图称为连通图
(connected diagram)。可见，第三步第一项因式分解为连通图与 1 加两个气泡图的乘积，这样
的因子化 (factorization) 是普遍的，下面作一般论述。

归一化因子 N 的表达式 (10.163) 中对所有时空点都进行积分，而相应的 Feynman 图不包
含任何外点，必然对应着各种各样的气泡图。我们可以认为 N 描述了从真空态到真空态之间的
跃迁过程。在 ϕ4 理论中，有

N = ⟨0|T exp
{
−i
∫

d4x

[
1

2
δm2ϕ2

in(x) +
λ

4!
ϕ4

in(x)

]}
|0⟩

= 1 + + + +

+ + + + + · · · (10.175)

这里前三项正是 NG(2)(x1, x2) 表达式 (10.174) 倒数第二行圆括号中的项。由此可以猜测，
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n 点关联函数 (10.162) 中的 1/N 因子正好抵消了所有气泡图对真空期待值

⟨0|T
{
ϕin(x1) · · ·ϕin(xn) exp

[
−i
∫

d4x H̃1(x)

]}
|0⟩ 的贡献，故相关 Feynman 图

都是连通图。

接下来给出证明。
证明 将 (10.162) 式化为

NG(n)(x1, · · · , xn)

=
∞∑
k=0

(−i)k
k!

∫
d4y1 · · · d4yk ⟨0|T[ϕin(x1) · · ·ϕin(xn)H̃1(y1) · · · H̃1(yk)] |0⟩

=
∞∑
k=0

(−i)k
k!

∫
d4y1 · · · d4yk

k∑
j=0

k!

j!(k − j)!

×⟨0|N[ϕin(x1) · · ·ϕin(xn)H̃1(y1) · · · H̃1(yk−j) 的所有完全缩并] |0⟩

× ⟨0|N[H̃1(yk−j+1) · · · H̃1(yk) 的所有完全缩并] |0⟩

=
∞∑
k=0

∞∑
j=0

(−i)k−j
(k − j)!

(−i)j
j!

×
∫

d4y1 · · · d4yk−j ⟨0|N[ϕin(x1) · · ·ϕin(xn)H̃1(y1) · · · H̃1(yk−j) 的所有完全缩并] |0⟩

×
∫

d4yk−j+1 · · · d4yk ⟨0|N[H̃1(yk−j+1) · · · H̃1(yk) 的所有完全缩并] |0⟩ . (10.176)

第二步应用 Wick 定理，只保留具有非平庸贡献的完全缩并。注意完全缩并的结果必定是 c 数，
可以用真空期待值表示。从而，可将相关贡献分解为两个真空期待值之积，要求第一个真空期
待值只包含连通图的贡献，第二个真空期待值只包含气泡图的贡献。对于某个 k 值，挑选 j 个
H̃1 放在第二个真空期待值中的方法有 Cj

k = k!/[j!(k − j)!] 种，因而需要考虑这个因子，再对 j

求和。第三步拆解了积分，并利用推广的阶乘定义 (3.47) 将 j 的求和上限扩展到无穷大。
作变量替换，令 i ≡ k − j，把两个求和分开，得到

NG(n)(x1, · · · , xn)

=
∞∑
i=0

(−i)i
i!

∫
d4y1 · · · d4yi ⟨0|N[ϕin(x1) · · ·ϕin(xn)H̃1(y1) · · · H̃1(yi) 的所有完全缩并] |0⟩

×
∞∑
j=0

(−i)j
j!

∫
d4yi+1 · · · d4yi+j ⟨0|N[H̃1(yi+1) · · · H̃1(yi+j) 的所有完全缩并] |0⟩ , (10.177)

这里的第二个求和式正是归一化因子 (10.163)：

N =
∞∑
j=0

(−i)j
j!

∫
d4yi+1 · · · d4yi+j ⟨0|T[H̃1(yi+1) · · · H̃1(yi+j)] |0⟩
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=
∞∑
j=0

(−i)j
j!

∫
d4yi+1 · · · d4yi+j ⟨0|N[H̃1(yi+1) · · · H̃1(yi+j) 的所有完全缩并] |0⟩ . (10.178)

将归一化因子从 (10.177) 式两边同时约去，推出

G(n)(x1, · · · , xn) =
∞∑
i=0

(−i)i
i!

∫
d4y1 · · · d4yi

×⟨0|N[ϕin(x1) · · ·ϕin(xn)H̃1(y1) · · · H̃1(yi) 的所有完全缩并] |0⟩

= 包含 n 个外点 x1, · · · , xn 的所有连通图

=

· · ·
·
·
·

x1

x2

x3

xn

xn−1 , (10.179)

第三步用灰色圆形表示所有连通图之和。证毕。
下面考察二次项 Hδm2 的影响，考虑各种连通图，那么它对两点关联函数的贡献为

G
(2)

δm2(x1, x2) ≡
1

N
⟨0|T

{
ϕin(x1)ϕin(x2) exp

[
−i
∫

d4xHδm2(x)

]}
|0⟩

= x1 x2 +
x

x1 x2 +
x y

x1 x2 + · · ·

= D12 − iδm2

∫
d4xD1xDx2 + (−iδm2)2

∫
d4x d4y D1xDxyDy2 + · · · (10.180)

类似于 (10.40) 式，G(2)

δm2(x1, 0) 的 Fourier 变换是

G̃
(2)

δm2(p) ≡
∫

d4x1 eip·x1G
(2)

δm2(x1, 0). (10.181)

首先，(10.180) 式第一项对 G̃
(2)

δm2(p) 的贡献是动量空间中的 Feynman 传播子 (10.41)：

D̃F(p) =
i

p2 −m2 + iϵ =
p

, (10.182)

第二步画出相应的动量空间 Feynman 图。其次，(10.180) 式第二项对 G̃
(2)

δm2(p) 的贡献为

−iδm2

∫
d4x1 d4x eip·x1DF(x1 − x)DF(x)

= −iδm2

∫ d4x1 d4x d4p1 d4p2
(2π)8

eip·x1 i e−ip1·(x1−x)

p21 −m2 + iϵ
i e−ip2·x

p22 −m2 + iϵ

= −iδm2

∫
d4p1 d4p2 δ

(4)(p1 − p)δ(4)(p2 − p1)
i

p21 −m2 + iϵ
i

p22 −m2 + iϵ
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=
i

p2 −m2 + iϵ(−iδm2)
i

p2 −m2 + iϵ = D̃F(p)(−iδm2)D̃F(p) =
p

, (10.183)

最后一步根据动量空间 Feynman 规则 (10.168) 画出 Feynman 图。最后，(10.180) 式第三项对
G̃

(2)

δm2(p) 的贡献是

(−iδm2)2
∫

d4x1 d4x d4y eip·x1DF(x1 − x)DF(x− y)DF(y)

= (−iδm2)2
∫ d4x1 d4x d4y d4p1 d4p2 d4p3

(2π)12
eip·x1 i e−ip1·(x1−x)

p21 −m2 + iϵ
i e−ip2·(x−y)

p22 −m2 + iϵ
i e−ip3·y

p23 −m2 + iϵ

= (−iδm2)2
∫

d4p1 d4p2 d4p3 δ
(4)(p1 − p)δ(4)(p2 − p1)δ(4)(p3 − p2)

× i
p21 −m2 + iϵ

i
p22 −m2 + iϵ

i
p23 −m2 + iϵ

=
i

p2 −m2 + iϵ(−iδm2)
i

p2 −m2 + iϵ(−iδm2)
i

p2 −m2 + iϵ

= D̃F(p)(−iδm2)D̃F(p)(−iδm2)D̃F(p) =
p

. (10.184)

综上，二次项 Hδm2 对动量空间传播子 G̃(2)(p) 的贡献为

G̃
(2)

δm2(p) = D̃F(p) + D̃F(p)(−iδm2)D̃F(p) + D̃F(p)(−iδm2)D̃F(p)(−iδm2)D̃F(p) + · · ·

=
p

+
p

+
p

+ · · · , (10.185)

从上述计算可以看到，对多点关联函数作 Fourier 变换之后，作时空坐标和四维动量的积
分，则位置空间中的 Feynman 传播子 DF 转换为相应的动量空间 Feynman 传播子 D̃F，而与
顶点联系在一起的时空积分已经用掉了，这说明剩下的因子正好可以用动量空间中的 Feynman
规则（见 (10.168) 式和 7.3 节末）描述。由此得到一个普遍结论：

多点关联函数的 Fourier 变换对应于动量空间中的 Feynman 图。

根据这个结论，我们可以利用动量空间 Feynman 规则直接计算多点关联函数的 Fourier 变换。
(10.185) 式是一个等比级数，可改写为

G̃
(2)

δm2(p) = D̃F(p)
∞∑
k=0

[(−iδm2)D̃F(p)]
k =

i
p2 −m2 + iϵ

∞∑
k=0

(
δm2

p2 −m2 + iϵ

)k
. (10.186)

由等比级数公式
1

1− z
=

∞∑
k=0

zk, |z| < 1, (10.187)

得
1

a− z
=

1

a

1

1− z/a
=

1

a

∞∑
k=0

(z
a

)k
, |z| < |a|. (10.188)



10.5 多点关联函数的 Feynman 图 – 451 –

δm2 是微扰论中的小量，取 a = p2 −m2 + iϵ 和 z = δm2，有

G̃
(2)

δm2(p) =
i

p2 −m2 − δm2 + iϵ =
i

p2 −m2
0 + iϵ , (10.189)

第二步用到定义式 (10.135)。可见，二次项 Hδm2 对两点关联函数的影响是将极点位置从物理
质量平方 m2 移动到裸质量平方 m2

0 处。
接下来考虑 ϕ4 相互作用项 Hλ 对两点关联函数的影响，它对两点关联函数的贡献为

G
(2)
λ (x1, x2) ≡

1

N
⟨0|T

{
ϕin(x1)ϕin(x2) exp

[
−i
∫

d4xHλ(x)

]}
|0⟩ , (10.190)

作 Fourier 变换，将各种连通图画出来，得

G̃
(2)
λ (p) ≡

∫
d4x1 eip·x1G

(2)
λ (x1, 0) =

p

λ

.

=
p

+
p

+
p

+

p

.

+

p

.

+

p

.

+ · · · (10.191)

在这些连通图中，第三和第六幅图是可以约化的。如果从第三幅图中移除连接中间两个点的内
线，那么它会分割成两个不相连的部分。如果从第六幅图中移除连接第三和第四个点之间的内线，
它也会分割成两个不相连的部分。实际上，更重要的图是像第二、第四、第五幅图这样，移除任意
一条线之后不会分割成两个不相连的部分，这种图称为单粒子不可约图 (one-particle irreducible
diagram)，简称 1PI 图。注意第一幅图并不属于 1PI 图。利用 1PI 图可以约化各种连通图，比
如第三幅图约化成两个第二幅图，第六幅图约化成第四和第二幅图。

将所有由 Hλ 贡献的两点关联函数 1PI 图记作

−iΠ(p2) =
p

1PI

=
p

+

p

+

p

+ · · · (10.192)
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这些 1PI 图都属于我们在 7.3 节讨论过的 ϕ 粒子自能图。注意，在定义上 1PI 自能图 −iΠ(p2)
的表达式中并不包含两个连接外点的 Feynman 传播子。Lorentz 对称性保证 Π(p2) 是 p2 的函
数。Π(p2) 的领头阶是 λ1 阶，因而它是微扰论中的小量。于是，可以将 G̃

(2)
λ (p) 表达为

G̃
(2)
λ (p) =

p

λ

.

=
p

+
p

1PI

.

+
p

1PI 1PI

.

+ · · ·

= D̃F(p) + D̃F(p)[−iΠ(p2)]D̃F(p) + D̃F(p)[−iΠ(p2)]D̃F(p)[−iΠ(p2)]D̃F(p) + · · ·

=
i

p2 −m2 + iϵ

∞∑
k=0

[
Π(p2)

p2 −m2 + iϵ

]k
=

i
p2 −m2 − Π(p2) + iϵ . (10.193)

最后一步用到 (10.188) 式。上式表明相互作用项 Hλ 也会影响两点关联函数的极点位置。
将 Hδm2 和 Hλ 的贡献合并起来，动量空间中的两点关联函数（即完整的传播子）是

G̃(2)(p) =
p

.

=
p

+
p

+
p

1PI

.

+
p

+
p

1PI 1PI

.

+
p

1PI

.

+
p

1PI

.

+ · · ·

=
i

p2 −m2 + iϵ

∞∑
k=0

[
δm2 +Π(p2)

p2 −m2 + iϵ

]k
=

i
p2 −m2 − δm2 − Π(p2) + iϵ . (10.194)

在单粒子态极点附近，G̃(2)(p) 的行为应该与 Källén-Lehmann 谱表示 (10.61) 的第一项相同，即
i

p2 −m2 − δm2 − Π(p2) + iϵ
p0→Ep−−−−→ iZ

p2 −m2 + iϵ . (10.195)

可见，为了保持极点位于物理质量 m 的平方处，必须要求

δm2 = −Π(m2). (10.196)

这是一个质量重整化条件 (mass renormalization condition)，它表明质量重整化常数 δm2 由 1PI
自能图的 Π(p2) 所决定。由于 Π(p2) 的领头阶是 λ1 阶，δm2 的领头阶也是 λ1 阶。在圈图计算
中，Π(p2) 是发散的，因而 δm2 也是发散的。不过，它们相加时发散部分相互抵消，因此对传
播子的修正量

f(p2) ≡ δm2 +Π(p2) (10.197)
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是有限的 O(λ) 小量。由于二次项 Hδm2 的贡献抵消了相互作用项 Hλ 对极点位置的影响，我们
称 Hδm2 为质量抵消项 (mass counter term)。换句话说，正是因为在高阶计算中相互作用项的
贡献移动了极点位置，我们需要从拉氏量中的裸质量平方 m2

0 里面分离出 δm2 来抵消它的影响。
在 p2 = m2 附近将 f(p2) 展开，得

f(p2) ≃ δm2 +Π(m2) + (p2 −m2)
df(p2)

dp2

∣∣∣∣
p2=m2

+O[(p2 −m2)2]

= (p2 −m2)
dΠ(p2)

dp2

∣∣∣∣
p2=m2

+O[(p2 −m2)2]. (10.198)

从而 (10.194) 式在 p2 = m2 附近近似为
i

p2 −m2 − δm2 − Π(p2) + iϵ ≃
i

(p2 −m2) [1− dΠ(p2)/dp2|p2=m2 ] + iϵ

=
i

p2 −m2 + iϵ

[
1− dΠ(p2)

dp2

∣∣∣∣
p2=m2

]−1

, (10.199)

与 (10.195) 式比较，推出

Z−1 = 1− dΠ(p2)
dp2

∣∣∣∣
p2=m2

. (10.200)

这是一个场强重整化条件，它表明场强重整化常数 Z 也是由 1PI 自能图 Π(p2) 决定的，而且
Z = 1 +O(λ). (10.201)

现在讨论四点关联函数，展开到 λ1 阶，有

NG(4)(x1, x2, x3, x4) = ⟨0|T
{
ϕin(x1)ϕin(x2)ϕin(x3)ϕin(x4) exp

[
−i
∫

d4x H̃1(x)

]}
|0⟩

= ⟨0|T[ϕin(x1)ϕin(x2)ϕin(x3)ϕin(x4)] |0⟩

− iδm2

2

∫
d4x ⟨0|T[ϕin(x1)ϕin(x2)ϕin(x3)ϕin(x4)ϕ

2
in(x)] |0⟩

− iλ
4!

∫
d4x ⟨0|T[ϕin(x1)ϕin(x2)ϕin(x3)ϕin(x4)ϕ

4
in(x)] |0⟩+O(λ2). (10.202)

首先，(10.202) 式第一项给出的连通图为

G
(4)
0 (x1, x2, x3, x4) =

x1

x3

x2

x4

+
x1

x2

x3

x4

+
x1

x2

x4

x3

= D12D34 +D13D24 +D14D23, (10.203)

这三个图各自描述两个独立传播的自由粒子，与散射过程无关。其次，(10.202)式第二项给出的
连通图为

G
(4)

δm2(x1, x2, x3, x4) =
x1

x3

x2

x4

x

+
x1

x3

x2

x4

x

+
x1

x2

x3

x4

x
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+
x1

x2

x3

x4

x

+
x1

x2

x4

x3

x

+
x1

x2

x4

x3

x

= −iδm2

∫
d4x (D1xDx2D34 +D12D3xDx4 +D1xDx3D24

+D13D2xDx4 +D1xDx4D23 +D14D2xDx3). (10.204)

这些图只是在各个自由传播子上加入质量重整化常数的修正，跟散射过程也没有关系。
最后，(10.202) 式第三项给出两种连通图，第一种连通图为

G
(4)
λ,1(x1, x2, x3, x4) =

x1

x3

x2

x4

x

+
x1

x3

x2

x4

x

+
x1

x2

x3

x4

x

+
x1

x2

x3

x4

x

+
x1

x2

x4

x3

x

+
x1

x2

x4

x3

x

= −iλ
∫

d4x (D1xDxxDx2D34 +D12D3xDxxDx4 +D1xDxxDx3D24

+D13D2xDxxDx4 +D1xDxxDx4D23 +D14D2xDxxDx3), (10.205)

这些图只是在各个自由传播子上加入单圈自能图的修正，与散射过程无关；第二种连通图为

G
(4)
λ,2(x1, x2, x3, x4) =

x1

x3

x2

x4

x

= −iλ
∫

d4xD1xD2xD3xD4x, (10.206)

此图会贡献到 ϕϕ→ ϕϕ 散射过程，接下来对它应用 LSZ 约化公式 (10.102) 以得到相应的 T 矩
阵元。为此，先计算 Klein-Gordon 微分算符 (∂2x +m2) 对 Feynman 传播子 DF(x− y) 的作用，
根据 (6.210) 式推出

(∂2x +m2)DF(x− y) =
∫ d4p

(2π)4
i

p2 −m2 + iϵ(∂
2
x +m2)e−ip·(x−y)

=

∫ d4p

(2π)4
i

p2 −m2 + iϵ(−p
2 +m2)e−ip·(x−y) = −i

∫ d4p

(2π)4
e−ip·(x−y), (10.207)

由 (6.279) 式得
(∂2x +m2)DF(x− y) = −iδ(4)(x− y). (10.208)

可见，Feynman 传播子 DF(x− y) 是 Klein-Gordon 算符 (∂2x +m2) 的 Green 函数。
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将 (10.206) 式代入 LSZ 约化公式 (10.102)，得到 ϕϕ→ ϕϕ 散射过程的 T 矩阵元为

iTfi =
(

i√
Z

)4 ∫
d4x1 d4x2 d4x3 d4x4 ei(q1·x1+q2·x2)e−i(p1·x3+p2·x4)

×(∂2x1 +m2)(∂2x2 +m2)(∂2x3 +m2)(∂2x4 +m2)G
(4)
λ,2(x1, x2, x3, x4)

= −iλ i4
Z2

∫
d4x d4x1 d4x2 d4x3 d4x4 ei(q1·x1+q2·x2)e−i(p1·x3+p2·x4)(∂2x1 +m2)DF(x1 − x)

×(∂2x2 +m2)DF(x2 − x)(∂2x3 +m2)DF(x3 − x)(∂2x4 +m2)DF(x4 − x)

= − iλ
Z2

∫
d4x d4x1 d4x2 d4x3 d4x4 ei(q1·x1+q2·x2)e−i(p1·x3+p2·x4)

×δ(4)(x1 − x)δ(4)(x2 − x)δ(4)(x3 − x)δ(4)(x4 − x)

= − iλ
Z2

∫
d4x e−i(p1+p2−q1−q2)·x = − iλ

Z2
(2π)4δ(4)(p1 + p2 − q1 − q2). (10.209)

与 (6.275) 式比较，则 ϕϕ→ ϕϕ 散射过程的不变振幅为

iM = − iλ
Z2

= −iλ+O(λ2), (10.210)

第二步用到 (10.201) 式。在 λ1 阶，这里得到的 iM 与 7.3 节中的领头阶计算结果 (7.118) 相同。
可以看到，

在微扰论的领头阶计算中，可取 Z = 1 和 δm2 = 0，即不需要考虑重整化常数的影响。

这说明我们在第 7、8、9 章中关于领头阶过程的计算方法是合理的。
对 (10.206) 式作 Fourier 变换，得

G̃
(4)
λ,2(q1, q2,−p1,−p2) =

∫ ( 4∏
i=1

d4xi

)
ei(q1·x1+q2·x2−p1·x3−p2·x4)G

(4)
λ,2(x1, x2, x3, x4)

= −iλ
∫

d4x

(
4∏
i=1

d4xi

)
ei(q1·x1+q2·x2−p1·x3−p2·x4)

×DF(x1 − x)DF(x2 − x)DF(x3 − x)DF(x4 − x)

= −iλ
∫

d4x

(
4∏
i=1

d4xi

)(
4∏
j=1

d4kj
(2π)4

)
ei(q1·x1+q2·x2−p1·x3−p2·x4)

× i e−ik1·(x1−x)

k21 −m2 + iϵ
i e−ik2·(x2−x)

k22 −m2 + iϵ
i e−ik3·(x3−x)

k23 −m2 + iϵ
i e−ik4·(x4−x)

k24 −m2 + iϵ

= −iλ
∫ ( 4∏

j=1

d4kj

)
(2π)4δ(4)(k1 + k2 + k3 + k4)

×δ(4)(k1 − q1)δ(4)(k2 − q2)δ(4)(k3 + p1)δ
(4)(k4 + p2)

× i
k21 −m2 + iϵ

i
k22 −m2 + iϵ

i
k23 −m2 + iϵ

i
k24 −m2 + iϵ

= (2π)4δ(4)(p1 + p2 − q1 − q2)
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×(−iλ) i
q21 −m2 + iϵ

i
q22 −m2 + iϵ

i
p21 −m2 + iϵ

i
p22 −m2 + iϵ

= (2π)4δ(4)(p1 + p2 − q1 − q2)×


.

p1

p2

q1

q2

.

 . (10.211)

可见，这个结果也对应于动量空间中的 Feynman 图。不过，额外出现了一个表征能动量守恒的
(2π)4δ(4)(p1 + p2 − q1 − q2) 因子。毕竟我们之前使用的动量空间 Feynman 规则是针对不变振幅
iM 设置的，而动量空间中的多点关联函数通过 (10.116) 式联系着 T 矩阵元 iTfi，后者相对于
iM 就是多了这个因子。由另一种形式的 LSZ 约化公式 (10.116)，有

G̃(4)(q1, q2,−p1,−p2)
p0i→Epi−−−−→
q0j→Eqj

i
√
Z

q21 −m2 + iϵ
i
√
Z

q22 −m2 + iϵ
i
√
Z

p21 −m2 + iϵ
i
√
Z

p22 −m2 + iϵ iTfi, (10.212)

与 (10.211) 式比较，同样可以得到 ϕϕ→ ϕϕ 散射过程的 T 矩阵元 (10.209)。
接下来讨论在微扰论中考虑所有阶贡献时的形式结果。注意，(10.211) 式只包含 λ1 阶的贡

献，里面没有出现场强重整化常数 Z。另一方面，LSZ 约化公式 (10.212) 中的四点关联函数原
则上包括了所有阶贡献的四点连通图，因而每个外点都会联系着一个完整传播子，受到 Z 的影
响。结合完整传播子的形式 (10.61)，动量空间中完整四点关联函数的 Feynman 图结构应该是

G̃(4)(q1, q2,−p1,−p2)
p0i→Epi−−−−→
q0j→Eqj

iZ
q21 −m2 + iϵ

iZ
q22 −m2 + iϵ

iZ
p21 −m2 + iϵ

iZ
p22 −m2 + iϵ

iTfi
(
√
Z)4

=

.

Amp.

p1

p2

q1

q2

, (10.213)

即每个外点贡献一个 iZ/(q2i −m2 + iϵ) 或 iZ/(q2i −m2 + iϵ) 形式的完整传播子。将与外点相连
的所有完整传播子从 Feynman 图上切除，得到的部分称为切断 (amputated) Feynman 图，在
上图中用 “Amp.” 标记。将四个完整传播子从 G̃(4)(q1, q2,−p1,−p2) 的 Feynman 图中抽取出来，
得到
G̃(4)(q1, q2,−p1,−p2)

p0i→Epi−−−−→
q0j→Eqj

iZ
q21 −m2 + iϵ

iZ
q22 −m2 + iϵ

iZ
p21 −m2 + iϵ

iZ
p22 −m2 + iϵ

×(2π)4δ(4)(p1 + p2 − q1 − q2)×



.

Amp.
p1

p2

q1

q2

 . (10.214)
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这里还抽出了表征能动量守恒的 (2π)4δ(4)(p1 + p2− q1− q2) 因子，从而剩余的切断 Feynman 图
直接对应于动量空间 Feynman 规则。

比较 (10.213) 和 (10.214) 式，推出 T 矩阵元的形式为

iTfi = (
√
Z)4(2π)4δ(4)(p1 + p2 − q1 − q2)×



.

Amp.
p1

p2

q1

q2

 , (10.215)

从而不变振幅表达成

iM = (
√
Z)4 ×



.

Amp.
p1

p2

q1

q2

 . (10.216)

可见，除了用动量空间 Feynman规则计算所有切断的连通 Feynman 图之外，还要乘上 (
√
Z)4

因子才能得到正确的不变振幅 iM。推广到任意 2→ n 散射过程，不变振幅为

iM = (
√
Z)n+2 ×



.

Amp.

p1

p2

q1

q2

·
·
·

qn


. (10.217)

即每条外线贡献一个 √Z 因子，这个因子修正了外线的场强。在领头阶计算中，这些 √Z 因子
都是 1，无关紧要；但在更高阶计算中必须把它们考虑进来才能获得正确的结果。

10.6 光学定理和不稳定粒子
在量子散射理论中，概率守恒体现为 S 算符的幺正性，它有一些重要的后果，其中之一便

是本节将要讨论的光学定理 (optical theorem)。
将 S 算符的分解式 S = I+ iT 代入幺正性条件，得到

I = S†S = (I− iT †)(I+ iT ) = I+ i(T − T †) + T †T, (10.218)

可见，
−i(T − T †) = T †T. (10.219)

上式右边在双粒子态 |p1, p2; in⟩ 和 |k1, k2; in⟩ 之间的期待值为 ⟨k1, k2; in|T †T |p1, p2; in⟩，下面
省略“in”记号。考虑在其中插入一组中间态的完备集，参考单粒子态的完备性关系 (10.51)，任
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意粒子态 |{qi}⟩ 的完备性关系表达成
∑
n

(
n∏
i=1

∫ d3qi
(2π)3

1

2Eqi

)
|{qi}⟩ ⟨{qi}| = I, (10.220)

从而推出

⟨k1, k2|T †T |p1, p2⟩ =
∑
n

(
n∏
i=1

∫ d3qi
(2π)3

1

2Eqi

)
⟨k1, k2|T † |{qi}⟩ ⟨{qi}|T |p1, p2⟩ . (10.221)

根据 (6.275) 式，用不变振幅将右边两个 T 矩阵表达成

⟨{qi}|T |p1, p2⟩ = (2π)4δ(4)
(
p1 + p2 −

∑
i

qi

)
M(p1, p2 → {qi}), (10.222)

⟨k1, k2|T † |{qi}⟩ = ⟨{qi}|T |k1, k2⟩∗ = (2π)4δ(4)
(
k1 + k2 −

∑
i

qi

)
M∗(k1, k2 → {qi}), (10.223)

由此得到

⟨k1, k2|T †T |p1, p2⟩ =
∑
n

(
n∏
i=1

∫ d3qi
(2π)3

1

2Eqi

)
M∗(k1, k2 → {qi})M(p1, p2 → {qi})

×(2π)8δ(4)
(
p1 + p2 −

∑
i

qi

)
δ(4)
(
k1 + k2 −

∑
i

qi

)

=
∑
n

(
n∏
i=1

∫ d3qi
(2π)3

1

2Eqi

)
M∗(k1, k2 → {qi})M(p1, p2 → {qi})

×(2π)8δ(4)
(
p1 + p2 −

∑
i

qi

)
δ(4)(k1 + k2 − p1 − p2), (10.224)

第二步用到 δ 函数的性质 (2.57)。
另一方面，由于

⟨k1, k2|T |p1, p2⟩ = (2π)4δ(4)(p1 + p2 − k1 − k2)M(p1, p2 → k1, k2), (10.225)

(10.219) 式左边在 |p1, p2⟩ 和 |k1, k2⟩ 之间的期待值为

−i ⟨k1, k2| (T − T †) |p1, p2⟩ = −i[M(p1, p2 → k1, k2)−M∗(k1, k2 → p1, p2)]

×(2π)4δ(4)(p1 + p2 − k1 − k2), (10.226)

上式与 (10.224) 式相等，必有

−i[M(p1, p2 → k1, k2)−M∗(k1, k2 → p1, p2)]

=
∑
n

(
n∏
i=1

∫ d3qi
(2π)3

1

2Eqi

)
(2π)4δ(4)

(
p1 + p2 −

∑
i

qi

)
M∗(k1, k2 → {qi})M(p1, p2 → {qi}).

(10.227)
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将上式简记为

−i[M(a→ b)−M∗(b→ a)] =
∑
f

∫
dΠfM∗(b→ f)M(a→ f), (10.228)

注意这里 ∫
dΠf 的定义类似于多体不变相空间 (6.318)，它包含了 (2π)4 乘以四维 δ 函数的因

子。这就是推广的光学定理。尽管这里以 2→ 2 散射为例开始讨论，最后得到结论是普遍适用
的，a 和 b 可以是单粒子态，也可以是任意多粒子态，f 则需要取相互作用理论允许的所有末
态，涉及到的粒子可以具有自旋，也可以是不同种类的粒子。

(10.228)式在微扰论的每一阶都成立。不过，它的左边对应于振幅，而右边则对应于两个振
幅之积，所以会联系不同阶计算出来的振幅。以实标量场的 ϕ4 理论为例，在 λ2 阶讨论 (10.228)
式，则右边每个振幅是 λ1 阶的树图振幅，而左边必须是 λ2 阶的单圈振幅才能与右边相匹配。因
此，(10.228)式意味着圈图振幅与树图振幅有一定的联系。只要树图是存在的，则圈图必定也是
存在的。我们通常认为树图代表着经典物理，而圈图代表着量子效应。推广的光学定理表明，只
存在树图的经典相互作用理论会违反幺正性。
回到 2→ 2 散射的情况，如果初末态完全相同，则相应的散射称为向前散射 (forward scat-

tering)，此时 k1 = p1，k2 = p2，有

M(p1, p2 → k1, k2)−M∗(k1, k2 → p1, p2) = 2i ImM(p1, p2 → p1, p2), (10.229)

(10.227) 式化为

2 ImM(p1, p2 → p1, p2) =
∑
f

∫
dΠf |M(p1, p2 → f)|2, (10.230)

用 Feynman 图将上式表示为

2 Im

p1

p2

p1

p2

 =
∑
f

∫
dΠf

 f
p1

p2

·
·
·


f

p1

p2

·
·
·

 .

(10.231)
它表明向前散射振幅的虚部对应于所有可能中间态的贡献之和，这便是量子场论中的光学定理。

对比 (6.319) 式可以看出，(10.230) 式右边正比于包含所有末态过程的总散射截面 σtot。在
质心系中，根据 (6.330) 式，总散射截面表达为

σtot =
1

4Ep1Ep2 |v1 − v2|
∑
f

∫
dΠf |M(p1, p2 → f)|2, (10.232)

这里将末态对称性因子的倒数 1/S 吸收到 ∫
dΠf 里面。严格来说，在 (10.220)式左边也需要引入

1/S 因子，因此，可以认为 (10.228)式中的 ∫
dΠf 也吸收了一个 1/S 因子。为了得到简单的表达
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式，我们假设 p1 和 p2 对应的两个粒子具有相同质量，从而 (6.358)式表明 Ep1 = Ep2 = ECM/2，
由 (6.363) 式得 |v1 − v2| = 2|p1|/Ep1，于是

4Ep1Ep2 |v1 − v2| = 4Ep1Ep2

2|p1|
Ep1

= 4ECM|p1|, (10.233)

故
σtot =

1

4ECM|p1|
∑
f

∫
dΠf |M(p1, p2 → f)|2, (10.234)

从而 (10.230) 式化为

ImM(p1, p2 → p1, p2) = 2ECM|p1| σtot. (10.235)

这是光学定理的常见形式。在量子理论中考虑束流打靶过程，那么，向前散射振幅的虚部对应
于束流经过靶时入射波的衰减，它应当正比于发生散射的概率，而后者是由总散射截面描述的，
(10.235) 式给出了精确的对应关系。
现在将推广的光学定理 (10.228) 应用到从一个不稳定粒子 A 跃迁到自身的 1 → 1“散射”

过程上，在 A 的静止系中，有

2 ImM(A → A) =
∑
f

∫
dΠf |M(A → f)|2 = 2mA

∑
f

Γf , (10.236)

第二步用到衰变分宽度的表达式 (6.377)。所有分宽度之和就是 A 粒子的总宽度

ΓA =
∑
f

Γf , (10.237)

因此，振幅M(A → A) 虚部与衰变总宽度的关系为

ImM(A → A) = mA ΓA. (10.238)

另一方面，稳定粒子的衰变宽度为零，而相应振幅M(A → A) 是实数。
对于不稳定的实标量玻色子 ϕ，(10.194) 式给出了完整的动量空间传播子

G̃(2)(p) =
p

.

=
i

p2 −m2 − δm2 − Π(p2) + iϵ , (10.239)

其中 Π(p2) 来自 1PI 自能图
p

1PI = −iΠ(p2). (10.240)

将传播子看成 1→ 1“散射”过程，要求 pµ 满足质壳条件 p2 = m2，类比于 (10.217) 式，有

iM(ϕ→ ϕ) = (
√
Z)2 ×

(
p

1PI

)∣∣∣∣∣
p2=m2

= −iZΠ(m2), (10.241)
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注意这里切断的连通 Feynman 图就是 1PI 自能图。应用 (10.238) 式，ϕ 的衰变总宽度表达为

Γ =
1

m
ImM(ϕ→ ϕ) = −Z

m
ImΠ(m2). (10.242)

可见，不稳定 ϕ 粒子的 Π(p2) 必定具有虚部，将完整传播子 (10.239) 改写为

G̃(2)(p) =
i

p2 −m2 − δm2 − ReΠ(p2)− i ImΠ(p2)
, (10.243)

这里已经把分母中的无穷小量 ϵ ≪ | ImΠ(p2)| 忽略掉了。从而，我们需要把质量重整化条件
(10.196) 修改为

δm2 = −ReΠ(m2), (10.244)

使物理质量 m 的平方对应于极点位置的实部，并将场强重整化条件 (10.200) 修改为

Z−1 = 1− d ReΠ(p2)
dp2

∣∣∣∣
p2=m2

. (10.245)

ImΠ(p2) 的存在使得 G̃(2)(p) 在 p2 复平面上的单粒子态极点远离实轴，具体位置由方程 p2 =

m2 + δm2 + ReΠ(p2) + i ImΠ(p2) 决定。类似于 (10.199) 式，在 p2 = m2 附近 G̃(2)(p) 近似为

G̃(2)(p) ≃ i
(p2 −m2)[1− d ReΠ(p2)/dp2|p2=m2 ]− i ImΠ(p2)

=
i

(p2 −m2)Z−1 − i ImΠ(p2)
=

iZ
p2 −m2 − iZ ImΠ(p2)

. (10.246)

如果 | ImΠ(p2)| 在极点附近远小于 m2，那么极点位置与 p2 = m2 的偏离较小，完整的 ϕ

传播子在极点附近的行为是

G̃(2)(p) ≃ iZ
p2 −m2 − iZ ImΠ(m2)

=
iZ

p2 −m2 + imΓ
≃ i
p2 −m2 + imΓ

, (10.247)

第二步用到 (10.242) 式，第三步取近似 Z ≃ 1。可见，极点位置在 p2 复平面实轴下方 p2 =

m2 − imΓ 处。假如这个 ϕ 传播子出现在某个 s 通道散射过程中，有 p2 = s，则散射截面满足

σ ∝
∣∣∣∣ 1

s−m2 + imΓ

∣∣∣∣2 = 1

(s−m2)2 +m2Γ2
, (10.248)

它在 s = m2 附近呈示出相对论性 Breit-Wigner 分布 [51]。近似成立的条件 | ImΠ(m2)| ≪ m2

可以等价为窄宽度条件
Γ≪ m. (10.249)

相应的 s 通道不稳定粒子是一个共振态，散射截面在 s = m2 处得到共振增强，有 σ ∝ (mΓ)−2，
也就是说，宽度越窄，截面越大。
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m−Γ m−Γ/2 m m+ Γ/2 m+ Γ√
s

0

fp/2

fp

f B
W

(√ s
)

Γ

图 10.3: Breit-Wigner 分布。

在 s = m2 附近取 √s+m ≃ 2m 的近似，将 (10.248) 式化为

σ ∝ 1

(
√
s+m)2(

√
s−m)2 +m2Γ2

≃ 1

4m2(
√
s−m)2 +m2Γ2

=
1

4m2

1

(
√
s−m)2 + Γ2/4

,

(10.250)
可见，散射截面在 s = m2 附近正比于归一化的 Breit-Wigner 分布

fBW(
√
s) =

Γ

2π

1

(
√
s−m)2 + Γ2/4

. (10.251)

这个概率密度分布也称为 Cauchy 分布或 Lorentz 分布，它的图象如图 10.3 所示。可见，不稳
定粒子的质量并不取固定数值，而是呈现出一个 Breit-Wigner分布，前面所说的物理质量 m是
这个分布的中心值，也是概率最大的地方。衰变宽度 Γ 是这个分布的半峰全宽，这是它被称为
“宽度”的原因。任何归一化概率密度分布在宽度趋于零的极限下都会变成 δ 函数，故

lim
Γ→0

fBW(
√
s) = δ(

√
s−m). (10.252)

当 Γ = 0 时，寿命 τ = 1/Γ→∞，粒子是稳定的，而质量固定为 m。
上述关于不稳定粒子的讨论可以推广到其它类型的量子场和粒子。在窄宽度条件下，假如

要在树图计算中考虑衰变宽度的效应，只需采用下列不稳定粒子的动量空间内线规则。

1. 实标量玻色子 ϕ 内线：
p

=
i

p2 −m2
ϕ + imϕΓϕ

.

2. 复标量玻色子 ϕ 内线：
p

=
i

p2 −m2
ϕ + imϕΓϕ

.
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3. 有质量实矢量玻色子 A 内线：ν µ

p

=
−i(gµν − pµpν/m2

A)

p2 −m2
A + imAΓA

.

4. Dirac 费米子 ψ 内线：
p

=
i(/p+mψ)

p2 −m2
ψ + imψΓψ

.

考虑图 10.4 所示的 2→ n 散射过程，它包含一条具有类时动量 qµ 的窄宽度标量玻色子 ϕ

的内线。n 个末态粒子分为两部分，其中 a 部分包含 na 个粒子，而 f 部分的 n− na 个粒子都
连接着 ϕ 玻色子内线。如果这个散射过程的质心能足够高，使末态相空间包含 ϕ 粒子质壳条件
q2 = m2 得到满足的区域，那么由于共振效应，在壳 ϕ 粒子的贡献将是主导的，可以通过以下
方法将散射截面因子化。

将 A+ B → a+ f 散射过程的不变振幅分解为

iM = iMP(q
2)

i
q2 −m2 + imΓ

iMD(q
2), (10.253)

其中 iMP(q
2) 是 A + B → a + ϕ 部分的振幅，iMD(q

2) 是 ϕ→ f 部分的振幅，它们具有对 q2

的依赖性，由 ϕ 传播子连接起来。假设MP(q
2) 和MD(q

2) 都是实数，这对不包含其它不稳定
粒子的树图过程一般是成立的，则不变振幅模方为

|M|2 = |MP(q
2)|2 1

(q2 −m2)2 + (mΓ)2
|MD(q

2)|2. (10.254)

根据 (6.319) 式，设末态对称性因子 S = 1，A+ B → a+ f 散射截面表达为

σ =
1

F

∫
dΠn |M|2 =

1

F

∫
dΠn |MP(q

2)|2 1

(q2 −m2)2 + (mΓ)2
|MD(q

2)|2, (10.255)

其中 F = 4EAEBvMøl 是入射流因子。
将 a 部分和 f 部分末态粒子的四维动量之和分别记作

pµa =
na∑
i=1

pµi , pµf =
n∑

j=na+1

pµj , (10.256)

φ

A

B

a

f

pA

pB
q

·
·
·

·
·
·

图 10.4: 包含类时 ϕ 传播子的散射过程。
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n 体末态相空间表达成∫
dΠn =

(
na∏
i=1

∫ d3pi
(2π)3

1

2Ei

)(
n∏

j=na+1

∫ d3pj
(2π)3

1

2Ej

)
(2π)4δ(4)(pA + pB − pa − pf ), (10.257)

下面对它进行分解。把 (10.53) 式改写为∫
dq0 θ(q0)δ(q2 − sϕ) =

1

2Ẽq(sϕ)
, (10.258)

其中
Ẽq(sϕ) ≡

√
|q|2 + sϕ, sϕ > 0. (10.259)

类时的 qµ 必定满足 q0 > 0，由 δ 函数的性质推出

1 =

∫
d4q δ(4)(q − pf )

∫
dsϕ θ(q0)δ(q2 − sϕ) =

∫
dsϕ

∫
d3q

∫
dq0 θ(q0)δ(q2 − sϕ)δ(4)(q − pf )

=

∫ dsϕ
2π

∫ d3q

(2π)3
1

2Ẽq(sϕ)
(2π)4δ(4)(q − pf ), (10.260)

注意对 q0 积分之后，最后一行中的四维动量 qµ 满足

q0 = Ẽq(sϕ), q2 = sϕ. (10.261)

将 (10.260) 式插入到 n 体末态相空间中，得∫
dΠn =

(
na∏
i=1

∫ d3pi
(2π)3

1

2Ei

)(
n∏

j=na+1

∫ d3pj
(2π)3

1

2Ej

)
(2π)4δ(4)(pA + pB − pa − pf )

×
∫ dsϕ

2π

∫ d3q

(2π)3
1

2Ẽq(sϕ)
(2π)4δ(4)(q − pf )

=

∫ dsϕ
2π

∫
dΠP(sϕ)

∫
dΠD(sϕ), (10.262)

其中 ∫
dΠP(sϕ) ≡

∫ d3q

(2π)3
1

2Ẽq(sϕ)

(
na∏
i=1

∫ d3pi
(2π)3

1

2Ei

)
(2π)4δ(4)(pA + pB − pa − q) (10.263)

对应于 A+ B → a+ ϕ 部分的末态相空间，而∫
dΠD(sϕ) ≡

(
n∏

j=na+1

∫ d3pj
(2π)3

1

2Ej

)
(2π)4δ(4)(q − pf ) (10.264)

对应于 ϕ→ f 部分的末态相空间，这里标注了它们对 sϕ 的依赖性。于是，A+B → a+ f 散射
截面 (10.255) 化为

σ =
1

F

∫ dsϕ
2π

∫
dΠP(sϕ)

∫
dΠD(sϕ) |MP(sϕ)|2

1

(sϕ −m2)2 + (mΓ)2
|MD(sϕ)|2. (10.265)
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将上式中 ϕ 玻色子内线的贡献改写为
1

(sϕ −m2)2 + (mΓ)2
=

π

mΓ

2mΓ

2π

1

(sϕ −m2)2 + (2mΓ)2/4
, (10.266)

可见，它正比于以 sϕ 为自变量、中心值为 m2、宽度参数为 2mΓ的 Breit-Wigner分布 (10.251)，
比例因子为 π/(mΓ)。在 Γ/m≪ 1 的窄宽度条件下，取 Γ→ 0 的极限，由 (10.252) 式得

lim
Γ→0

1

(sϕ −m2)2 + (mΓ)2
=

π

mΓ
δ(sϕ −m2), (10.267)

从而 A+ B → a+ f 散射截面近似为

σ ≃ 1

F

∫ dsϕ
2π

∫
dΠP(sϕ)

∫
dΠD(sϕ) |MP(sϕ)|2

π

mΓ
δ(sϕ −m2)|MD(sϕ)|2

=
1

F

∫
dΠP(m

2) |MP(m
2)|2 1

Γ

1

2m

∫
dΠD(m

2) |MD(m
2)|2 = σP

Γf
Γ
, (10.268)

其中
σP =

1

F

∫
dΠP(m

2) |MP(m
2)|2 (10.269)

是通过 A+ B → a+ ϕ 散射过程产生 ϕ 玻色子的产生截面 (production cross section)，而

Γf =
1

2m

∫
dΠD(m

2) |MD(m
2)|2 (10.270)

是 ϕ → f 衰变过程的分宽度，注意这些公式里面 ϕ 玻色子是在壳的，质量为 m。由分宽度与
分支比之间的关系 (6.371) 将 (10.268) 式改写为

σ ≃ σPBf . (10.271)

也就是说，只要 ϕ玻色子内线在运动学允许的范围内能够取得在壳动量，就可以把 Feynman图
10.4 中 ϕ 玻色子的内线剪开，得到 A+ B → a+ ϕ 和 ϕ→ f 的 Feynman 图，分别计算共振态
ϕ 的产生截面 σP 和衰变分支比 Bf，乘起来就得到 A+B → a+ f 散射截面 σ。这种将包含共
振态的散射截面因子化的方法称为窄宽度近似 (narrow width approximation)。

以上讨论对于共振态为实标量玻色子或复标量玻色子的情况都成立，也可以将它推广到其
它共振态。如果共振态是有质量的矢量玻色子 A，用极化求和关系 (4.102)将它的传播子改写成

ν µ

q

=
−i(gµν − qµqν/m2

A)

q2 −m2
A + imAΓA

=
i

q2 −m2
A + imAΓA

∑
λ=±,0

εµ∗(q, λ)εν(q, λ), (10.272)

那么，εµ∗(q, λ) 正好是产生过程中的 A 玻色子出射外线因子，而 εν(q, λ) 是衰变过程的 A 玻色
子入射外线因子，对 λ 求和则考虑了所有极化态的贡献，因此同样可以应用窄宽度近似将散射
截面因子化。
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如果共振态是 Dirac正费米子 ψ，则 qµ 的方向与费米子内线上的箭头方向相同，用自旋求
和关系 (5.214) 将相应传播子改写为

q

=
i(/q +mψ)

q2 −m2
ψ + imψΓψ

=
i

q2 −m2
ψ + imψΓψ

∑
λ=±

u(q, λ)ū(q, λ), (10.273)

那么 ū(q, λ) 和 u(q, λ) 刚好分别是产生过程和衰变过程中正费米子 ψ 的外线因子。如果共振态
是 Dirac 反费米子 ψ̄，则 qµ 的方向与费米子内线上的箭头方向相反，相应的传播子为

q

=
i(−/q +mψ)

q2 −m2
ψ + imψΓψ

=
−i

q2 −m2
ψ + imψΓψ

∑
λ=±

v(q, λ)v̄(q, λ), (10.274)

那么 v(q, λ) 和 v̄(q, λ) 也分别是产生过程和衰变过程中反费米子 ψ̄ 的外线因子，上式右边分子
上的负号与费米子算符的反对易性有关。

习　题
10.1 推出 Dirac 旋量场的 LSZ 约化公式 (10.117)。

10.2 仿照 (10.154) 式的推导过程，证明 (10.155) 式。

10.3 验证 Breit-Wigner 分布 (10.251) 满足归一化条件∫ +∞

−∞
fBW(

√
s) d
√
s = 1, (10.275)

并论证衰变宽度 Γ 是这个分布的半峰全宽。
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英汉对照
Additive quantum number: 相加性量子数
Algebra: 代数
Amputated diagram: 切断图
Annihilation operator: 湮灭算符
Antichronous: 反时向
Antilinear: 反线性
Antiunitary: 反幺正
Antiparticle: 反粒子
Asymptotic condition: 渐近条件
Asymptotic field: 渐近场
Asymptotic state: 渐近态
Attenuation: 衰减
Auxiliary field: 辅助场
Axial vector: 轴矢量
Azimuthal angle: 方位角
Bare mass: 裸质量
Baryon: 重子
Beam: 束流
Boost: 增速
Boson: 玻色子
Bound state: 束缚态
Branch cut: 割线
Branch point: 支点
Branching ratio: 分支比
Bubble diagram: 气泡图
Canonical normalization: 正则归一化
Canonical quantization: 正则量子化
Casimir’s trick: Casimir 技巧
Causality: 因果性
Center of mass: 质心
Center-of-mass energy: 质心能

Center-of-mass system: 质心系
Channel: 通道
Charge conjugation: 电荷共轭
Chiral representation: 手征表象
Chirality: 手征性
Collider: 对撞机
Color: 颜色
Conjugate momentum density: 共轭动量密度
Connected diagram: 连通图
Conserved charge: 守恒荷
Conserved current: 守恒流
Continuum: 连续谱
Contraction: 缩并
Contravariant vector: 逆变矢量
Correlation function: 关联函数
Counter term: 抵消项
Coupling constant: 耦合常数
Covariance: 协变性
Covariant derivative: 协变导数
Covariant vector: 协变矢量
Covering group: 覆盖群
Creation operator: 产生算符
Cross section: 截面
Crossing symmetry: 交叉对称性
C-violation: C 破坏
CP -violation: CP 破坏
Decay: 衰变
Decay width: 衰变宽度
Detector: 探测器
Slash: 斜线
Discrete symmetry: 分立对称性
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Dispersion relation: 色散关系
Divergent: 发散
Dual field strength tensor: 对偶场强张量
Dynamics: 动力学
Electric charge: 电荷
Electromagnetic current: 电磁流
Electromagnetic field: 电磁场
Electromagnetic interaction: 电磁相互作用
Electron: 电子
Energy-momentum tensor: 能动张量
Energy scale: 能标
Expectation value: 期待值
External leg: 外腿
External line: 外线
External point: 外点
Factorization: 因子化
Faithful representation: 忠实表示
Fermion: 费米子
Fermion flow: 费米子流
Fermion number: 费米子数
Fermion-number violation: 费米子数破坏
Feynman diagram: Feynman 图
Feynman propagator: Feynman 传播子
Feynman rule: Feynman 规则
Field: 场
Field strength renormalization: 场强重整化
Field strength tensor: 场强张量
Fine-structure constant: 精细结构常数
Finite transformation: 有限变换
Fixed target: 固定靶
Flavor: 味道
Forward scattering: 向前散射
Fusion: 融合
Gauge boson: 规范玻色子
Gauge field: 规范场
Gauge-fixing term: 规范固定项
Gauge invariant: 规范不变量

Gauge symmetry: 规范对称性
Gauge theory: 规范理论
Gauge transformation: 规范变换
Generalized coordinate: 广义坐标
Generator: 生成元
Global: 整体
Gluon: 胶子
Gravitational interaction: 引力相互作用
Group: 群
Hadron: 强子
Hamiltonian: 哈密顿量
Helicity: 螺旋度
Helicity suppression: 螺旋度压低
Hermitian conjugate: 厄米共轭
Hermitian operator: 厄米算符
Homogeneous: 均匀
Homomorphism: 同态
Impact parameter, 碰撞参数
Improper: 非固有
In field: 入场
In state: 入态
Interaction: 相互作用
Interaction picture: 相互作用绘景
Internal line: 内线
Intrinsic parity: 内禀宇称
Invariant mass: 不变质量
Invariant matrix element: 不变矩阵元
Invariant scattering amplitude: 不变散射振幅
Invariant subgroup: 不变子群
Irreducible representation: 不可约表示
Isometry group: 等距群
Isomorphism: 同构
Kinematics: 运动学
Lagrangian: 拉格朗日量
Leading order: 领头阶
Left-handed: 左手
Lepton: 轻子
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Lifetime: 寿命
Light cone: 光锥
Lightlike: 类光
Line element: 线元
Linear representation: 线性表示
Little group: 小群
Local: 局域
Longitudinal polarization: 纵向极化
Loop diagram: 圈图
Loop momentum: 圈动量
Lowering operator: 降算符
Mass renormalization: 质量重整化
Mass shell: 质壳
Magnetic dipole moment: 磁偶极矩
Magneton: 磁子
Meson: 介子
Metric: 度规
Microcausality: 微观因果性
Mode: 模式
Multiplicative quantum number: 相乘性量子数
Narrow width approximation: 窄宽度近似
Neutrino: 中微子
Normal order: 正规排序
Normal product: 正规乘积
Off-shell: 离壳
On-shell: 在壳
One-particle irreducible: 单粒子不可约图
Optical theorem: 光学定理
Orbital parity: 轨道宇称
Orthochronous: 保时向
Out field: 入场
Out state: 出态
Parity: 宇称
Partial decay width: 分宽度
Particle: 粒子
Particle physics: 粒子物理
Permutation: 置换

Perturbation theory: 微扰论
Phase factor: 相位因子
Phonon: 声子
Photon: 光子
Physical mass: 物理质量
Picture: 绘景
Plane-wave solution: 平面波解
Polar angle: 极角
Polar vector: 极矢量
Polarization vector: 极化矢量
Pole mass: 极点质量
Positron: 正电子
Production cross section: 产生截面
Projective representation: 投影表示
Proper: 固有
Proper time: 固有时
Proton: 质子
Pseudoscalar: 赝标量
Pseudotensor: 赝张量
P -violation: P 破坏
Quantum chromodynamics: 量子色动力学
Quantum electrodynamics: 量子电动力学
Quantum field: 量子场
Quantum field theory: 量子场论
Quark: 夸克
Raising operator: 升算符
Renormalization: 重整化
Renormalization condition: 重整化条件
Representation space: 表示空间
Resonance: 共振态
Right-handed: 右手
Real orthogonal matrix: 实正交矩阵
Real particle: 实粒子
Scalar: 标量
Scalar boson: 标量玻色子
Scalar field: 标量场
Scattering angle: 散射角
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Scattering cross section: 散射截面
Scattering matrix: 散射矩阵
Sea quark: 海夸克
Self-conjugate: 自共轭
Self-energy diagram: 自能图
Self-interaction: 自相互作用
Simple harmonic oscillator: 简谐振子
Space inversion: 空间反射
Spacelike: 类空
Spacetime interval: 时空间隔
Spectral density: 谱密度
Spectral representation: 谱表示
Spin: 自旋
Spinor: 旋量
Spinor bilinear: 旋量双线性型
Spinor field: 旋量场
Spinor representation: 旋量表示
Standard model: 标准模型
Step function: 阶跃函数
Strong interaction: 强相互作用
Structure constant: 结构常数
Subgroup: 子群
Symmetry: 对称性
Symmetry factor: 对称性因子
Tadpole diagram: 蝌蚪图
Tensor: 张量
Time-evolution operator: 时间演化算符
Time-ordered product: 时序乘积
Time reversal: 时间反演
Timelike: 类时
Total divergence: 全散度
Translation: 平移
Transverse polarization: 横向极化
Tree diagram: 树图
Truly neutral particle: 纯中性粒子
Unitarity: 幺正性
Unitary: 幺正

Unitary matrix: 幺正矩阵
Vacuum: 真空
Valence quark: 价夸克
Vector: 矢量
Vector boson: 矢量玻色子
Vector field: 矢量场
Vertex: 顶点
Virtual particle: 虚粒子
Wave packet: 波包
Weak interaction: 弱相互作用
Zero-point energy: 零点能
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保时向 Lorentz 变换, 9
Belinfante–Rosenfeld 能动张量, 39
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Bianchi 恒等式, 21
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波函数, 365, 420
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Bose-Einstein 统计, 60
玻色子, 1, 60
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C 变换, 370, 377, 385, 404, 406
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Pauli 矩阵, 79, 101, 164, 373, 397
P 变换, 361, 378, 385, 404, 406
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幺正表示, 12, 74, 85
幺正矩阵, 10
幺正群, 10
幺正性, 73, 213, 424, 457
一般场算符, 215
因果性, 195, 209, 210
引力相互作用, 1, 100
引力子, 100
因子化, 447
右手流, 376, 381, 389



– 486 – 索　引

右手投影矩阵, 318
右手 Weyl 旋量, 168, 397, 400
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